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BESTES    BUCH. 


HULFSMITTEL  AUS  DER  THEORIE 


LINEAREN  DIFEERENTIAL-ftLEICHÜNGES. 
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Erster  Absclmitt. 
Integration  dnrcli  KypergeometrisGlie  Eeilien. 


Lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wir  haben  im  siebenten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  einige 
der  einfachsten  und  wichtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  mit  einer  unabhäDgigen  Variablen  kennen 


In  den  Problemen,  die  wir  in  den  folgenden  Blättern  be- 
handeln werden,  treten  solche  Differentialgleichungen,  und' zwar 
besonders  die  von  der  zweiten  Ordnung,  immer  mehr  in  den 
Voideigrund 

Die  Theuiie  der  Imeaien  Differentialgleichungen  ist  durch 
die  functionentheoietiachen Methoden  die  zueint  Riemann  darauf 
mgewandt  hat  durch  die  TTnteisnchungen  von  Fuchs,  Fro- 
beniMs  u  A  zu  emei  unitan gleichen  Lehie  ausgebildet  worden. 
Ein  giossei  Theil  dieser  allgemeinen  The  nie  hat  aber  bisher, 
80  wichtig,  ei  fui  die  Analyais  ist  m  der  Physik  noch  keine  Ver- 
wendung gefunden  und  es  durfte  daher  dem  Leser,  dessen  Inter- 
esse m  erster  Linie  auf  die  physikalischen  Anwendungen  gerichtet 
ist  willkammen  sein,  biei  einen  gedrängten  üeberblick  über  den 
rheil  dieser  Theoiie  zu  hnden  dei  für  physikalische  Anwen- 
dungen wichtig  ist  Es  kommen  bieibei  vorzugsweise  die  linearen 
Dif[erentiilglei<~bungen  zweitei  Oidnung  m  Betracht,  auf  die  wir 
uns  von  vornherein  be-^chranken  wollen  Wii  knüpfen  dabei  an 
die  alteren  Untersuchungen   von  Euler,  Gauss,   Kummer   an. 
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auf  die  man  zurückgreifen  muss,  wenn  es  sich  um  wirkliche  zur 
BereclmuQg  geeignete  Darstellungen  handelt  i). 


Eintheihmg  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  nach  den  Dimensionen. 

Wir  beschäftigen  uns  jetat  also  mit  der  Integration  einei' 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(1)  P^y"  +2'i!/'+i'ä?/^  0, 

worin  y  die  abhängige,  x  die  unabhängige  Variable  bedeutet,  die 

auch  complex  sein  kann,  und] 

,  ^ dy  „ j.d"'!! 

gesetzt  wird.  Die  Coefficienten  ^^oi  Pi^,  Ih  ^^^^  gegebene  Func- 
tionen von  X. 

Wir  können  diese  Gleichung,  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern, 
mit  einem  beliebigen  Factor,  der  eine  Function  von  x  sein  kann, 
multipliciren,  und  wir  können  so  den  Coefficienten  des  höchsten 
Difi'erentialquotienten  y"  durch  Division  mit  dem  von  Null  ver- 
schiedenen Pf,  auf  1  redueiren. 

Wenn  die  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind, 
so  können  wir  die  Gleichung  durch  Wegschaffen  des  Hauptnenners 


(2) 


JLl        Itlt  II       t        l\l        (p    VIII. 

C  D    q       t  g  I  fi    t  m    etc,    (1SI2), 

W    k    Bl         ■i    1  3  I      f>    20  d  m  N     hl      ) 

K    mm  Üb        d      hyp    g    m  t       h     R    b         C      lle's   .lournal, 

Bd.  15  (1  36) 

Rm  Btg  Tli  ddhlb      BB'sche  Reihe 

1<{      ß    -)        )   d      t  Üb  F       t  (1857)     W    k      b    67   (aad  S.   379 

d  m  N     hl      ) 

ERIttdUt  hg  ¥      h  Ide   neuere  Ent- 

wklglTh  llarDff        tllhg        überhaupt  ist 

f  hrl    h  d  t  11t        d       L  h  1      h 

L    H   fit  Kl  1    t     g  d       rh  11  D   Üifferential- 

glbfe      mt  ^hgt      V       11         Lpg  1814. 

L     S   hl  H     db     h    d       ih  i       1  n    Differential- 

gl      b  ng         L    p    g  Ifl  5  b      \^i 
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g.  2.        Eintheiluag  der  linearen  Diffeventialgleiohungeis.  5 

und  aller  gemeinschaftlichen  Faotoren  auf  eine  Form  bringen, 
in  der  die  Coefficienten  ^d' i"!!  1*8  ganze  rationale  Func- 
tionen von  x  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  sind. 

Dies  ist  der  Fall,  der  uns  hier  fast  ausschliesslich  beschäftigen 
wird. 

Wir  wollen  hier  zunächst  den  im  ersten  Bande  nur  kurz  in 
der  Änrperkung  auf  S.  129  angedeuteten  Beweis  nachtragen,  dass 
die  Gleichung  {!)  nicht  mehr  als  zwei  linear  unabhängige  Inte- 
grale haben  kann. 

Wenn  die  drei  Functionen  j/t,  y^,  y^  linear  abhängig  sind, 
so  lässt  sich  eine  von  ihnen,  etwa  3/3,  linear  und  mit  constanten 
Coefficienten  durch  die  beiden   anderen,  darstellen  in   der  Form 

(3)  Vs  =  c,j/i  4-  Cä«/„ 
woraus  durch  zweimalige  Differentiation 

(4)  y's  =  c^y'i   4-  c^y'2, 

(5)  y'i  =  <hy"  -^  H  yt 

Es  miiss  also,  wie  aus  der  Theorie  der  linearen  Grleichuogen  be- 
kannt ist,  die  Determinante 

!  Vi^  ?/i.  y'i  \ 

(6)  -^  =  I  Vi,  y'2,  !/ä  1 

I  ^/e.  y's,  yt  I 

verschwinden.  Wenn  umgekehrt  diese  Determinante  vorschwindet, 
so  sind  entweder  schon  y^,  y^  von  einander  linear  abhängig,  d,  h. 
j/,  und  j/a  stehen  in  constantem  Verhältniss  und  es  ist 

-^1  =  yiy'i  —  yi  yl 

gleich  Null,  oder  es  ist  z/,  von  Null  verschieden  und  es  lassen 
sich  die  Coefficienten  c^,  c^,  zunächst  als  Functionen  von  x,  so 
bestimmen,  däss  die  Gleichungen  (3),  (4),  und  sodann  wegen 
^  =  0  auch  (5)  befriedigt  sind.  Dann  folgt  aber  durch  Diffe- 
rentiation 7011  (3)  und  (4)  mit  Benutzung  von  (4)  und  (5) : 

,^,  c[y^  +  eUj^  =  0, 

c'i  y[  +  ßä  J/ä  ^  0> 
und  daraus  ergiebt  sieb,  da  zJ,  von  Null  verschieden  ist,  cj  ^=  0, 
Ca  =^  0  und  c,  und  c^  sind  also  Constanten. 

Das  Verschwinden  der  Determinante  ^  ist  also 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
lineare  Abhängigkeit  der  drei  Functionen  ;/i,  y^,  1/3, 
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ß  Erstei-  Abschnitt.  §.  2, 

Sind  inin  j/„  y^,  y^  drei  Lösungen  von  (1),  so  ist 
poy'i  +piy'i  +i»aä*j  =0, 

Pc  y's  +  Piy'3-\-  ih  y^  =  o. 

woraus  folgt,  da  ji^,  p^,  j>2  nicht  alle  drei  Null  sind,  dass  die 
Determinante  ^  verschwindet,  y^,  j/j,  y^  also  linear  abhängig  sind. 
Wenn  x^  ein  "Werth  von  x  ist,  für  den  Pi/jpo  imd  jpa/po  uebst 
allen  ihren  Differential quotienten  endliche  Werthe  haben,  so  kann 
man  für  a;  =  a^o  die  Werthe  y  =  y^,  y'  ■:=  y'„  willkürlich  an- 
nehmen, und  dann  durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  die  Werthe  der  höheren  Difierentialquotienten 
y'a,  y7, ...  bis  zu  beliebiger  Höhe  berechnen.  Man  bekommt  so 
die  Coefticienten  in  der  Taylor'schen  Entwickelung: 

(8)  y^Vo^-  {x  ■-  x^y^  +  i72^  ^"  +  1.2.3  ^^  +  ' "  " 
die  dann  ein  Integral  von  (1)  mit  den  beiden  willkürlichen  Con- 
stanten ^01  J/ö  darstellt.  Auf  den  Beweis  der  Convergenz  dieses 
Ausdruckes,  den  man  in  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung 
oder  der  Differentialgleichungen  findet,  gehen  wir  hier  nicht  ein, 
was  wir  um  so  eher  können,  da  wir  es  in  der  Folge  meist  mit 
Differentialgleichungen  zu  thun  haben  werden,  die  sich  durch 
leicht  zu  übersehende  Ausdrücke  integriren  lassen. 

Die  Entwickelung  (8)  kann  nicht  mehr  aufgestellt  werden, 
wenn  ^o  für  x  :=  x^  verschwindet.  Diese  Punkte  Xq  heissen  die 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung.  Irfihrer 
Umgebung  folgen  die  Entwickelungen  der  Integrale,  wenn  sie 
überhaupt  möglich  sind,  anderen  Gesetzen. 

Den  Fall,  wo  die  Coefficienten  pn,  p^,  p^  in  der  (rleichung 
(1)  Constanten  bind,  haben  wir  schon  im  ersten  ßande  ausführlich 
erörtert.  Der  nächst  einfache  Fall  würde  der  sein,  wo  j>o,  pi, 
Pj  lineare  Functionen  von  x  sind. 

Es  scheint  aber  für  manche  Zwecke,  namentlich  für  die 
Integration  durch  Potenzreihen ,  sachgemaseer ,  die  Differential- 
gleichungen nicht  nach  dem  Grad  der  Coefficienten,  sondern 
nach  den  DimensiO'uen  ihrer  Glieder  in  Bezug  auf  die 
Variable  x  einzutheilen i).  Bei  dieser  Zählung  haben  x  und 
dx  die  Dimension  1,   während   die  Variable  y  keine  Dimension 

')  Eiemami-s  Werke,  Kwelte  Auflage,  S.  435. 
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§.  3.       Differentiaigleiehungen  mit  linearen  Coefficienten.  7 

erhält.  Es  haben  also  1/  und  y"  die  Dimensionen  —  1  und  — 2. 
und  lim  die  Dimensionen  aus  den  Dift'erentialf]uotienten  weg- 
zuschaffen, setze  man 

dx'~  X  d\ogx' 
^  '  d^  _  l_  /   d^y dy    \ 

Durcb  diüse  Substitution  eriiält  (1)  die  Form 
,,,.:  d'-'ii       ,  dy       ,  „ 

'^     '  ^^  dlogx^    '    ^    dlogx    '    -"^^  ' 


(11)  p^==x'^q^,       jPi  =  a:(go  +  3i),       i^ä  =  Sa 

gesetzt  ist.    Jetzt  werden  die  Dimensionen  der  DiSereatiaigleichung 

einlach  durch  die  Dimensionen  der  Coefficienten  q  bestimmt. 

§.  3. 

Differentialgleichungen  mit  linearen  Coefficienten, 

Wenn  die  Differentialgleichung  (10)  §.  2  nur  Glieder  von 
gleicher  Dimension  enthält,  so  sind  ^0,  ^i,  q^  •"'it  einer  Potenz 
von  X  proportional,  und  wir  können  diese  Potenz  von  x  weg- 
heben, also  go,  gi,  q^  constant  annehmen.  Dann  hat  diese  Diffe- 
rentialgleichung (10)  das  particuUire  Integral 

(1)  ?/  =  ^, 

wenn  m  eine  Wurzel  der  quadratischen  Grieichung 

(2)  qain^  +  9i5«  +  ?!  ^  0 

ist,  und  man  erhalt  daraus  zwei  partioulare  Integrale,  da  man 
jede  Wurzel  dieser  Gleichung  für  m  nehmen  kann.  Sind  diese 
beiden  "Wurzeln  einander  gleich,  so  erhält  man  das  zweite  parti- 
culare  Integral  in  der  Form 

(3)  y  =  r"logx. 

(Vergl.  Bd.  I,  §.  ö6.) 

Der  nächst  einfache  Fall  ist  dann  der,  dass  in  der  Diti'e- 
rentialgleichuag Glieder  von  zwei  verschiedenen  Dimensionen 
vorkommen.     Dann  haben  die  (Joefticienten  g,,,  g^,  q^  die  Form 
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8  Erster    AbBchnitt.  *.  3. 

(4)  q^  =  a^-\-  6„  x"\  g^  =  a^  -\-  J,  a'^  ?s  ^  «a  +  ^^  «-" 
oder  kömien  wenigstens  darauf  gebracht  werden  durch  Multi- 
]}licatioii  der  ganzen  Gleichung  mit  einer  Potenz  von  z.  Es  ist 
hierbei  nicht  erforderlich,  dass  m  eine  ganze  Zahl  sei;  es  kann 
m  gebrochen  oder  irrational,  positiv  oder  negativ  sein.  Die 
Coi  &01  "ii  ''i'  %i  ^5  ä""^  Constanten.  Mit  dieser  Classe  von  Uifte- 
rentialgleichungeni 

( 5)  („  4-  i^  :^")   -f  ^.-  +  («,  +  5,  a:"*)  J-^  -  +  («a  +  ö,  a;™)  y  =  0 

werden  wir  uns  in  der  Folge  vorzugsweise  beschäftigen. 

Hierauf  kann  mau  übrigens  auch  den  l'all  reduciren,  wo 
die  Coefficienten  pB,  Pi,  p^  in  (1)  §.  2  lineare  Functionen 
von  X  sind.  In  diesem  Falle  haben  die  einzelnen  Glieder  der 
Differentialgleichung 

(6)  i%y"  +  pii/'  -^  p^y  =  (i 
die  folgenden  Dimensionen: 

p^y"     Dimensionen     ~  2,     —  1. 

IhV'  «  —  1'  '>. 

IhV  "  0-  !■■ 

Es  kommen  also  im  Allgemeinen  Glieder  von  vier  verschie- 
denen Dimensionen  darin  vor,  von  denen  in  besonderen  Fällen 
eine  oder  die  andere  wegfallen  kann.  Die  Gleichung  ändert  ihre 
Form  nicht,  wenn  man  an  Stelle  von  x  eine  neue  Variable  ein- 
führt, die  eine  ganze  lineare  Function  von  x  ist. 

Wenn  daher  zunächst  p^  nicht  constant  ist,  so  kann  man 
Po  selbst  als  unabhängige  Variable  einführen,  und  erhält  also  die 
speciellerc  Form 

(7)  xy"'+  p,y'  -{-  p^y  =  0, 

in  der  die  Dimension  ■ — 2  nicht  mehr  vorkommt,    ^ubstituirt  man 
nun  für  y 

(8)  9  =  ,'■:, 

wenn  k  eine  noch  zu  bestimmende  Oonstante  ist,  so  ergiebt  sich 
fiir  0  die  Differentialgleichung 

(9)  x^"  4-  (2A^  +  pO^'  +  (J-'^  +  ^ft  +  Pi)^  =  0- 

uud  man   erhalt  nun  eine   quadratische  Gleichung   für   1,   wenn 
man  fordert,  dass 
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§.  4.  nie  byperseoraeti'isohe  Dil'ferontialgleifihving.  \l 

¥0n  X  unabhängig,  also  constant  werden  soll.  Dann  aber  bleibeiD 
in  der  öleichung  (9)  nur  noch  die  Dimensionen  0  und  —  1  und 
sie  kann  auf  die  Form  (5)  gebracht  werden. 

Ist  aber  Pq  constant,  so  können  wir  pn  =  1  annehmen,  und 
erhalten  durch  die  Substitution  (8) 

(10)  2"  +  (2  i  +  n)/  +  (i>  +  Ip,  +  f,}t  =  0. 

Wenn  nun  p,  nicht  constant  ist,  so  können  wir  l  30  Ijc-- 
stimmen,  dasa  X^  -j-  Ajjj  -\- p^  constant  wird,  und  dann  kÖnneü 
wir  die  lineare  Function  2  J.  -f-  Pi  als  neue  unabhängige  Variable 
X  einführen.  Dann  aber  erhält  (10)  nur  noch  triieder  der  beiden 
Dimensionen 

—  2,  0. 

Ist  aber  endlich  auch  p,  constant,  so  kann  man  2  J.  -j-  jp^  ^  0 
setzen  und  dann  für  die  lineare  Function  i.^  -\-  kp^  -\- p^  eine 
neue  Variable  x  einführen ,  wodurch  man  auf  die  Form  der 
Diff er  entialgleichun  g 

(U)  a"4-  cxz  =  (S 

geführt  wird,  die  nur  die  beiden  Dimensionen  — 2,  -|-1  enthält  •). 


Die  hypergeometrische  Differentialgleichung, 

Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung   der  Differentialgleichung 
(5)  §.  -6  über: 

^  '     ^       '  'dloga:^   .    V  1    I     1      -"i^loga:    '   '  ^    '      ^      '■^ 

Om  einige  Beispiele  anzuführen,  bemerken   wir,   dass  diesp 
Gleichung  für 

«„  =  1,     6„  =  a,  .3^  &,  =  0,     «5  =  —n%    h,  =  1,     m  =  % 


')   Schlömilcii,    Compendium   der   höbereii   Analysis,    Bd.   2, 
Auflage  (BraHUSoliwe^  1674),  S.  516. 
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übergeht,  was  mit  der  Differentialgleichung  für  ilifi  Bcssersclie 
Function  J„  [Bd.  I,  §.  69  (12)]  übereinstircimt. 

Für  die  Annahme 
«»  =  2,     ao  =  l,     Jfl  =  — 1,      «1^—1,      h,=    -(2V-I-1), 

«3  =  0,     &i  =  nin  +  1)  -  -  r(i-  -f  1) 
(ii'hält  man  die  Differentialgleichung 

(1  — !C0   ,f  ^-„  — [1-1-  ('iv  +  l)x^-.p- 

+  [n(n  +  1)  .^  v(y  +  1)];k^?,  =  ü 
oder 

worin  man  die  Differentialgleichung   der  Kugclfunctionen ,   Bd.  1, 
§.115  (3)  erkennt. 

Wenn  man  in  (1)  die  Substitution  x  =  x'J,  dloga:  :=  fidlogx^ 
macht,  so  erhält  man 

(2)  («,  +  b,  a^r)  ^  f '  ^  2  +  f^  («1  +  ^  ^T'O  ^  f-^ 

V  ;     V  0    I      Ol   '  cilog^i    '.VII      11   ■'dloga.'i 

'{-  fi2(aa  -f  biX'"i')y  =  0. 
Die  Gleichung  ändert  also  ihre  Form  nicht,  und  da  der  Ex- 
ponent n  beliebig  ist,  so  folgt,  dass  die  Ä.llgemeinheit  nicht 
beeinträchtigt  wird,  wenn  man  in  (1)  für  m  einen  beliebigen 
speciellen  Wertli  setzt.  Setzt  man  einmal  »j=3-|-l,  dannm^^ —  1 
und  multiplicirt  im  letzten  Falle  die  ganze  Gleichung  mit  a;,  so 
erhält  man  beide  Male  eine  Gleichung  von  der  gleichen  Form, 
nur  dass  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  das  eine  Mal  a^-\-l)aX, 
das  andere  Mal  h^  ~\-  a^x  ist.  Da  «o  '^nd  b^  nicht  beide  ver- 
schwinden können,  so  erhalten  wir  aus  (1)  eine  Gleichung  von 
hinlänglicher  Allgemeinheit: 

(S)    (a,^b,x)^^-.--^(a,^h,x)    ■,T—-  +  ('h  +  l'i^)y  =  0. 

wenn  wir  darin  noch  die  Annahme  machen,  dass  «„  von  Null 
verschieden  ist. 

Nun  führen  wir  noch  für   y   eine   neue  Variable  y,  ein,  in- 
dem wir 

(4)  y  =  3f-y^ 

setzen.     Die   neue   Gleichung   für   y^   wird   dann,    wenn   wir   zur 
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g,  5.  Die  hypergeometrische  Reiht.  11 

Abkürzung  die  linearen  Coefficienten   von   (3)   wieder  mit  ^j,  (j,, 
5a  bezeichnen: 

Die  Form  der  Gleichung  bleibt  also  dieselbe;  wir  erhalten 
aber  noch  die  Möglichkeit,  über  eine  der  Constanten  au  verfügen, 
und  wir  wollen  dies  dadurch  thun,  dass  wir 

«0  (*■'  +  «1  **  +  «2  =  0 

setzen,  also   den   Coefficienten   von  y^   mit   x   proportional    an- 
nehmen.    Demnach  können  wir   die  Gleichung  (3)   in   der  Form 


'  ci  log  X 

Wir  machen  vorläufig  noch  die  Annahme,  dasB  auch  b„  von 
Null  verschieden  sei,  worin  allerdings  eine  beschränkende 
Voraussetzung  liegt.  Wir  werden  aber  das  Bchliessliohe  Resultat 
dann  durch  einen  einfachen  Grenzübergang  auch  auf  den  Fall  Öq  =^  0 
ausdehnen  können  (§,  6).    Dann  führen  wir  für  x  eine  neue  Variable 


ein,   und   können,   mit   etwas  veränderter   Bedeutung   der  Con- 
stanten, die  Gleichung  in  der  Form  annehmen: 

(7)         (1  —  3!)  -.f^-,  +  («1  ^  bi  x)  —-^     -h  b,xy  =  0. 

Diese    Gleichung    nennen    wir    die    hypergeometrische 
Differentialgleichung. 


Die   hypergeometrische  Reihe. 

Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichung  (7)  §.  4  durch  eine 
Potenzreihe  zu  integriren  suchen. 

Wir  setzen,  indem  wir  mit  J.„  unbestimmte  Constanten  be- 
zeichnen ; 
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12  Erster  Abschnitt.  §.  5. 

und  wenn  wir  dies  einsetzen,  so  folgt: 

(2)  ^  J«a^w(w  +  wi)—  2  -A„ a^  + 1  (wä  —  ij ra _ 65)  =  0. 

tjm  diese  Gleiehimg  etwas  einfacher  darstellen  zn  können, 
wollen  wir  uns  die  quadratische  Function,  die  hier  als  Coötticient 
von  37"  +  !  auftritt,  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegen,  indem  wir 

«>-S,«-S,  =  (»  +  «)(»  +  « 
setzen,  so  dass 

(3)  6,  =  ^«-(S,  *,  =  -<,ft 
und  der  U  eher  ein  Stimmung  wegen  setzen  wir  noch 
(i)                                           ■.,  =  ,-!, 

SO  dass  die  Differentialgleichung  §,  4  (7)  so  dargestellt  wird: 

die  man  nut  Benutzung  von 

fiioga:  dx^      tilog^ä  dx^  dx 

nach  Unterdrückung  eines  Factors  x  auch  so  schreiben  kann: 

(6)      «Cl-«)g  +  [r-(«+|3  +  l)»]||-«/i9  =  0, 

und  da  man  in   der  ersten  Summe  (2)  das  Glied   für  n  :=  0  als 
verschwindend  weglassen  kann,  so  ergiebt  sich: 

■oder  wenn  man  in   der  aweiten  Summe  n  —  1  an  Stelle  von  n 
setzt : 
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§.  5.  Die  hypergeometrisohe  Reihe. 

Da  diese  beiden  Reihen  identisch  sein  sollen,  so  folgt: 

Setzen  wir,  was  uns  freisteht,  Ä^  =  1,  so  folgt 

i.f' 


j    ^^_  («  +  »-iW+JL-l) 
"   '  «(i-  +  «  —  1) 

und  daraus  durch  Multiplication 

.    _  »(..+  1).. .(»  +  »-!)  ßlß  +  l)...if  +  « -J) 

1.2 »  y(f  +  i)...{r  +  n-l) 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultat: 
Definiren  wir  eine  Function  F(a,  ß,  y,  x)  durch  die  unend- 
liche Reihe: 
f91  Fr«,  ö  »  a^l  ^  1  +  ^  «  +  «("+')  l>(P+  1)  ^, 

«(,» +  !)(»+ 2)    fi(ß  +  l)(ß  +  i)  _..    , 
'^  1.2.3  ,(,+  !)(, +  2)         ^       ■ 

80  ist 

y  -  F(«,  ß,  ).,  X)    ■ 

ein  particulares  Integral  der  hypergeometrischen  Difierential- 
gleichung  (6). 

Die  unendliche  Reihe  (9)  wird  die  hypergeometrisohe 
Reihe  genannt 

Auf  ihre  Convergenz  können  wir  aus  (8)  schliessen.  Danach 
nähert  sich  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder 

-^■^.»•^'    _    (.  4--)(»  +  ft^ 

A.^---  -  („  +  l)(„  +  rt 
mit  unendlich  wachsendem  n  der  Grenze  x,  und  daraus  folgt 
nach  einem  bekannten  Satze,  dasa  die  Reihe  F(a,  ß,  y,  x)  un- 
bedingt convergirt,  so  lange  der  absolute  Werth  von 
X  kleiner  als  1  ist  Es  ist  also  durch  diese  Reihe  eine 
stetige  Function  des  complexen  Argumentes  x  inner- 
halb des  Einheitskreises  definirt. 
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U  Erster  Ätaclmitt  g.  ü. 

Ein  Auanalimefall  ist  aber  zu  erwähnen,  in  dem  die  bisherigen 
Betrachtungen  ihre  Gültigkeit  verlieren ,  nämlich  wenn  y  =  0 
oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  weil  dann  die  Glieder  Yon 

(9)  von  einem  gewiesen  an  unendlich  gross  werden.    Wir  kommen 
auf  den  Ausnahmefall,   den  wir  vorläufig  ausachliessen ,   zurück. 

Wenn  dagegen  «  oder  ß  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl 
ist,  so  ist  F(ct,  ß,  y,  x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x. 

Die  Vertauschung  von  a  mit  ß  bewirkt  weder  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (5)  oder  (6),  noch  in  der  Reihe  (9)  eine  Aende- 
rung,  und  es  ist  daher  identisch 

(10)  F(«,li,r,x)    =    F(p,«,v,x). 

§.  6. 
Die  Grenzfälle. 

Wir  haben  bei  der  Umformung  der  Gleichung  §.  4  (6)  die 
Annahme  gemacht,  dass  der  Coefficient  h^  von  Null  verschieden 
sei,  und  haben  den  Fall  b^  ^  0  als  einen  Grenzfall  bezeichnet, 
für  den  wir  das  Resultat  schliesslich  durch  einen  Grenzübergang 
erhalten  würden.  Um  dies  nun  auszuführen,  setzen  wir  in  der 
Gleichung  §.  5  (6) 

(1)  X  -  hx,^ 

worin  k  eine  unbestimmte  Congtante  bedeutet,  und  ßrhalteii,  wenn 
wir  mit  h  multiplicireii ; 

(2)  a,,(l-!,i,)^  +  [,_(„+/i  +  .,,„,j  j^ 

Wenn  wir  nun  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  würde,  wenn 
wir  dabei  «,  ß  unverändert  lassen,  das  letzte  Glied  wegfallen  und 
mr  würden  nicht  zu  dem  gewünschten  Resultate  kommen.  Dies 
können  wir  vermeiden,  wenn  wir  a  und  ß  in  einer  gewissen  Ab- 
hängigkeit von  A  unendlich  gross  werden  lassen  Es  genügt, 
zwei  Formen  dieser  Abhängigkeit  ins  Auge  zu  fassen: 


1 


ß  von  h  unabhängig, 


(Die  Beifügung  constanter  Factoren  würde  nichts  wesentlich  Neues 
ergeben.) 
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Wenn  wir  dann  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  erhalten  wir 
aus  (2)  die  beiden  Gleichungen: 

w  «'£!  +  '•  li;-'  =  »' 

und  wenn  man  den  gleichen  Grenzübergang  in  der  Reihe  F  (w,  ß,  f.,  x) 
maeht,  erhält  man  für  das  Integral  Ton  (3): 
/l 


(5)  Lim    !.'({-,/ 


.      ,ß^,    ß.ß^l  ^_,ß.ß_±l.ß^2      xl 
^  y    1   ~  y-y-"^!  l  .2  ^  y  .y-\-l.y-\-2  1  .'2.3    ' 
und  für  das  Integral  von  (4): 

(6)  Lim    i'f-^,   4=,  7-  '^a:A  =^ 

I    _L  J^  _U     .-? J ^1 \ 

^l.y     '      1.2.7.j'-i-l    ^  1.2.3. y.y  +  l.y-i-^ 

Diese  beiden  Reihen  sind  für  alle  Werthe   von  x^    con- 

vergent,  was  mau  leicht  an  den  Reihen  selbst   nachweist,  wie 

aber  auch  aus  der  Substitution  (1)  hervorgeht. 

Die   Difterentialgleichung   (i)    führt    auf  die   Beaserschen 

Functionen,  und  in  der  That  ergiebt  sich  aus  der  Reihe  (6)  nach 

Band  I,  §.  68  (3); 

(7)  .J„{x)  = 

__^"_  1  1    _  ^'  J '^'- —  i 

2  . 4  ...  2  n  1  2  ,  2  )i  +  2     '     2  . 4  . 2  m  +  2  .  2  m  -[-  4  f 

=  2:4T:T2iSn7S'  w  ""^  '  "™^' 

Hierdurch  ist  nun  auch  der  früher  ausgeschlossene  Fall, 
dass  in  der  Differentialgleichnng  §.  4  (6)  der  Coefficient  6^  ver- 
schwindet, vollständig  erledigt. 


Die  verschiedenen  Integrale  der  hypergeometriachen 
Differentialgleichung. 

Die  Reihe  i''(w,  ß,  y,  x)  giebt  uns  nur   ein  particulares   In- 
tegral der  hypergeometri sehen    Differentialgleichung,    und    aucL 
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16  Erster  Abaehüitt.  g.  7. 

dieses  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  der  compiexen  Variablen 
^,  nämlicb  im  Einheitskreis.  Aus  diesem  einen  aber  können  wir 
durch  Umformung  der  DiÖerentialgteichung  eine  grosse  Zahl 
anderer  Integrale  herleiten,  die  uns  die  nöthige  Ergänzung  gehen. 
Wir  gehen  von  der  hjpergeometrischen  Differentialgleichung 
in  den  beiden  Formen  aus  [§.  5  (5),  (6)]: 


m 

(1  — » 

*  lilogrf  +  [' 

-l-(«+ftI] 

dy 
-.■,-■-    —  Kßxn  - 

=  0, 

m 

»^(1- 

-)S  +  [-- 

-(»  +  /J  +  l)x 

1  £-"""= 

=  0. 

1, 

Diess 

Gleichung  wird 

integrirt  durch 
F{a,  ß,  y,  X). 

die  Function 

^3) 

Wenn 

wir  aber  ini(2; 
a^i  =  1  — 

1  die  Substitutio 

n  machen; 

» 

ergiebt  sich 

<4) 

«^.(1- 

'^•>U+^" 

+  ^  -  r  .f- 1  ■ 

-(«+,?  +  !■ 

)»■.] 

und  diese  Gleichung  geht  aus  (2)  hervor,  wenn  wir  x  durch  x,, 
y  durch  a  -\-  ß  —  7  -]-  1  ersetzen.  Wir  haben  also  ein  zweites 
Integral  der  hypergeometri sehen  Difi'erentialgleichung: 

II,  z-'Kft    .  +  (i-r  +  i,    i-i). 

Machen  wir  ferner  in  (1)  die  Substitution 
(5)  a',  =  iC"*,        dloga;  ^=^  —  rflogXi, 

so  folgt 

<«)    <-.-')  3lgi|+[«  +  ''-fr-')''.l  31^'.,  -"''!'  =  »■ 

Diese  Gleichung  hat  noch  nicht  vollständig  die  Form  der 
Gleichung  (1),  insofern  der  Coeificient  von  y  nicht  mit  x^  pro- 
portional, sondern  constant  ist.  Um  sie  auf  diese  Form  zu 
bringen,  verfahren  wir  wie  in  §.  4,  indem  wir  setzen: 

'•  ^  d\ogx^         '  Vdloga;,    '    '^''7' 

d bga;^  ^  V<ilogy7*    '      '^  .ilogaj    '    ^  ■'V 
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und  erlialten  aus  (6): 

+  |^H^i  -i}  +  .<^[«  +  /J-(f-i)^i]-«^Ui  =  0. 

Wenn  nun  der  constante  Theil  im  Coijfficienten  von  )/,  weg- 
fallen soll,  so  müssen  wir 

also 

ft  =  «     oder     (I,  :=  ß 

setzen,     Nehmen  wir  (a  :^  w,  so  folgt; 

-»(«- 7  +  1)1,9,  =  0, 
und  diese  Gleicliurg  liat  das  Integral 

F{^,    «~r  +  l,     »-/i  +  l,     1,), 
und  demnach  ist  nach  (6)  und  (8)   ein  Integral   der  Differential- 
gleichung (1): 

m,.  X-  F(a,«-r  +  \''.-ß  +  1,  i)  ■ 

Da  hier  nun   die  Vectauschung  von  «  mit  ß  nicht   dasselbe 
giebt,  so  erhalten  wir  noch  ein  anderes  Integral  von  (1): 

m,.  a^f  F(ft  /i-,+  1,  ,S-«+l,  i). 

Hieraus  können  wir  ohne  weitere  Transformationen  das  ganze 
System  der  .hierher  gehörigen  Formeln   ableiten.     Es   folgt  näm- 
lich aus  Uli  wii'i  m»!  dass  die  beiden  Functionen 
F(«,  „_,+  !,  „-/i  +  l,  »-), 
z—'FiJi,   /i-r  +  1,      /i-«  +  l,   I-'), 
oder,  wenn  wir 

«  =  «',   «  -  r  +  1  =  (?',   «  -  /i  +  1  =  -/,   !-■  =  I' 

setzen : 

"• '      j;^-rF{«:  -  /  +  1,  ß'  ~r'  +  i,  2  -  r',  «') 

particulare  Lösungen  einer  und  derselben  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  sind,  die  man  aus  (1)  erhält,  wenn  man 
K,  ß,  y,  X  durch  «',  ß\  y\  x'  ersetzt.    Lässt  man  also  die  Accente 
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18  Erster  Abschniti.  g.  7. 

wieder   weg,  so  erhält  man    aus   der  zweiten  Function   (9)   eine 

weitere  Lösung  der  Gleichung  (1): 

I,.  ^i-.f(„-j-+l,   ß-Y^-1,   2  -y,   X). 

Ebenso  wie  wir  von  Ij  zu  \  übergehen,  können  wir  ¥0n  IIj 
zu  einem  neuen  Integral  IIa  der  Gleichung  (1)  übergehen: 
IL,.    (1  -  x)y-"-?F(y  -,5,  r  —  «,  7-«-/3+l,  1  —.x), 
und  wenn  wir  die  Transformation  11,   auf  die  i^-Function  in  11^ 
anwenden: 

\.  (1  -  x)y-''-^  F(r  ~  /?,  r  -  «,  r,  ^), 

und  durch  Anwendung  der  Transformation  Lj  auf  die  F-Functioii 
in  \  ergiebt  sich: 

I,.       x'-r{\  —  xy-"-rB'{\  -^  ß^  i_«,  2  — r,  .t). 

Hiermit  haben  wir  vier  Yerschiedene  nach  Potenzen  von  x 
fortschreitende  Entwickelungen  particularer  Lösungen  der  hyper- 
geometrischen Differentialgleichung : 

1.  F{a,ß,y.xl 

2.  x'-yF(a  —  y  ^-\,    ß^-y-\-l,    2'— r,    ^), 

3.  (1   _^)r-«-;^i^(y  _^,     y_«,    y^     X), 

4.  xt-yQ.  —  x)y-"~'^  F{\  —  ß,   1  —  «,   2  —  y,  x). 
Wenn  wir  auf  diese   vier  f- Functionen   die  Transformation 

IIi  anwenden,  so  erhalten  wir  vier  Entwickelungen  nach  Potenzen 
von  1  ■ —  x: 

1.  F(a,  ft  «+I5-7+1,    I  -S), 

i>-'-F(«  -  r  +  i,  ß-r  +  i.'^  +  ß-r  +  i,  i-x), 
(i-a:)'-"-«r(r-ftr-".  7-«-C+i.  1-«), 

4,  »»-'(l  — »)'— f-F(l-ft  l-o,  7  — «-/J  +  l,  1— S5). 
Weiter  wenden  wir  auf  die  F-Functionen  ia  I  und  in  II  die 
Transformation  Uli  und  III;  an.    Dadurch  ergieljt  sich; 

x~<F(fi,ß-r  +  i,  /i-«  -1-1,-'), 


IL 


III. 


'(1-x)'- 


->F{r 


-«,ß- 


■1} 
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1.  (1  -  rl'j— J.'(»,  y  _  ft  „  -  /S  +  1,   Y^-), 

2.  (1  -  xr'  riß,  y  -  «,  /J  -  «  H-  1,  -j-^) . 

IV.  ^  '  ""■  "-^ 

Endlich  wenden  wir  auf  die  beiden  Systeme  III,  IV  die 
Transformation  IIj  an,  wodurcii  sicli  ergiebt : 

1.  o^-F  (^«,  .  -  r  +  1,  «  +  /i  -  7  +  1,  "  ^), 

2.  i-fF^/i, /i-r4  i,„  +  .ß„,-|-i,il^A), 

3.  J-'{\~xy—fF{y-ß,l--l>,y~„.-ll+\r^y 

4.  i-'(l-rt)' tF(y~„.,  1-s  r-«-|3+l,  '-"^-) 

1.  (i-x)-.i.'(».r-ftr,,-f:-i). 

2.  (l-j)-,ir(ft  7-„,  y,  -i.^), 
VI.  ^  ^         / 

3.  I— (i-»-)'— ■-f(— r  +  1,  i-A  2—/,  ^^). 

4.  «-.■(l-a:)'-f-'F(^/i-r+l,  1-»,  2-r,  ^^j)' 

Man  könnt 0  die  abgeleiteten  Transformationen  noch  in 
mannigfacher  anderer  Weise  mit  einander  comhiniren,  -würde 
aher  dadurch  keine  weiteren  Formehi  erhalten. 

§.8. 
Die  Convergenzbereiche. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  24  verschiedene  Knt- 
wickelungen  particularer  Lösungen  der  hypergeonictrischeii  Dift'o- 
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rentialglcichung  gefundeE,  die  in  sechs  Gruppen  von  je  vier  zer- 
fallen, deren  jede  nach  den  Potenzen  von  einer  der  sechs  "Variabein : 


1  - 


1  - 


-  1 


(1) 


fortschreitet.  Die  erste  Gruppe  convergirt,  wie  wir  gesehen 
haben,  so  lange  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  1  ist,  also, 
wenn  wir  uns  die  complexe  Variable  x  in  einer  Ebene  dar- 
stellen, innerhalb  des  Einheitskreisee,  Die  Reihen  der  zweiten 
Gruppe  convergiren  in  einem  Kreise,  der  mit  dem  Radius  1  um 
den  Punkt  x  =^  \  beschrieben  ist,  und  die  Reihen  der  dritten 
und  vierten  Gruppe  convergiren  je  ausserhalb  dieser  beiden 
Kreise. 

Die  Reiben   der  fünften  Gruppe   convergiren,   so  lange   der 
absolute  Werth  von  x  —  1   kleiner   ist  als   der  absolute   Werth 
von  i£,  also,  wenn  wir  x  =■  x^  -\-  ix^  setzen,  so  lange 
(^,  _  1).  _^  ^1  <  a,^ä  ^  ^1 

oder  was  dasselbe  ist,  so  lange  der  reelle  Theil  x^  von  x  grösser 
als  1/2  ist  und  ebenso  convergiren  die  Reihen  VI,  so  lange  der 


Flg.  1. 

reelle    Theil    von   x    kleiner   als 

1/2  ist. 

Um  diese  Verhältnisse  zu  ver- 

anschaulichen,   theilen    wir   die 

\~            "\ 

3;-Ebene  durch  zwei  Kreise  mit 

f 

\                     \ 

dem   Radius   1   und   den   Mittel- 

K 

D 

6     punkten  3;  =  0  und  x  =:  l,  und 
durch      ihre      gemeinschaftliche 
Sehne. in  sechs  Regionen:  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  wie  es  die  Fig.  1  zeigt. 
Dann   haben  wir    folgende    Con- 

vergenzbereiclie : 

ür  die  Reihen  I: 

Convergenzbcreich    2,  3,  4 

„       ,j          ,,       II: 

3,  4,  5 

,       ^          „     III: 

1,  5,  6 

T,            "                 »          ^^• 

1,  %  6 

„ 

„        V; 

4,  5,  6 
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Nur  solche  Reihen  können  unmittelbar  mit  einander  ver- 
glichen werden,  die  einen  gemeinschaftlichen  Convergenzbereich 
haben,  und  Kwibchen  je  dreien  von  diesen  muse,  da  die  Differential- 
gleichung nur  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  hat,  eine  homo- 
gene lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  bestehen. 

Betrachten  wir  etwa  die  beiden  Reiben: 

^  '         F'=zx-i-'yF{ct  —  y  +  1,  /:;  —  /  +  1,  2  --'  y,  x), 

so  haben  wir  darin,  abgesehen  von  dem  Falle,  dasa  y  eine  ganze 
Zahl  ist,  zwei  unabhängige  particulare  Integrale  der 
hypergeometriachen  üitferentialgleichung.  Beide  enthalten  den 
Nullpunkt  in  ihrem  Convergenzbereiche ;  das  erste  erhält  für 
X  ^  0  den  Wertb  1,  das  zweite  wird  Null  oder  unendlich.  Ea 
läaat  sich  nun  jede  der  Reihen  I  bis  VI,  die  den  Nullpunkt  in 
ihrem  Convergenzbereich  enthält,  etwa  F",  linear  homogen  durch 
F  und  F'  ausdrücken,  und  wenn  die  Reihe  F"  für  x  ^=  0  den 
Werth  l  erhält,  so  lässt  sie  sieh  in  der  Umgebung  des  Null- 
punktes nach,  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickeln.  Es 
muss  daher  der  Coefflcient  von  F'  in  dem  Ausdruck  für  F"  ver- 
schwinden und  aus  dem  Werth  1  für  a:  =^  0  ergiebt  sich,  dass 
F"  =  F  sein  muss. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Reihen,  die  den  Nullpunkt 
in  ihrem  Convergenzbereiche  enthalten  und  bei  unbestimmtem 
y  Tiv  X  =  0  den  Werth  1  annehmen,  in  ihrem  gemein- 
samen Convergenzbereiche  dieselbe  Function  dar- 
stellen. 

So  erhalten  wir  vier  Darstellungen  einer  Function  Fi,  die 
in  dem  Convergenzbereiche  2,  3  gelten: 


=  F(o 

hft} 

;  ^), 

=  (1  - 

-r.)'- 

—fF{r- 

^ß.r- 

-  «,  r.  ä;). 

=  (1- 

-"}- 

■r{.,r^ 

-Ar, 

^--0. 

=  (1- 

^x)- 

■f  F{f,y^ 

-  «,  r, 

^^)- 

Ebenso  erhalten  wir  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  vier 
Darstellungen  eines  zweiten  particularen  Integrals,  das  nach  Multi- 
plication  mit  x^—'^  für  a;  =  0  in  1  übergeht: 
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=  x^-'  (!-»)>-»-:'  J<'(l-ft  1-«,  2-r,  s), 

=  ="-'  (1-^)'--  i  («-r+1,  i-/i.  2-r,  ^), 

und  wenn  man  die  Punkte  x  ^  \,  X  =  ^j-j  ebenso  behandelt  wie 
liier  den  Punkt  :^  ^^  0 ,  so  erhält  man  für  den  Convorgenz- 
hereich  4,5; 

=  3?-r  !!■(«--/+ l,(J-r+l,a  +  /i-r  +  l,  l-.i), 

=  ,r-"  f(«,  «-r  +  1,  «+(!-,  +  !,  5:rJ), 

=  a^."  r(ft/S-7+L.>  +  (i-y  +  l,t^), 

P,  =  (1  — a;)i—— .«  r(y  — |i,  7  —  »,  y  — a— |i  +  l,  l-^i), 
=  a:i->-(l— a:)'-"-fF(l— ft  1— «,  7 -«— (3  +  1,  1— s), 
=  rrf-'(l-a:)v-.-/.F(y-ft  1-(S,  7-«-(i+l, -^-i), 
=  s«-'(l-iy-.-?_F(7-a,  l-«,7-«-|5  +  l,"i--ly 

und  für  den  Gonvergenxbereich  l,ß: 

F.  =a:-"  _f'(«,  «-7+I,  «-(i+l,i), 

=  1»-'  («-ly— :'F(7-^ft  l-(i,  «-/i+1,  1), 

=  (x-iy-  F(^.,y-ß.,.-ß  +  l,   j-L_) 

=  »:>-'(«-l)'— ■  f(«-7  +  1,  l-(i.  «-/i  +  1,  YZI^)- 

#.  =  a;-P  F(ft/)-7+L  (J-c+l,  i), 

=  I-'  (i-l)'-.-:'  f(7-„,  1-«,  (1-^  +  1,  i), 

=  (.-l)-;.I.(ft7-S(i-.+  l.ji^), 

=  i>-'(!t-l)'-.'-'F(/i-7+l.l-«,fl-a+l,  j-^). 
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Wenn  drei  dieser  Functionen  einen  genieinssimcn  Convergenz- 
bereich  haben,  so  muss  eine  von  ihnen  linear  durch  die  beiden 
anderen  darstellbar  sein.  So  wird  z,  B.  Fj,  F2,  F^,  F^  durch  die 
beiden  ersten  Reihen  von  vier  Gruppen  in  dem  Convergenzbereich 
3,  i  definirt  und  es  muss  also 

^3  =  ^-^1  +  AF=, 

sein.  Um  die  Conatanten  zu  bestimmen,  lässt  man  a;  in  0  und 
in  1  übergehen,  kommt  aber  dabei  an  die  Grenzen  des  Conver- 
genzbereichs.  Zur  wirklichen  Bestimmung  der  Constanten  muss 
man  den  Werth  kennen,  in  den  die  hypergeometrische  Reihe 
Fifx,  |5,  y,  x)  für  a:  ^=  1  übergeht,  ein  "Werth,  den  Gauss  durch 
die  JT-Function  dargestellt  bat,  der  aber  nicht  immer  endlich 
ist.     Wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Abschnitt  zurück. 


§■  9. 

Die  Ausnahmefälle. 

"Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  für  die  hypergeometrische 
Differentialgleichung 

«    '■'^^  -  =")  S  +  [r  -  («  +  (5  +  1)*]  £  -  «/i!-  =  0 

zwei  unabhängige  particulare  Integrale  gefunden: 

m       ».  =  J'  («.  A  r.  ^) 

die  in  einem  den  Nullpunkt  umgebenden  Bereich  dargestellt 
sind,  und  durch  die  übrigen  Functionen  F,  ist  dasselbe  für  die 
anderen  Bereiche  geleistet.  Die  Differentialgleichung  ist  dadurch 
also  vollständig  integrirt.  Wir  haben  aber  hierbei  vorausgesetzt, 
dass  y  keine  ganze  Zahl  sei.  Wenn  nämlich  y  =  l  ist,  so 
sind  die  beiden  Functionen  (2)  nicht  von  einander  verschieden, 
und  wenn  y  —  1  gleich  einer  negativen  oder  positiven  Zahl  ist, 
80  verliert  der  erste  oder  zvfeite  der  Ausdrücke  (2)  seine  Gültig- 
keit. Ist  aber  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  erhält  man, 
wenn  sich  y  -{-  m  —  l  der  Grenze  Null  nähert,  als  Grenzwerth 
von  (y  -\-  m  —  1)  F{a,  ß,  y,  a;),  von  einem  constanten  Factor 
,  3^  F(a  -f-  m,  /3  '^-  m,  in  -\-  1,  x),  und   dies  ist   der 
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Ausdriick  von  y^  für  y  ^  \  ~—  m.  Die  beiden  Formeln  (2)  er- 
geben also  auch  in  diesem  Falle  nur  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1). 

Ein  particulares  Integral  der  Differentialgleichung 
(1)  erhalten  wir  aber  aus  den  Formeln  (2)  unter  allen 
Umständen. 

Ist  «  —  1  eine  negative  ganze  Zahl,  so  bricht  die  Reihe 
JP'(o!,  (5,  y,  x)  mit  dem  (1  —  «)'™  Gliede  ab,  und  ist  also  eine 
ganze  rationale  Function  von  x  vom  Grade  —  «.  Es  wird 
also  in  diesem  Falle  die  Diu  er  ential  gleich  ung  (1)  durch  eine 
ganze  rationale  Function  von  x  integrirt.  Hierbei  ist  zunächst 
angenommen,  dass  y  —  1  nicht  gleichzeitig  eine  negative  ganze 
Zahl  ist.  Wenn  aber  auch  y  ganzzahlig  ist,  und  zugleich  y  ^  w, 
90  wird  doch  die  Ditt'erentialgleichung  (1)  durch  eine  ganze 
rationale  Function  integrirt,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Reihe 
F  («,  (3,  y,  x)  auf  ihre  1  —  w  ersten  Glieder  beschränkt,  in  denen 
noch  kein  verschwindender  Nenner  vorkommt.  [§.  5,  (8)],  Wir 
drücken  dies  so  aus; 

I.    Die  Reihe  F(a,ß,y,x)  bricht  mit  dem  (1  —  «)'«" 
Gliede   ab,    wenn   «   und   y   ganze   Zalilen   sind, 
die  einer  der  beiden  Bedingungen 
y  ^  K  ^  0 
«  ^  0,     y  >  0 
genügen. 
Hiernach  lässt  sich  für  alle  Fälle,  in  denen  a  und  y  ganze 
Zahlen  sind,   ein   Integral   der  Differentialgleichung   (1)  in   ge- 
schlossener Form  angeben,   wie  man  nach  dem  Satze  I.  aus 
nachstehender  Zusammenstellung  erkennt: 

1.  y>0,  «>0,  a)  y^a:  (l—xy-'-^F{y-cc,y^ß,y,xl 

b)r>«:  x'-y  Fta^y-]-l,  ß-y^l,  2-y,  x), 

2.  y>0,  «^0:  '    F(«,  ß,y,x), 

3.  r^O,  «>0:  x'-y{l~x)y-''-^Fi\—a,\—ß.,2~y.,x), 

4.  y-^O,  K<0,  a)  y<K:I^(a,  ß,  y,  x), 

b)  j'>ar  x^-''  F(a--y-\-l,ß~-y-{-h2--y,x). 
Flhenso  können  wir  schliessen,  wenn  ß  eine  ganze  Zahl  ist. 

Wenn  «  und  ß  als  nicht  ganzzahlig  vorausgesetzt  werden, 
so  lässt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  der  allgemeine  Fall 
eines  ganzzahligen  y  auf  den  besonderen  Fall  y  ^=  1  zurück- 
führen: 


y  Google 


§.  9.  Die  AusnahmetäUe.  25 

Wenn  wir  die  Differentialgleichung  (1)  nach  x   differentürcn, 
und  zur  Abkürzung 

(^)  »'  =  g 

setzen,  so  folgt: 

(4)«(l-»^)g  +  [)'+l-{«+/'+3)»]§|-(«+l)W+l)9'=0, 

und  diese  Gleichung  geht  andererseits  auch  aus  (1)  hervor,  wenn 
y  durch  y'  und  «,  ^,  y  durch  a-|-l,  ^  +  1,  7  +  1  ersetzt  wird. 
Bezeichnen  wir  also  eine  Lösung  der  UiiJerentialgleichung  (1) 
mit  T{w,  ^,  y),  ao  erhalten  wir  aus  (3)  und  (4) ; 

(5)  r(«  +  i,?  +  i,r  +  i)  =  ''-%^^?5- 

Für  die  Function  F  giebt  dies  die  Relation: 

die  sich  unmittelbar  durch  Dift'erentiation  der  hypergeometrischen 
Reihe  bestätigen  lässt. 

Nimmt  man  für  I'(w,  (i,  y)  zwei  unabhängige  Integrale  i/i,  y^ 
von  (1),  so  werden  die  Differentialquotienten  äyijäx,  dy^ldx  nur 
dann  von  einander  abhängig  sein,  wenn  eine  Relation  Cj  y\-\- c^y^'^  c 
besteht,  worin  c,,  Cj  Constanten  und  c  eine  von  Null  verschiedene 
Oonstante  ist.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  c  eine  Lösung 
von  (1) ,  also  a  oder  (3  =  0  ist.  Da  wir  aber  ganzzahligc  k,  ß 
ausgeschlossen  haben,  so  erhalten  wir  aus  (5)  jedes  T(k -|-  1, 
ß  -\-  l^  y  -\-  1)  aus  einem  Y  (m,  ß,  y)  und  es  ist  also  durch  diese 
Formel  der  Fall  y  -\-  l  auf  den  Fall  y  zurückgeführt 

Auf  der  anderen  Seite  können  wir  die  Differentialgleichung 
(1)  so  darstellen: 

Setzen  wir  also 

'Z  -  («+  ji— i}«]y, 

und  folglich  nach  (7): 
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26  Erster  Abaühnitt  §,   10. 

SO  ergiebt  sich 

«(i-»)£i+[r-i-C«+/S"i)«]^-{«-»((i-iV=o. 

und  es  ist  also  s  eine  Function    Y{u.  —  1,  ^  — ■  1-  y  —  !)■ 
Wir  erhalten  so; 

(8)  7  («  -  1,  /J  -  1,  r  -  1)  = 

''  <*  -  "'^  ^^--  +  [r  -  1  -  («  +  (S  -  1)1]  r («,  ft  ■/). 

und  hierdurch  ist  der  Fall  y  —  \  auf  den  Fall  y  zurückgeführt. 
Auch  hier  ist  der  Fall  eines  ganzzahligen  «  oder  p  auszuschUessen. 

Durch  wiederholte  Anwendung  von  (5)  und  (8)  kann  also 
die  Integration  der  Differentialgleichung  (1)  iür  irgend  ein  ganz- 
zahliges  y  auf  den  Fall  y  ^  1  zurückgeführt  werden. 

In  dem  Falle  ganzzahliger  «,  ^  lassen  sich  aber  nicht  alle 
Integrale  für  ein  ganzzahliges  y  durch  blosse  Differentiation  aus 
dem  Falle  y  =  \  ableiten. 

§-  10- 
Das  zweite  particulare  Jutegral  für  y  =  1. 

Wenn  wir  aus  den  beiden  Integralen  j/j ,  j/^ ,  zunächst  bei 
unbestimmtem  y,  eine  lineare  homogene  Function  mit  constanten 
Coefficienten  bilden,  so  erhalten  wir  wieder  ein  Integral.  Ein 
solches  ist  also  auch 

-Vi 

r-\' 

Da  nun,  wenn  wir  ]/  in  1  übergehen  lassen,  j/,  =:  y^  wird, 
so  erhält  (1)  die  unbestimmte  Form  0/0  und  wir  können  den 
Grenzwerth  durch  Differentiation  bestimmen.  Wir  erhalten  so 
für  y  =^  \  das  zweite  particulare  Integral  in  der  Form : 

F.3  ist  aljer 

j,  =  F(«.,  ß.  y,  X), 

S,  =  x'~)  l{a  -  r  +  1,  (i  -  r  +  1,  2  -  ).,  i), 

untl  wenn  wir  also  in  Bezug  auf  7  diiferentiiren ,  und  der  Kürze 
liaiber  F(«,  /3,  i',  x)  mit  F  bezeiclinen,  so  folgt  für  y  =  l: 


(1)  y=--- 
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>as  zweite  particulare  Integral  füi-  y  =  1. 


und  folglich  wird 


wenn  nach  der  Differentiation  y  =  l  gesetzt  wird. 

um   diesen  Ausdruck   explicite   darzustellen,  setzen  wir  zur 
Abkürzung 

,,,      ,      _  .  (»+!)  ...(.>.  +  .— 1)     ß(l<+i)  ...  (0  +  ..-  1) 
W    ^.  —  -        1.2...»  y(y  +  l)  ...(].+«— 1)' 

so  dass 

(6)  F(«,  ft./,s;)  =  2^»»" 
ist.     Es  folgt  nun  : 

ologA,,     __         '^        1 

»«    "     ^         ±t    «  +  ^ 
5  log  A„    _        "-^     _1 

8  log  A„    _  ^"-^       1 

und  wenn  wir  also; 

U   ,    d  _ 
dß 

(7)  B„  =  ^„«„ 

setzen,  so  ist  a„  ein  Ausdruck,  der  mit  unendlich  wachsendem  n 
einen  endlichen  Grenzwerth  hat,  und  folglich  ist  die  Reihe 

(8)  *(«,  ß,y>x)  =  S^"^ 


ben  Umfange  con^ergent  wie  die  Reihe  (5),  nämlich  im 
Einheitskreis. 
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Es  braucht  hier  auch  der  Fall  tiicht  ausgonommen  zu  werilen, 
dass  «  oder  ß  negative  ganze  Zahlen  sind,  obwohl  die  Nenner 
von  a„  dann  gleich  Null  werden,  weil  die  Factoren  a  -{-  v,  ß  -\-  v 
im  Nenner  von  J5„  =  AnO^  nicht  mehr  vorkommen.  Ea  ist 
aber  nach  (6),  (7)  und  (8): 

und  demnach  erhält  man  die  beiden  particularen  Integrale  der 
hy  per  geometrischen  Differentialgleichung  für  den  Fall  y  ^  l 
dargestellt  durch  die  im  Einheitskreis   gültigen  Entwickelungen : 

y,  =  F(ct,  ß,  1,  x), 
^^^^  y,  =  log  X  F(a,  ß,  1,  x)  +  ®(«,  ß,  1,  x). 


§.11. 

Lösungen  der  hypergeomefcrischenDift'erentialgleichung 
bei  ganzzahligem  y. 

Um  das  zweite  partioulare  Integral  einer  Differentialgleichung 
zu  ßnden,  nachdem  eines  bekannt  ist,  können  wir  noch  einen 
anderen  Weg  einschlagen. 

Wenn  wir  die  Formel  Bd.  I,  §.  62  {13): 

(1)  y,  yl  —  Vi  y'i  =  Ce-f"^'' 

auf  unseren  Fall  anwenden  wollen,  haben  wir  zu  setzen 

^  ^  y  -  («  +  )3  ^  1)^  _  r  __  «4-)^-r  +  i 

x{l   —  X)  X  1  —  X 

^  ~\ogxy  (1  —  ^f)"^-ß-y+\ 
und  es  folgt  also: 

(2)  9, »;  -  v.  !i:  =  C'-'  (1  - «)'—''- 

oder : 

ax  yi  i/i 

Nehmen  wir  also  «/,  als  bekannt  an,  so  folgt  hieraus,  wenn 
wir  die  Constante  C  :;:^  1  setzen: 


'  = "'  1 ' 
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eine  additive  Constante  bei  diesem  Integral  ist  gleichgültig,  weil 
durch  Hinzufügung  einer  solchen  j/g  in  eine  lineare  Combination 
von  y^  und  yi  übergeht. 

Ist  zunächst  y  eine  positive  ganze  Zahl,  so  können  wir 
(5)  y,  =  F{a,  /3,  y,  x) 

setzen,  und  ar"'  (1  —  xf—"—?"'^  y^^  in  eine  Potenzreihe  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickeln: 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integi'ation  nach  (4): 

(7)  >  =  aj_i  j/i  log  1  +  -1-'   ^ 

worin  *  Pine  naLh  gmzen  positnen  Potenzen  \on  j  foit- 
schreitende  Reihe  bedeutet 

Die  Coefhcienten  dieser  Entwickelung  sind  Functionen  von 
«,  ß,  y.  Pui  y  ^  1  ist  «)_!  =1  Es  kann  aber  fui  andeie 
Werthe  \on  }  auch  \orkomm6n,  dass  «,_!  leiscbwindet,  und 
also  in  dem  Integral  j/j  kein  logaiithmi-iches  Glied  vorkommt 
Dies  findet  z   D   fui  ]  =^  2    k  =  1  stitt 

Ist  y  =  0  oder  gleicii  einer  negativen  ganzen  Zahl,  so  kann 
man  in  (4) 

(8)  yi  =  x'-y  J^(«  -  y  +  1,  |3  —  r  +  1,  2  -  r,  *') 

setzen,  und  erhält  eine  Entwickelung  der  Form: 

x-y  (1  —  x)y-''~C-'^  1/7=  =  xr-^  -\-  a^  xy-'-  -{- a^  xy  -\- u^  x*  +  ^ -\ 

Also  wird  nach  (4); 

(9)  y^  =  a,-y  y,  log  a:  +  *, 

worin  wieder  $  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  fort- 
schreitende Reihe  bedeutet  Auch  hier  kann  es  vorkommen,  dass 
»i-v  verschwindet. 
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Zweiter  AbBclmiti 
Integration  durch,  bestimmte  Integrale. 


§■  12- 
Die  Function  ;7{«). 

Die  Darstellungen  der  Integrale  der  hypergeometrisdien 
Differentialgleichung  durch  die  hypergeometrische  Reihe  sind, 
wie  wir  gesehen  haben,  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  für 
die  Variable  x  gültig.  Allgemein  gültige  Ausdrücke  erhält  man, 
wenn  man  diese  Reihen  in  bestimmte  Integrale  verwandelt. 
Dazu  benutzen  wir  die  Gauss 'sehe  Function  TT  («),  die  im  Wesent- 
lichen mit  dem  von  Legendre  als  Gamma-Function  bezeichneten 
Euler'schen  Integral  übereinstimmt  [/?(«)  =^  F(«  -j-  1)].  Wir 
wollen  sie  hier  durch  ein  bestimmtes  Integral  definiren: 


m 


ij(«)-- 


:"  dx . 


wobei  die  Integration  über  reelle  positive  Werthe  von  x  zu  er- 
strecken ist  Um  die  Potenz  af  eindeutig  zu  bestimmen,  ver- 
stehen wir  darunter  ftir  ein  reelles  w  den  reellen  positiven  Werth 
von  (.*,  und  eme  Potenz  mit  complexem  Exponenten  a  -\-  ßi 
deiiniren  wir  eindeutig  durch 

(I)  j-«4-!,«  ;^  3:"  [cos  (/3  log 3:)  -|-  ^  siii(/3  loga:)] 

mit  reellem  Logarithmus.  Hiernach  ist  das  Integral  in  (1)  con- 
veigent,  so  lange  der  reelle  Theil  von  a  grösser  als  —  1  ist,  und 
insoweit  ist  durch  (1)  die  Function  /!(«)  definirt.  Wenn  wir 
untei  diesei  Yoraussetzung  die  Formel 

d{e!~''x"'^'^)  =  (a  -\-  l)(r"'x''dx  —  e'~''x''  +  ^dx 
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zwischen  den  Grenzen  0  imd  =0  integriven,  so  ergiebt  sich  die 
Grundformel: 

(3)  I!(«+l)  =  (»  +  l)77(„), 
und  durch  wiederholte  Anwendung: 

(4)  JI(«  +  «)  =  («  +  1)  («  +  2)  .  .  .  {«  +  ,.)  JIM. 
Durch    diese   Formel  können    wir    H  (w)    auch    dann 

definiren,  wenn  der  reelle  Theil  von  «  kleiner  als 
—  1  ist.  "Wir  brauchen  nur,  wenn  «  nicht  gleich  einer  negativen 
ganzen  Zahl  ist,  n  so  gross  zu  nehmen,  dass  «  -|-  w  positiv  wird, 
und  dann  ist  n(a)  durch  (1)  und  (4),  unahhangig  von  n,  definirt. 

Es  ergieht  sich  aus  (l): 
(6)  73(0)  =  1, 

und  demnach  aus  (4),  wenn  n  eine  ganze. positive  Zahl  ist; 

(6)  n{n)  =  1.2.3  .  .  .n  ~  n\ 

Es  hat  also  n{n)  dieselhe  Bedeutung,  in  der  wir  dies  Zeichen 
schon  mehrfach  gebraucht  haben. 

Wenn  a  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  wird,  wie 
die  Formel  (4)  zeigt,  J7(a)  unendlich. 

Von  diesen  Werthen  abgesehen,  ist  //(«)  nach  (1)  und 
(4)  eine  eindeutige  und  stetige  Function  der  complexen 
Variablen  «. 

Ist  a  eine  positive  Grosse,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  unter 
dem  Integralzeichen  ax  ha  Stelle  von  x  setzt: 

(7)  jV..».,j.=  §M. 

Es  sei  y  eine  positive  Variable.  Wir  setzen  in  (7)  a  =  I  ■-[-  y, 
also: 

Diese  Formel  inultipliciron  wir  mit  pl^dx,  und  iotogriren  von 
0  bis  '~o .    Dadurch  folgt: 

j  ,fi,j  !»-(■  +  .).  i-di  =  "(«)  j  (r|{y+r. 

und  wenn  wir  auf  der  linken  Seite  die  Integrationsfolgc  um- 
kehren : 
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Auf  das  innere   Integral,   das  jetzt   auf  der  rechten   Seite 
stellt,  können  wir  wieder  die  Formel  (7)  anwenden  und  erbalten: 

0 

Daraus  folgt  also: 

f     y'äs        ^    niß)n(^-ß~i) 
J(i^</)"'  n(«) 

oder,  wenn  wir  a  durch  a  -\-  ß  -\-  1  ersetzen : 

_jfdj  _     _       nia)  n{ß) 


(9) 


](!+!,).*?  +  •  /IC«  +  /S  +  1) 


Wenn  wir  hier  a  mit  ß  vortäuschen,  so  bleibt  die  rechte  Seite 
ungeändert,  während  dies  auf  der  linken  Seite  nicht  sofort  er- 
sichtlich ist.     Macht  man  aber  die  Substitution 

i  +  ?/  "  ^'       1  +  y  "    "  ^'      (1  +  vT  ^    ^' 


so  ergieht  sich 

(10)  f  (1  - 


n(«)n(ß) 


■1) 


und  hier  werden  auf  der  linken  Seite  «  und  ß  vertauscht,   wenn 
man  s  durch  1  ^  s  ersetzt. 

In   der  Formel    (iO)  können    a  und   ß  irgend   zwei   Zahlen 
sein,  deren  reelle  Theile  grösser  als  —  1  sind. 


§.   13- 

Ausdruck    der  hypevgeometrischen   lleihe   durch   ein 

bestimmtes  Integral. 

Die  Relationen  zwischen  den  JT- Functionen  gestatten,  für 
die  hypergeometrische  Reihe  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu 
finden,  indem  man  die  Binomialreihe  zu  Hülfe  nimmt.    Nach  dem 
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binomischen  Lehrsatz  ist  nätnlicli,  wenn  der  absohite  Werth  i 
2  kleiner  als  1  ist; 


(1  +  »)- 


«(»+!)  „  . 


1.2 


^?(-')-^^M4^^^" 


)der,  mit  Benutzung  der  Formel  §.  12,  (4); 

1     -^.  ii(«  + 


(1)      (1  +  z)-  -- 


-n"(«-i)S  .      "(«) 


Mit  Benutzung  derselben  Formel   können  wir  die  Function 
F(ix,ß,y,x)  so  darstellen: 
(2)  Fl«,ß,r,x)     = 

n  {r  -  1)  _  x^  n(a  +  n~-i)n(p  +  n-^)  . 
iz(«-i)n{i5"- ij,-t;        J7(«)  »(y  +  «  -  1)      " 

und  nach  §.  12,  (10)  ist 

JI(/J  +  »  -  1)  77(r  --  /i  -  1)  _  f  ,_, 

liiernacli  können  wir  die  Formel  (2),  wenn  wir  die  Summa- 
tion  unter  dem  Integralzeichen  vornehmen,  so  darstellen: 
F  («,  j3,  y,  a;)  = 


(i-»)'-'-»'-"2- 


j/(«-i)ft(5-i)7i(r-(J-i)jJ^     "'  it.       n{n) 

und  mit  Benutzung  von  (1),  wenn  man  g  ^  —  sx  setat: 
(3)  f{a,  ftr,x)  = 

g(r-i) 


n(/?-i)H(r-(J-i)J 


.(l-s)r-,.-i  (!_.„,- 


woraus  man  eine  zweite  ähnliche  Darstellung  erhält,  wenn   man 
a  mit  (3  vertauscht. 

Die  Formel  (3)  ist  in  dieser  Form  nur  anwendbar,  wenn  die 
reellen  Theile  von  ß  und  y  ^  ß  positiv  sind,  weil  sonst  das 
Integral  nicht  convergent  wäre.  Dagegen  behält  das  Integral 
auf  der  rechten  Seite  von  (3)  auch  dann  einen  Sinn,   wenn  der 
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absolute  Werth  von  x  grösser  als  1  ist,  wo  die  Bedeutung  der 
F-Reihe  aufhört. 

Da  aber  die  hypergeometrische  Differentialgleichung  iden- 
tisch befriedigt  ist,  wenn  man  die  Reihe  F  oder  das  ihr  gleiche 
Integral  (3)  einsetzt,  so  wird  dieses  Integra!  für  alle  Werthe 
von  X  ein  Integral  dieser  Gleichung  sein. 

Die  Formel  (3)  gestattet  uns  einen  Schluss  auf  den  Werth 
von  F  (k,  ß,  y,  x)  für  x  ^  l.  Lassen  wir  in  dem  Integral  (3) 
a;  iu  1  übergehen,  so  ergiebt  sich 

und  das  ist  nur  dann  endlich,  wenn 

(4)  y  _.  „  _  (J  >  0 

ist,  oder  wenn  wenigstens  der  reelle  Theil  von  y  —  k  —  ß  positiv 
ist.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  können  wir  den  Werth  des 
Integrals  nach  §.  12,  (10)  bestimmen,  und  wir  finden  so 

(5)  F(a  ßy  D-  ii(y-i)n(y-«-ji-  1)_ 

§.  u- 

Integration     der    hypergeometrischen     Differential- 
gleichung durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn  man  den  directen  Nachweis  führen  will,  dass  das 
Integral  (3)  des  vorigen  Paragraphen  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung 

(1)  xil  ^  x)y"  -^  [y  -{a  ^  ß  -{-  l)x]y-  -  aßy  ^  0 
genügt,  so  gelangt  man  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung 
dieses  Resultates, 

Wir  setzen,  da  ea  auf  den  constanten  Factor  hierbei  nicht 
ankommt,  indem  wir  einstweilen  die  Grenzen  des  Integrals  un- 
bestimmt lassen: 

y    =       L*-'  (1  —  sy-i*-!  (1  —  sxyds, 

(2)  y-   =«|s^(l-s)i-^-i(l  -sxy-^äs, 

,/  =  «(«+  l)(s^+Ml  -s)y-ß-Hl  -sxy^-\ls. 
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und  daraus,  weuB  wir  die  linke  Seite  der  Gleiclmng  (1)  mit  [j/] 
bezeiciinen,  also  für  irgend  eine  Function  y 

(3)  M  =  x{l  -  a;)»"  +  [r  -  («  +  /i  +  1)1]!/'  -  «ßV 
und  zur  Abkürzung 

(4)  <p{s)  =  s'(l-s)'-.«(l-is)— > 
setzen  für  <iß"  Ausdruck  (2)  von  y: 

(6)   [j,]  =  ^«Jy(3) s(l-s)(l-^s) ' 

andererseits  aber  ergiebt  aich  durch  Differentiation  nach  s: 

c;_iogjp{s)  _  /5^^_y^rl-  ^^i"'-  —  ^  +  i  —  .s(k  — y  +  i)] 

rfs  "  "  s(l"— "s)(I  —  ■:cs) 

und  wir  erhalten  also: 
(6)  W=--.j^^).U. 

Die  Integration   anf  der  rechten  Seite   läest   sich   also   aas- 
führen, und  es  ergiebt  sich,    dass  \y\  =  0,  also  die  Difi'erential- 
gleichung  erfüllt  ist,  wenn   man   die   Grenzen  des   Integrals   so 
wählt,  dass  in  ihnen  die  Function  cp{s)  Yerachwindet. 
Dies  geschieht  aber 

für  s  =  0,     wenn  ^  >  0, 

„    s=  1,         „  v-ß>Q, 

(')  1 

,,    s  =  -,        „      —«—1  >  0, 

„    s  =  Q3,       „    «  —  7  +  1  >  0, 

und  wenn  daher  a,  b  irgend  zwei  von  den  vier  Werthen 

(8)  0,     I,    i      oo 

bedeuten,  so  ist,  wenn  die  betreffende  Voraussetzung  (7)  er- 
füllt ist: 

(9)  y=\  s^-i  (1  —  s)y-i>-^  (1  -  sw)-"  ds 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1).  Es  ist  hierbei  nur 
noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  eine  der  Grenzen  des  Integrals 
gleich  1/x  ist,  bei  der  Bildung  von  y'  und  y"  zunächst  noch 
Glieder  hinzukommen  würden,  die  von  der  Differentiation  in  Bezug 
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auf  die  Grenze  herrühren.  Diese  Glieder  fallen  aber  beim  Ein- 
setaen  der  Grenze  wieder  heraus,  weil  sie  die  Factoren  (1  — sxy-", 
(1  —  sa:)-"— '  enthalten. 

Da  man  aus  vier  Dingen  sechs  verschiedene  Paare 
auswählen  kann,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  sechs 
verschiedene  Integrale  der  hypergeometrischen  Diffe- 
rentialgleichung, die  jedoch  niemals  alle  zugleich 
brauchbar  sind,  weil  die  vier  Bedingungen  (7)  nicht 
alle  zugleich  bestehen  können. 

Man  kanp  sich  von  der  in  (7)  enthaltenen  beschränkenden 
Voraussetzung  frei  machen,  wenn  man  erwägt,  dass  der  Aus- 
druck [j/]  nach  (6)  auch  dann  verschwindet,  wenn  man  die  Inte- 
gration in  Bezug  auf  die  complexe  Variable  s  auf  einem  in  sich 
zurücklaufenden  Wege  ausführt,  der  keinen  der  Punkte  0, 1,1/ic,  co 
berührt,  und  der  so  bestimmt  ist,  dass  die  Function  ^  (s)  bei 
pj     2  stetiger    Veränderung    zu    demselben 

^ AVerth  zurückkehrt,  von  dem  sie  aus- 

gegangen ist,  bei  dem  jedoch  das  Inte- 
gral y  selbst  nicht  identisch  ver- 
schwindet. 

Solche  Integrationswege  kann  man, 
nach  Pochhamnieri),  durcji  die  so- 
genannten Doppelumläufe  bilden.  Die 
Fig.  2  zeigt  einen  solchen  Weg.  Hier  wird  jeder  der  beiden 
kritischen  Punkte  a,  b  zweimal,  und  zwar  in  entgegengesetztem 
Sinne  umlaufen,  so  dass  sich  die  Factoren,  die  die  Function 
ip(s)  hei  jedem  Umlauf  annimmt,  gegenseitig  aufheben.  Trotz- 
dem vorschwindet  das  Integral 

^    J      s(l~s) 

auf  diesem  Wege  genommen,  nicht  identisch. 

Denn  nehmen  wir  0  und  1  für  «  und  b  und  setzen  ß  und 
y  —  j3  positiv  voraus,  so  können  wir  die  vier  Strecken  1,  2,  3,  4 
des  Integrationsweges  in  Fig.  2  alle  auf  die  Strecke  ah  zu- 
sammenziehen. Hat  in  entsprechenden  Punkten  dieser  vier 
Strecken  die  Function  cp  die  Werthe  cpi,  95,  qj,,  94,  so  ist 

')  Poclihaminor,  „Heber  die  Integrale  mit  doppeltem  Umlauf"^ 
MathematiBclie  Ännalen,  Bd.  3ö. 
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und  daa  über  den  Integrationsweg  der  Fig.  2  genommene  Integral 

j  =  [  s,'->  ([  -  s)'-:'-'  (1  -  a:.s)-»  ds 
erhält  den  Werth 

ist  also   von  Null  verschieden ,   wenn   nicht  ß  oder  ß  ^  y   eine 
ganze  Zahl  ist. 


Lineare  Transformation. 

Durch  Umformung  der  in  §•  14  besprochenen  Integral- 
darstellungen  gewinnt  man  aufs  neue  die  früher  gefundenen 
24  Darstellungen  durch  bypergeometrische  Reihen,  indem 
man  die  verschiedenen  Intogratiousgrenzen  durch  lineare  Trans- 
formation auf  0  und  1  zurückführt. 

In  einer  linearen  Substitution  zwischen  zwei  Variablen  s 
und  ( 

_  As-^B 
*-^^  *  -  C's  +  Z) 

lassen  sich  die  Coefficienten  A,  B,  C,  B  so  bestimmen,  dass  drei 
gegebenen  Werthen  von  s  drei  gleichfalls  gegebene  Werthe  von 
t  entsprechen.     Wenn  wir  also  die  vier  Werthe 


in  irgend  einer  Reihenfolge  entsprechen  lassen,  woraus,  wenn  x 
gegeben  ist,  Xi  eheu  aus  (1)  zu  bestimmen  ist,  so  erhält  man 
24  solcher  Substitutionen,  die  das  Integral 

y  =  jsi'-i  (I  -  s)y-:^-'^  (1  -  sx'r^ds 

auf  ein  ähnlich  gebildetes  zurückführen. 
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Bezeichnen  wir  die  Werthe  0,  1,  co  ,  1/x,  in  irgend  einer 
Reihenfolge  mit  tt,  h,  c,  e,  so  können  wir  also  festsetzen,  dass  die 
Werthe 

(2)  ^ 

t  =  a,  b,  c,  e 

sich  in  dieser  Reihenfolge  entsprechen  aollen.    Dann  können  wir 
die  lineare  Substitution  (1)  in  der  Form  annehmen: 

die  mit  jeder  der  beiden  folgenden  gleichbedeutend  ist: 

1 
(4) 


1  - 


t  —  6  a  —  c 
*  —  c  a  ~  6' 

f  —  e   a—  c 


woraus  man  noch  erhält,  wenn  man  in  (U)  f  ^  e,  s  ^^  l/x 
setzt: 

_e— c6  —  a  _  {b  —  e)  {a  ~  c) 

l-^J          ^  —  e  _  ß  j-_  c  '      ^  ^  —  (i  _  c)  («  -  e) ' 

und  darch  logarith mische  Differentiation  von  (3): 

'■  '  s         (t  ~a){t  —  c) 

Danach  findet  man  die  folgende  Transformation  [§.  13,  (3)]: 

,„,  J7(/3— l)Ii(y— 3— 1)  „,     ,       ^      f  ,/,       -,     ^    ,,,  ^      (?s 

_  f  (t  -  ay-^  {t  -  hy-?-^  (t  -  er-'  (t  -  g)-" 

j   (c  _  h)-t<  {a  —  cY  +  i'-y  (a  —  hy-^  {a  —  e)—'       ' 

und  hierin  sind  24  verschiedene  Darstellungen  der  F-Function 
durch  bestimmte  Integrale  enthalten.  Die  Variable  x,  die  ans 
(5)  bestimmt  wird,  erhält  hierbei  nur  sechs  verschiedene  Ans- 
d rücke : 

__  1        3^1  —  1  1  X, 
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Nehmen  wir  z.  B.  a  ^  0,  i  =;  1,  c  =  1/a;,,  e  :=  oo,  ; 
die  Gleichung  (5): 

1   _  1  _       X 

X  a;, '      "'        X  —  1 ' 

und  das  Integral  in  der  Formel  (7)  wird 

(l  —  Xif   [  tß~^  (l  —  ()i-,'*-i  (1  -  xj)"-'  dt, 

wodurch  man  eine  der  Formeln  aus  §.  8  erhalt. 
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Dritter   Abschnitt. 
Die   P-Funetion  von  Riemann. 


§■  IG. 
Definition  der   ö-l^u-nction. 

Die  Methoden  und  Hülfsmittel,  die  die  Functionentheoiie  Rie- 
mann verdankt,  deren  Grundgedanke  darin  besteht,  eine  Function 
durch  eine  möglichst  kleine  Zahl  von  einander  unabhängiger 
Eigenschaften  zu  definiren,  nnd  erst  in  zweiter  Linie  zu  ihrer 
analytischen  Darstellung  überzugehen,  haben  sich  in  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  als  besonders  fruchtbar  er- 
wiesen, und  sind  auch  in  den  Anwendungen  auf  mathematische 
Physik  von  grossem  Nutzen.  Es  scheint  daher  zweckmässig,  liier 
einen  Ueberblick  über  die  Ergebnisse  dieser  Methode  zu  geben, 
soweit  sie  die  hjpergeometrischen  Functionen  betretfen. 
Es  werde  eine  Function 

/a,     J,     c 

(1)  «     »,     A     7 

\«',    ß\    V' 

der  coraplexen  Variablen  x,  die  wir  die  «J-Eunction  nennen,  durch 
folgende  Eigenschaften  definirt,  wobei  die  Frage  nach  der  Mög- 
lichkeit einer  solchen  Function  zunächst  noch  gänzlich  offen  bleibt. 
I.   Die  Function  Q  sei  in  der  Umgebung  eines  jeden 
von  a,  6,  c  verschiedenen  Punktes  x^   endlich  und 
stetig. 
Nach  Bd.  I,  §.   48  ist  damit  ausgesprochen,   dass   sich   die 
Function   Q  in    eine   Reihe    entwickeln   lasst,    die    nach    ganzen 
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positiven  Potenzen  Yon  {x  —  x^)  fortschreitet,  tleren  Convergenz- 
kreis  um  den  Punkt  Xa  bis  zum  nächsten  der  drei  Punlcte  a,  b,  c 
reicht.  Ist  lieiner  der  Funkte  a,  b,  c  im  Unendlichen,  so  lässt 
sich  Q  ausserhalb  eines  gewissen  Kreises  in  eine  convergente 
Reihe  nach  Potenzen  von  1/x  entwickeln. 

Die  drei  Punkte  a,  &,  c  nennen  wir  den  ersten,  zweiten 
und  dritten  Verzweigungspunkt  der  Function  Q. 

Wir  schliessen  auch  den  Fall  nicht  aus,  dass  einer  dieser 
Verzweigungapunkte  ins  Unendliche  fällt. 

Wenn  wir  den  Punkt  x  in  seiner  Ebene  von  irgend  einer 
Anfangslage  Xf,  aus  einen  geschlossenen  Weg  beschreiben  lassen, 
so  wird  Q  bei  stetiger  Aenderung  wieder  zu  seinem  Äusgangawerth 
zurückgekehrt  sein,  wenn  dieser  geschlossene  Weg  keinen  der 
drei  Verzweigungspunkte  oder  auch  alle  drei  einschliesst.  Denn 
in  beiden  Fällen  kann  der  geschlossene  Weg  ohne  Ueberschrei- 
tung  eines  Verzweigungspuoktes  auf  einen  Punkt  zusammen- 
gezogen werden. 

Wenn  aber  der  geschlossene  Weg  anders  beschaften  ist,  ao 
wird  Q  im  Allgemeinen  zu  einem  anderen  Wertbe  Q'  gelangt 
sein;  es  ist  also  Q  mehrwerthig,  und  es  kann  Q  auf  diese  Weise 
selbst  in  unbegrenzt  viele  andere  Werthe  übergehen,  die  wir  die 
Zweige  der  Q-Function  nennen.  Jeder  solche  Zweig  ist  dann, 
von  dem  Verzweigungspunkte  abgesehen,  eine  endliche  und  stetige 
Function  von  x. 

Wir  setzen  voraus: 

IL  Es  giebt  zwei  Zweige  Q,  Q',  die  nicht  in  constantem 
Verhältniss  stehen,  aber  zwischen  irgend  drei 
Zweigen  (^,  Q',  (^'  der  (^-Function  besteht  eine 
lineare    llelation    mit    constanten    Coefficienten: 

(2)  ce  +  c'e'  +  c"«"  =  0. 

Durch  irgend  zwei  nicht  in  constantem  Verhältniss 
stehende  Zweige  Q\  Q"  einer  Q-Function  kann  jeder  an- 
dere Zweig  linear  homogen  mit  constanten  Coefficienten 
ausgedrückt  werden. 

Es  kommt  eine  dritte  Bestimmung  hinzu,  die  das  Verhalten 
der  (^-Function  in  der  Umgebung  der  Verzweigungspunkte 
charakterisirt. 

111.  Die  Function  Q  ist  in  jeder  der  drei  Formen 
darstellbar: 
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Ca  Q"  +  C..  Q"\ 

(3)  Cß  (?.*  4-  Cß-  Q^\ 

Cy    Qy     +     Cy.     Qi', 

mit  constanten  Goefficienten  d,,  c«',  -■■  Cy',  so  dass 

(4)  (_x  -  a)-"  Q^,        (X  -  «)-'"  i^"' 

in  der  Umgebung  von  a  endlich,  stetig  und  für 
X  =:  a  von  Null  verschieden,  also  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  (x  —  a)  eiitwicltelhar  sind 
und  dass 

{x—c)-yQy,      {x^c)-rQr 

in  der  Umgebung  der  beiden  anderen  Verzwei- 
gungspunkte dieselbe  Eigenschaft  haben. 

Wenn  einer  der  Verzweigungspunkte,  etwa 
&,  im  Unendlichen  liegt,  so  ist  hier  l/x  an  Stelle 
von  X  —  6  zu  setzen. 

In  den  verschiedenen  Zweigen   einer   ^-Func- 
tion sollen  die  Q"  ...,  Qy'   dieselben  sein,  und  nur 
die  Constanten  Co  .-.,  Cy,  verschieden. 
Die   «,  «';   /3,  ß';  y,  y'   sind  gegebene  reelle  oder  imaginäre 
Grössen,   die  das   erste,   zweite,   dritte  Exponentenpaar 
heissen.     Für   diese  wird  sich   nachher  noch  eine  Beschränkung 
ergeben. 

Zur  eindeutigen  Bestimmung  der  (9"  . .  -  können  wir  etwa 
noch  festsetzen,  dass  die  Entwickelungen  der  Functionen  (4) 
und  (5)  mit  1  heginnen. 

Die   Zerlegung  von   Q  in   die   beiden  Bestandtheile   (3",   Q"' 

wäre  nur  dann  nicht   eindeutig,  wenn  t^"  und  Q"  in  constantem 

Verhältniss   stehen,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  a  ^  cJ  ist. 

Da  wir  die  Existenz  zweier  linear   unabhängiger  Zweige  der 

^-Function : 

«■=«;«■  +  «.■ «', 
^'  «"  =  «:«■  +  &«•' 

vorausgesetzt  haben,  so  lassen  sich  auch  Q",  Q"'  hnear  durch 
^,  Q"  ausdrücken,  und  daraus  folgt,  dass  die  Q",  Q"',  wenn 
man  sie  über  die  ganze  Ebene  stetig  fortsetzt,  selbst  ^-Functionen 
sind.     Das  Gleiche  gilt  von  den   ^'  ...,  Q'' . 
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Aus  der  Annahme  (6)  ergiebt  eich  noch,  daas  Q"  und  Q"' 
nicht  in  constantem  Verhältniss  stehen  und  dasselbe  gilt  von 
den  zwei  Paaren  ^j^,  Q.^';  Qy,  Qy'. 


Folgerungen  aus  der  Definition. 

Wir  haben  bei  der  Definition  der  ^-Function  keinen  Unter- 
schied zwischen  den  drei  Funkten  a,  h,  c  gemacht. 
Wir  haben  hiernach  den  Satz: 

1.    Die    6-Function    bleibt  ungeändert,    wenn    die 
drei  Verticalreihon 

a        h        c 
«         &        y 
w'        /?'       7' 
beliebig  unter  einander  vertauscht  werden, 
2.   Wir  können  die  Variable  x  in  einer  ^-Function 
einer    linearen    Transformation    unterwerfen, 
wenn  wir  gleichzeitig   die  Punkte  o,  &,  c  der- 
selben  linearen  Transformation   unterwerfen. 


Wenn 

also 

Ä,  B, 

C,  D  Coiistanteii  bedeuten, 

deren 

De. 

terminante  A 1)  - 

-sc 

von  Null  verschieden 

ist, 

und 

(1) 

"        Oy  +  B 

gesetzt  wird  und 

a\  b\  c'  die  Werthe  bedeuten, 

die  s/ 

für 

X  =  a. 

»  =  6,        x^- 

c 

annimmt,  1 

äo  ist 

h,    c 

\               /«',   h\ 

d 

(2) 

e  «, 

ft   r 

x\    =    «■.,     ft 

V 

x'    . 

\«' 

,  ß;  r' 

'      /                 V,    )3', 

/ 

/ 

Es  ist  dies  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Definition, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass,  wenn  Ca'  -f-  -D  von  Null  ver- 
schieden ist, 

_      _  (AD  —  BC){x'  —  oTf 

ist,  und   dass  jede  Potenz  von  Cx'  -{-  I)  in  der  Umgebung  des 
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Punktes  a:'  ^^  a'  ria.cli  steigenden  Potenzen  von  x'  —  a'  entwicltel- 
bar  ist. 

Ist  dagegen  a  =  oo,  so  ist  Ca'  -]-  ß  ^  0,  und  jede  Potenz 
von  l/x  ist  nach  steigenden  Potenzen  von  x'  —  a'  entwickelbar. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  2.  können  wir  nun  durch 
lineare  Transformation  jede  Q -Function  aus  einer  speciellen 
ableiten,  in  der  a,  i,  c  die  Werthe  0,  co,  1  haben,  und  es  genügt 
also,  wenn  wir  uns  von  jetzt  ab  mit  diesen  speciellen  Q-Functionen 
beschäftigen. 

Zur  Vereinfachung  der  Bezeichnung  setzen  wir 

\a',    ß\    y'       I  V<    (3',   Y       ) 

Wenn  wir  an  Stelle  von  x  eine  der  sechs  Variablen 

1      ^  —  ^       _J:^      _f 
'  'a;'         X      '1  —  x''    X  —  1 

einführen,  so  werden  die  drei  Werthe  0,  od,  1  auf  alle  mögliche 
Arten  mit  einander  permutirt,   und  aus  2.  ergiebt  sich  der  Satz: 
3.   Eine  ^-Function  mit  den  Verzweigungspunkten 
0,  CO,  i  kann  auf  folgende   sechs   Arten  darge- 
gestollt  werden: 


(4) 


Endlich  lassen  sich,  wie  gleichfalls  aus  der  Definition  un- 
mittelbar zu  ersehen  ist,  die  Exponenten  der  ^-Function  ver- 
ändern, und  man  erhält,  wenn  s,  S  beliebige  Grössen  sind: 

(,5)    X  {l~x)  yi^„,_^,^j,,  a;j_  y^^,^^^^,_^_^^^,_^^  ^^■ 

Man  bemerlfe,  dass  bei  der  Uraformnng  (5)  die  Summe  der 
Exponenten 

(6)  ^  +  ß  +  r  +  «'  +  ß'  +  r'  =  s 

in  beiden  ^-Functionen  dieselbe  geblieben  ist. 

Alle  diese  Umformungen  haben  den  Sinn,  dass,  wenn  unter 
zwei  einander  gleich  gesetzten  Q-Functionen  die  eine  den  Defini- 
tionen entspricht,  dasselbe  von  der  anderen  gilt.    Auf  eine  wirk- 
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liehe  Identität  würde  erst  dann  zu  schlieasen  sein,  wenn  die  Defini- 
tionen dahin  erweitert  werden,  dass  sie  die  Q-Function  eindeutig 
bestimmen,  und  wenn  beide  Q-Functionen  diesen  erweiterten  Be- 
dingungen genügen. 

§■  ^8- 

Bestimmung  der  (^-h'miction  durch  eine  Difl'erential  - 

gleichung. 

Es  mögen  Q,  Q'  zwei  nicht  in  constantem  Verhältniss  stehende 
Zweige  einer  ^-Function 


(1) 

Setzen  wir: 

r'^    / 

!S. 

(3) 

^(s)  =  1  ^ 

dQ_ 

iq_ 

\   dx^     dx  ''     d  X 

I  y,     e,     Q- 

so  ist  z/(t/)  =  0  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, die  die  beiden  particularen  Integrale  Q,  Q'  hat,  und  folg- 
lich das  allgemeine  Integral 

wenn   C,  C  die  Integrationsconstanten  sind. 
Wir  setzen 


(B) 


Die  Functionen  z/,,,  ^i,  ^2  sind  überall  endlich  und  stetig, 
mit  Ausnahme  der  Verzweigungspunkte.  Wir  haben  ihr  Ver- 
halten in  diesen  Punkten,  also  in  den  Punkten  0,  1,  co,  näher 
zu  untersuchen. 


-.=  «'41^ 

-«If. 

--«?!- 

-«■?|. 

'  ^  dx  dx' 

dQ  d^q 

dx  dx'^ 
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Diese  Untersuchung  wird  sehr  vereinfacht  durch  die  folgende 
Bemerkung : 

Nach  g.  16  (6)  ist 

Q   =  c„g«  +  c..Q'", 

wenn  die  e„,  c„,  c^>,  c'a-  Constanten  sind,  deren  Determinante 

J.   =   C«  Ca'  —  Ca'  c'u 
von  Null  verschieden  ist. 

Bezeichnen  wir  also  mit  z/^,  J^,  ^^  die  Functionen,  die  aus 
z/q,  ^i,  ^2  entstehen,  wenn  wir  Q,  Q'  durch  Q",  Q"'  ersetzen,  so 
ergiebt  sich  aus  dem  Multiplicationsaatze  der  Determinanten 

(6)  A  =  ^'^l-,  ^1  =  ^'^Ji  '^a  =  ^^% 
und  ebenso  ergieht  sich 

(7)  ^i,  =  Bz;:*,  /J,  =  BA{,  ^,  =  B^il. 
,8)  z/o  =  C^l,  Jx  =  CA{,  z/g  =  Cz/^, 
worin  A,  B,  C  von  Null  verschiedene  Constanten  sind. 

Wir  nehmen  nun  folgende  Anfänge  der  Entwickelung : 

«"■=».'  +  ...,  ^«^  =  „'^'-.+  ...,  ^  =„>'-lK-.+.-., 
woraus  sich  ergiebt: 

(9)  ^;  =  («  -  «■)(!  -  «  -  «■)«.+.'-.  +  ..., 

und   hierin    wachsen   die   Exponenten    immer   um    eine   Einheit. 
Ebenso  findet  man: 

-^i  =  -  (r  - /)(1  -  a:)'+''-' +  ■-, 

(10)  z(;=       (,_/)(!-,  _/)(!- xf  +  '-'-'  +  -.., 

^S  =  — rr'fr  — /)(!"- «/  +  ''-■  +  ■■■ 

in  der  Umgebung  der  Punktes  a;  =  1  und 

^'i  =  -(C -«=»-'-'-'  +  ■■■. 

(11)  z(;  =  -  (/?  -  (i')((i  +  ^'  +  i)»-^*-''-'  +  -, 
^5  =  —  ßß'iß  —  (S')i-p-'-"H — 

in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  m. 
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Aus  (6),  (7),  (9),  (10)  ergiebt  sich  also,  dass  die  drei  Func- 
tionen 

(12)  x^-''—'(_i-xy-y-r^,=f„ 
^-«-"'(1  _  xy-y-r  z/a  =  /a 

für  alle   endlichen  Werthe  von   x   endlich  und  stetig 
sind,  und  aus  (8)  und  (11)  folgt,  dass 

(13)  x'-'-fa,         3fl-^f-^,         x'-^fi 

fiira:^:  ra   endlich  und  stetig  bleibt,  wenn   s   wie  früiier 
die  Bedeutung  hat 

(14)  ,  ,=,  c.  +  c;  +  ^H-/JM-r  +  /- 

Man  sieht  hieraus,  daas  die  Differentialquotienten  von  /o,  f^, 
/a,  deren  Grade  höher  sind  als  1  —  s,  2  -~  s,  3  —  s,  für  allß 
endlichen  Werthe  von  x  endlich  und  stetig  sind,  und  im  Un- 
endlichen verschwinden  und  diese  DifferentialcLOotienten  sind  also 
(Bd.  I,  §.  48,  II.)  identisch  gleich  Null. 

Hiernach  sind  dio  /o,  /i,  /^  ganze  rationale  Func- 
tionen von  X,  und  ihre  Grade  sind  nach  (13)  gleich  1  —  s, 
"2  —  s,  3  —  s  oder  um  eine  ganze  Zahl  niedriger. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Beschränkung  für  die  Exponenten, 
die  erfüllt  sein  rauss,  wenn  unsere  Q- Function  existiren  soll; 
IV.  Die  Exponentcnaumme 

!  =  »  4-  «'  +  H  -Ki'  +  r  +  V 

muss  eine  ganze  Zähl  sein  und  kann  nicht  grösser 

als  1  sein. 
Wenn    wir    einen   allen  Gliedern    gemeinsamen    Factor   ab- 
werfen, so  ergiebt  sich  hiernach  für  die  Differentialgleichung,  der 
die  (^-Function  genügen  muss,  die  Form: 

(15)  .=  (!—)■/.  g  +  »^(I— )/.  £+/.!/  =  0. 

und  wir  haben   also  eine  Differentialgleichung   mit  rationalen 
Coefficienten. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Functionen  /„,  fj,  /^  mit  den 
Exponenten  können  wir  aus  (9),  (10),  (11)  noch  einen  Schluss 
ziehen,  wenn  wir  nach  (12)  die  Quotienten  bilden.   Es  folgt  daraus: 
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(16)      -^  =  »(1  -  X)  : 


- 1  +  r  +  /      .■  X  —  1 

-x(ß  +  ß'+l)  ,    x=.. 


(17)     ■&  =  «"(l— ^)'  3^  =  ««■      für  I  =  0, 
=  tr'         „    X  =  1, 

=   ßß'x''     „     X   —    r/,. 


§■  19- 
Die  P-Fujictiou  und  die  hypergeometrische  Differential- 
gleichung, 

Der  ausgezeichnetste  Fall  der  § -Function  ist  der,  in  dem 
die  Summe  s  ihren  grösston  Werth  1  hat.  Diese  besondere  Art 
der  (>-Fnnction  wollen  wir  die  i'-Function  nennen  und  mit 

bezeichnen . 

In  diesem  Falle  ist  die  Function  /„  conatant  und  kann  =  1 
gesetzt  werden,  f^  ist  vom  ersten,  /^  vom  zweiten  Grad,  und 
durch  die  Relationen  g.  18,  (16),  (17)  sind  diese  beiden  Functionen 
völlig  bestimmt.    Es  ergiebt  sicli: 

(2)  /,  =  (i~«~«0(i -«)-(! -r-rO«. 

=  l-«-.'-(l  +  /5  +  ß-)x, 

(3)  /,  = -fß'x(i -x)  +  a«'(i-x)  +  rr'x. 

Die  Differentialgleichung  für  die  P-Function  lässt  sicli  aber 
noch  vereinfachen.     Eb  ist  nämlich  nach  §.  17,  (5) 

und  es  ist  daher  ausreichend,   wenn   wir  weiterhin   die  Function 
allein  betrachten,  also  k'  =  ^i'  4=  0  setzen. 
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Es  ist  dann 

(6)  «  +  /i  +  r  -f-  (S'  =  1, 

und   die  Function  (5)  ist  ein  Integral   der  Differentialgleichung: 

« »^a-»^)^.+Ki-«)-((i+/''+i)»^]g-W!/  =  0, 

die,  wie  man  sieht,  mit  der  liypergeometrischen  Differential- 
gleichung übereinstimmt  [§.  5  (6)]. 

Eine  particulare  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

(8)  y  =  F(ß,  ß',  1-«,  i), 

wenn  F  die  hypergeometrische  Reihe  bedeutet 


§■  20. 

Darstellung    der   P-Function    durch    hypergeometrische 
Reihen. 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  wie  man  umgekehrt  aus  der 
hypergeoraetrischen  Dilferentialgleichung  zu  der  P-Function  ge- 
langt. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hat,  wie 
wir  wissen,  nur  zwei  linear  unabhängige  particulare  Lösungen 
^1,  j/j.  Gehen  wir  von  irgend  einer  Lösung  y  aus,  und  be- 
Bchieiben  in  der  ic-Ebene  irgend  einen  Weg,  so  kann,  so  lange 
sich  y  und  seine  Differential quotienten  stetig  ändern,  die  Diffe- 
rentialgleichung nicht  aufhören  zu  bestehen.  Geht  man  mit  x 
zum  Ausgangspunkt  zurück,  so  wird  sich  y  im  Allgemeinen  ge- 
ändert haben.  Aber  der  so  gewonnene  Zweig  y'  ist  immer  noch 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung.  Alle  verschiedenen  Zweige 
der  Function  y  sind  also  Lösungen  derselben  Differentialgleichung, 
und  für  diese  Function  ist  also  immer  die  Bedingung  §,  16,  II 
befriedigt. 

Wenden  wir  dies  auf  die  hypergeometrische  Differential- 
gleichung an,  so  haben  wir  nur  die  drei  singnlären Punkte  0,  ;»,  1 
zu  berücksichtigen. 

Jede  particulare  Lösung  kann  aber  dann  nach  §.  8  linear, 
durch 

Fi,  F^    in  der  Umgebung  von    x  =  0, 
F^,  F^      „      „  „  „       a;  =  1, 

F„  F,     „      „  „  „      X  =  X, 
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dargestellt  werden,  und  wenn  wir  also  nach  §.  19  (8) 
F,  =  F{ß,   ß',    1  —  «,  x) 

setzen,  so  ist  die  Lösung  der  Differentialgleichung  §.  19  (7)  eine 
P-Function : 


'C, 


Wollen  wir  zur  allgemeinen  P-Function  übergehen,  so  bähen 
wir  die  Formel  §.19  (4)  anzuwenden,  und  wir  erhalten  für  die 
Function 

ß. 


V«',  f,  r'    ) 


die   sechs  Beatandtheile  P",...?!",   wenn   wir   in   den  Formeln 
für  die  F,  . . .  P^  (§.  8) 


et. 

ft 

r, 

durch      ß  + 

-"'  +  1 

/ 

/!■  +  «■  + 

r',      1-' 

<  +  «' 

ersetzen : 

P-  =x' 

{l-i> 

'F( 

«Jrß  +  y, 

«+/5'+r',  : 

[  +  «-< 

*',  X). 

F''  =  X- 

'(!-»:) 

'■Fi 

y+ß+y. 

«'+/!■+/.  : 

t-«+, 

'■',  X), 

-=-(^ 

-0" 

^  («■+/! +/,«+/)+/ 

,1+/J- 

-^■.^). 

(1) 

Ff  =  r 

<\- 

-0" 

f(«'+|3'+y>+|5'+r' 

.l-/i+(S',-^-), 

F'  =x- 

'(!-«) 

r  F^ 

(«'+/i+7, 

«■+(i'+r,  1- 

-fr—)"', 

l~x), 

Fr  =  it- 

'(l-x) 

'■Fl 

y+ß+r; 

«■+(!■+/,  1- 

-r+r': 

1-x). 

Hierbei  ist  aber 

vorausgesetzt,  < 

iass  keine  (!■ 

er  drei 

Ditfe- 

renzen  w  - 

-«',    ß 

-f 

e,  r  —  r' 

eine   ganze 

Zalil  8 

ei.     In 

diesen  Fällen  treten,  wie  wir  in  §,  11  gesehen  haben,  bei  der 
vollständigen  Integration  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung logarithmische  Glieder  auf  und  die  Bedingungen 
für  die  P-Function  können  nicht  mehr  vollständig  befriedigt 
werden.  Nur  unter  besonderen  Voraussetzungen  können  die 
logarithmischen  Glieder  wegfallen,  ao  dass  dann  wieder  P-Func- 
tionen  existiren.  Beispielsweise  ist  nach  §.  11  F(ß,  1,  2,  x),  also 
/-  1,    ft    1  -  ,S     X 

V    0,  1,      0     ') 

eine  echte  P-Function,  obwohl  k  —  a'  eine  ganze  Zalil  ist. 
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§■   21. 
Ableitung  der  (^-Functionen  aus  den  P-Functionen. 

Aus  den  P-Functionen  kann  man  ^-Functionen  auf  folgende 
Weise  herleiten.    Es  ist  zunächst,  wenn 

W,  ß',  1     I 

iL-  oC  -  1.  /i  +  1.  !"  -  >  ä,\ 
d  I  ~  *  V»'  —  1,   /5'  +  1,  r'  —  1    / 

und  folglich 


- 1, 


Wenn  wir  also  mit  A(x)  und  S{x)  zwei  ganze  rationale 
Functionen  von  x  bezeichnen,  die  kein  besonderes  Verhalten  zu 
den  Punkten  0,  1  haben,  A{x)  vom  Grade  n —  1,  B(x)  vom 
Grade  w,  so  ist 

(1)  ^wr<,(i-»)g  +  B(i)p=e(";_  ^,ll;  l'-y 

und  hierin  ist  die  Summe  der  Exponenten 

(2)  s  =  M  +  (3  +  y  +  «'  +  /5'  -|-  y'  ~  2  «  =  1  —  2  «, 
also  eine  ungerade  negative  ganze  Zahl.  Die  Functionen 
A{x)  und  B{x)  enthalten  zusammen,  wenn  man  von  einem  ge- 
meinschaftlichen Constanten  Factor  absieht,  2n  willkürliche  Con- 
stanten, die  in  P  nicht  vorkommen,  und  es  enthält  also  die 
Q-Function  (1)  2  k  =r  1  ^ —  s,  willkürliche  Constanten  mehr  als 
die  Function  P. 

Den  Fall  eines  geraden  s  können  wir  hieraus  durch  Speciali- 
sirung  ableiten.  Wenn  wir  nämlich  die  Coefficienten  von  A  {x) 
und  B{x)  der  Bedingung  unterwerfen,  dass 

(3)  c.^(0)  +  ii(0)  =  0 

sein  soll,  so  fängt  die  Entwickelung  von  Q"  in  (1)  erst  mit  der 
Potenz  3:''  +  ^  an,  während  die  anderen  Entwickelungen  uugeändert 
bleiben.     Wir  erhalten  also  eine  Function 

(4)  «("  +  ''     t""'     ',   -), 

für  die  die  Summe  s  den  Werth  hat: 

s  =  K-|-j5  +  7'-^K'  +  ß'  +  /  +  l  —  2«   =   2  —  In. 
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Dritter  AbEchnit 


Die  Anzahl  der  OoEstanteii,  die  in  (1)  bleiben,  ist  hier  wegen 
(3)  nur  2n  ■ —  1,  also  gleichfalls  1  —  s- 

Die  Frage,  ob  auf  diese  Weise  alle  Q-Functionen  aus  den 
P-Functionen  abgeleitet  werden  können,  wollen  wir  hier  nicht 
weiter  erörtern.  Ihre  Beantwortung  hängt  davon  ab,  wie  viele 
willkürliche  Constanten  in  der  Differentialgleichung  für  die 
(^-Function  §.  18  (15)  übrig  bleiben.  Man  hat  dabei  zu  be- 
achten, dass  /o  eine  Function  vom  Grade  1  —  s  ist,  und  dass  die 
Nullpunkte  dieser  Function,  wenn  fuf^  unbestimmt  bleiben,  zu 
den  singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  gehören.  Es 
sind  also  noch  Bedingungen  für  die  Coefficienten  von  /i,  /^  auf- 
zustellen, durch  die  der  singulare  Charakter  dieser  Punkte  auf- 
gehoben wirdi). 

§■  22. 
Specielle  Umformungen  der  P-Function. 

Die  Fruchtbarkeit  der  Riemann'schen  Betrachtungsweise 
zeigt  sich  deutlich  in  der  grossen  Einfachheit,  mit  der  sich  die 
speciellen  Umformungen  ergeben,  die  Kummer  zuerst  mit  einem 
grossen  Rechnungs aufwände  abgeleitet  hat  2).  Nehmen  wir  an,  es 
habe  in  einer  P-Function  eine  der  Esponentendiü'erenzen ,  etwa 
a'  —  K,  den  Werth  i/^,  dann  können  wir  diese  Function  nach 
§.  17  (5)  durch 

(1)  pT'   ^' 

ersetzen.    Von  den  beiden  Functionen  P",  P"'  schreitet  die  erste 
nach  ganzen  Potenzen  von  x,  die  zweite  nach  ganzen  Potenzen 


Vh>  ß',   y'      ) 


')  Ver  1  Eiemann  s  i 
Danach  müssen  für  jede  \\  u 
atehen  von  denen  die  eme  si 

(5) 


athematische  "We 


ael  i.  VC 
lautet 
fi>) 


A  (==)  - 


■ke,    2.  Aufl.,  S,   387  f. 
zwei   Bedingungea   be- 


HierzH  kommen  die  sechB  Bedingungen  §.  18  (16),  (17).  Man  findet 
leicM  duioh  Partialbruchzerlegung  von  f,{!i:)/x(l  —  «)/o(3;),  dass  von  den 
1 — s  Bedingungen  (5}  eine  mittelst  §  18  (16)  aus  den  übrigen  folgt,  und 
danach  enthalt  die  Different  algleichung  für  die  ^-Function,  abgesehen  von 
einem  constanten  Factor   noch 

1  —  a  +  3  —  i  +  4  —  s  —  2(1  —  s)  —  6-l-l=rl—  s 
unhestin  mte  Con'itanten     ubei  c.iiiBtiin!in,iid  mit  der   oben   gefnndenen  Zahl 
der  Conetanten  m  der  Qrunütitn  (1)  und  (4). 
)  rrelles  Journal  15  (18%) 


y  Google 


Spe, 


eile  Umfori 


53 


(3) 


von  Yx  fort,  und  wenn  wir  also  ]/x  =  |  setzen,  so  ist  der  Punkt 
I  ^  0  in  der  |- Ebene  kein  Verzweigungapnnkt  mehr,  sondern 
ein  Punkt,  in  dem  die  Function  eindeutig  und  stetig  ist.  Da- 
gegen sind  jetzt  die  beiden  Punkte  ^  =  i  1,  in  denen  1  —  x 
verschwindet,  Verzwoigungspunkte,  und  die  Entwickelungen  nach 
Potenzen  von  1  —  |  und  1  -|-  |  beginnen  mit  (1  +  ^y,  (1  +  !)>". 
Die  Entwiokelung  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  beginnt  mit  x-f,  x-^,  also  mit  ^"^i*,  l"'^'*'-  Demnach 
ergiebt  sich  folgende  Umformung  r 

^'"'  ''  ^    '  \r',    2(i',     /      / 

um  in  der  zweiten  Function  dio  Verzweigungspunkte  0,  co,  1  zu 
erhalten,  muss  man  eine  neue  Variable  Vsl-^  ~I~V*)  einführen, 
und  erhält  so 

'^^^  ^'  ''  ,]  ==  pf^'  '^'  '  i±il\ 

Vh.   ß\    /      /  \/,   2/3',  /         2       J 

Da  man  auf  diese  beiden  Functionen  noch  die  linearen  Trans- 
formationen §.  17  (4)  anwenden  kann,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine 
sehr  grosse  Anzahl  von  Umformungen  dieser  speciellen  P-Func- 
tion  und  entsprechende  Umformungen  der  hypergeometrisehen 
Differentialgleichung. 

Ebenso  erhält  man  noch  weitere  Umformungen  bei  einer 
noch  specieUeren  P-Function,  bei  der  zwei  Esponentendifferenzen 
den  Werth  Va  haben.     Für  die  Function 

(4) 

sind,  wenn  man  ^  ■=!  yx  setzt,  die  Punkte  |  =:  0,  ^  =  cc  nicht 
mehr  Verzweigungspunkte.  Dagegen  werden  die  drei  Punkte  Ver- 
zweigungspunkte, in  denen  I  —  |^  ^  0  ist,  d.  h.  ^  =:^  1,  p,  e^  wenn 

Q  r=  e  ^    eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  ist.    Man  hat  also: 

oder 
(6) 


VI.,  Va.  r'   J 


V'/s,  V»  /  V 


-V^, 
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Formeln ,    die    wieder    den    Ausgangspunkt    für  lineare    Umfor- 
mungen bilden. 

Wir  können  zum  Schluss  noch  die  Bemerkung  lieifügen, 
dass  wir,  wenn  wir  eine  Function  R  mit  nur  zwei  Verzweigungs- 
punkten, sonst  aber  denselben  Eigenschaften  wie  die  ^-Function 
definiren,  wir  nur  ganz  elementare  Functionen  erhalten,  nämlich 
wenn  wir  die  Verzweigungspunkte  nach  0  und  oo  verlegen,  und 
unter  Ä,  Ä'  ganze  rationale  Functionen  von  x  verstehen,  nur 
Functionen  von  der  Form 

R  =  x''A-\-x'''A'. 

Denn  wenn  JR",  R"'  zwei  Zweige  von  R  sind,  wie  in  |.  16  (3), 
so  sind  x—^R",  xr-^'R"'  in  der  ganzen  Ebene  endlich  und  stetig, 
und  da  sie  im  Unendlichen  nur  von  endlicher  Ordnung  unend- 
lich werden  können,  so  sind  es  ganze  rationale  Functionen  von  x. 
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Vierter  Abschnitt. 
Oscillationstlieoreine 


g.  23. 

Normalform    linearer    Differentialgleichungen    zweiter 
Ordnung. 

Wir  kommen  nun  zur  Ahleitung  eines  Cyldua  von  Sätzen, 
die  sieh  auf  lincaro  Differentialgleichungen  allgemeiner  Art  be- 
ziehen, und  die  uns  auch  in  solchen  Fällen,  in  denen  die  Inte- 
gration nicht  durchgeführt  werden  kann,  über  das  Verhalten  der 
Integrale  wichtige  Anfachlü'jse  geben,  die,  besonders  bei  Schwin- 
gungsproblemen, auch  ihre  physikalische  Bedeutung  haben.  Es 
dürfte  um  so  mehr  am  Platze  sein,  auf  diese  Sätze  hier  einzugehen, 
als  sie  eine  U  eher  trag  uiig  auf  gewisse  partielle  Differential- 
gleichungen, z.  B.  die  für  die  schwingende  Membran,  gestatten, 
wo  aber  die  Frage  hei  Weitem  nifht  so  einfach  liegte), 

Wir  beschränken  uns  hier  wieder  auf  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  wiewohl  die  Sätze,  namentlich  in 
der  Abhandlung  von  Kneser,  eine  viel  weitere  Ausdehnung  er- 
lialten  haben. 

')  Die  ersten  cliesei"  Sätze  rühren  von  Sturm  und  Liouville  ter, 
ond  atehen  in  einem  gewissen  ZuBammenhange  mit  dem  nach  Sturm  tie- 
nannten  berühmten  Lehrsätze  der  Algebra  (Liouville's  Journal  I,  1836), 
Sie  sind  später  von  mehreren  Anderen  theils  neu  bewiesen,  theils  erweitert. 
Wir  wollen  nur  die  folgenden  Arbeiten  über  den  Gegenstand  erwälmen: 
Rayleigh,  Theory  of  Sound,  eecond  edition,  Vol.  I,  p.  217. 
Pockels,  Ueber  die  Differentialgleichung  ^u  -\-  k^u  =  0.     Leipzig 

189!.  S.  67. 
Knesov,  Matbematisobe  Annalen,  Bd.  42,  S,  409,  1392. 
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Wir  bringen    zunächst   eine   vorgelegte   lineare   Differential- 
gleichung: 

(1)  '"j^'+f'ji +  ''"  =  "' 

von  der  wir  annehmen ,  daas  j»q,  p^,  p^  für  endliche  Wertlie  von 
X  nicht  unendlich  werden,  auf  eine  einfachere  Form: 

(2)  g+"  =  «. 

in  der  der  erste  Differentialquotient  fehlt,   und  q   eine  Function 
von  X  ist. 

Man  erreicht  dies  durch  eine  Substitution 

(3)  u=ky, 
■wenn -man 

(4)  2  pö  ^'  +  jJi  il  =  0,    j)(,  p  A  =  pd  k"  4~  i^i  A'  +  i>a  il 
setzt.     Hieraus  leitet  man  ab: 


-ii 


(5) 

Hierzu  wollen  wir  noch  bemerken ,  dass  l  nur  in  solchen 
Punkten  Null  oder  unendlich  werden  kann,  in  denen  pa  ver- 
schwindet. Also,  wenn  po  eine  ganze  rationale  Function  von  x 
ist,  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten.  Ebenso  kann 
auch  p  nur  iu  den  Nullpunkten  von  p,  unendlich  werden,  und 
wenn  pi  und  p^  gleichfalls  ganze  rationale  Functionen  sind, 
so  kann  p  auch  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  ver- 
schwinden. Für  die  Betrachtungen  des  gegenwärtigen  Abschnittes 
tommen  nur  reelle  Wertbe  der  Variablen  x  in  Betracht. 

Wir  setzen  also  über  die  Function  p  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (2)  voraus,  dass  sie  von  einem  be- 
stimmten Werthe  von  ar  an  keinen  Zeichenwechsel  mehr 
habe  und  nicht  mehr  unendlich  werde. 

Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  können  wir  diesen 
Werth  von  x  zum  Nullpunkt  machen,  und  wir  haben  dann  die 
folgenden  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

Q  ist  für  positive  Werthe  von  x  endlich  und  stetig  und 
I.  nur  negativ, 
IL  nur  positiv. 
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Es  soll  aber  nicht  ausgeschlossen  sein,  dass  q  für  ein  un- 
endlich wachsendes  x  dem  absoluten  Wertbe  nach  über  alle 
Grenzen  wächst  oder  unter  jede  (Jrenze  heruntersinkt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage  nach  den  Null- 
punkten, die  eine  stetige  Lösung  y  der  Differentialgleichung  (2) 
und  folglich  auch  eine  stetige  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
(1)  hat. 

Wir  betrachten  hier  immer  nur  solche  Integrale  y,  die  mit 
ihrem  ersten  Differentialquotienten  y'  endlich  und  stetig  sind. 
Die  Differentialgleichung  zeigt,  dass  dann  auch  y"  endlich  und 
stetig  ist. 

Eine  Folge  dieser  Annahme  ist,  dass  für  keinen  Werfch  von 
X  die  Function  y  und  ihr  erster  Differential quotient  y'  zugleich 
verschwinden  können.  Denn  wenn  yi,  y^  zwei  linear  unabhängige 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (2)  sind,  so  folgt  nach  einer 
schon  wiederholt  angewandten  Formel  [Bd.  I,  §.  62  (13)]: 

yiv'i  —  y^y'i^  c, 

worin  G  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist.  Man  sieht 
hieraus,  dass,  wenn  y,,  y\  endlich  sind,  j/j  und  y'i  niemals  zugleich 
Null  sein  können. 


§■  24. 
I.   Die  Function  p'ist  beständig  negativ. 

Wenn  die  Function  p  in  der  Differentialgleichung 
(IJ  y'  +  pj/  =  0 

für  positive  Werthe  von  x  nur  negativ  ist,  so  haben  y  und 
y"  immer  dasselbe  Vorzeichen,  während  y'  das  gleiche  oder 
auch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  kann.  Wir  haben 
dann  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden. 

Es  bezeichnen   dabei  a^oi  x-y   irgend  positive  Werthe   von  x 
und  yts,  J/oi  J/öi  Vu  y'ii  y'i  diö  zugehörigen  Werthe  von  i/,  y'.  y". 
l»"Fall  ?/o,  y'o>0,    y'o^O. 

Hier  wird  y'  von  x^  an  mit  wachsendem  x  zunächst  wachsen, 
und  also,  auch  wenn  j/i  ==  0  ist,  zunächst  positiv  werden. 

Wenn  nun  Xj  der  dem  Xi,  zunächst  gelegene  grössere  Werth 
von  X  ist,  für  den  y'  verschwindet,   so   muss  y'   zwischen  x^  und 
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Xi  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen  iihergegangen  sein.  Es 
muss  also  y"  und  folglich  nach  (1)  auch  y  zwischen  sco  und  Xi 
verschwinden.  Folglich  muss  auch  y,  das  bei  x^  positiv  ist  und 
anfangs  wächst,  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen  übergehen, 
und  folglich  musa  y'  zwischen  x^  und  x^  verschwinden,  was 
gegen  die  Annahme  ist,  dass  x^  der  dem  x„  nächste  Werth  sei, 
in  dem  y'  verschwindet.  Unter  der  Voraussetzung  des  ersten 
Falles  ist  also  y'  für  alle  Werthe  von  x  >-  x^  positiv,  y  wächst 
und  bleibt  also  auch  positiv,  ebenso  y'\  und  folglich  wächst  y' 
beständig. 

Wenn  also  x  "^  Xq  ist,  so  ist  y  >  j/g,  y'  >■  y'o  und 


(2)  y  —y^^  \  y'  dx  >  y'Jx  —  x^), 


man   achliesst,    dass   y   (von   y^    an)   ohne   Zeichen - 
Wechsel  mit  x  ins  Unendliche  wächst  (Fig.  3). 
Fig.  3. 

Fig.  4. 


2'"  Fall  2/„,  y'^  <  0,    y',  ^  0. 

Dieser  zweite  Fall  geht  aus  dem  ersten  durch  Vertauschung 
von  y  mit  —  y  hervor.  Es  wird  also  in  diesem  Falle  y  von 
j/o  an  ohne  Zeichenwechsel  negativ  unendlich  gross  werden. 

3*='  Fall  I/o,  yö  >  0,    i/o  <  0. 

Hier  wird  y'  so  lange  wachsen,  als  y"  und  folglich  y  positiv 
ist,  und  es  sind  hier  wieder  verschiedene  Möglichkeiten  zu  unter- 


a)  y'  wird  :=  0,  ehe  noch  y  und  y"  Null  geworden  sind.  Dann 
wächst  y'  von  da  an  weiter  und  wird  also  positiv.  Es 
tritt  dann  von  hier  aus  der  erste  Fäll  ein,  und  y  wird 
ebenso  wie  dort  mit  x  zugleich  unendlich,  nur  mit  dem 
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ndignet 


Unterschiede,  dasB  y  einen  positiven  Minimumwerth 
hat  (Fig.  4). 
b)  y  wird  =  0,  ehe  y'  =  0  geworden  ist.  Dann  bleibt 
beim  Durchgang  durch  diese  Stelle  y'  negativ,  und  wenn 
wir  Xi  hinlänglich  nahe  jenseits  dieser  Stelle  annehmen, 
so  kommen  wir  auf  den  zweiten  Fall  zurück.  Es  geht 
also  dann  y  stetig  abnehmend  einmal  durch  Null  und 
wird  negativ  unendlich  (Fig.  5), 

Fifc.  5.  Fig.  6. 


c)  Weder  y  noch  y'  werden  Null, 
wenn  x  >  Xo  ist.   Dann  müssen 
sich  y  und  y'  endlichen  Grenzen 
abnehmend,  y'  zunehmend.     Die   Grenze   für 
y'  muss  nothwendig  ^=  0  sein,  da  sonst 


y=   Uj'äx 

für  ein  unendlich  wachsendes  x  keine  endliche  Grenze 
haben  könnte  (Fig.  6).  Der  Grenzwerth  von  y  kann 
auch  von  KuU  verschieden  (positiv)  sein,  aber,  wie  man 
aus  der  Gleichung 

y'  =  \y"dx  =  —  ^Qydx 

ersieht,  nur  dann,  wenn  q  mit  unendlich  wachsendem  x 
verschwindet,  und  zwar  in  höherei'  als  der  ersten  Ordnung, 
In  dem  Falle  j/oi  yä  <  0,  )^o  >•  0  verhält  sich   alles   ebenso, 
nur  mit  verändertem  Vorzeichen. 

Um  diese   Resultate    zusammenzufassen,    können    wir    also 

1.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  (1)  p  für  posi- 
tive X  beständig  negativ  ist,  so  kann  y  in  diesem 
Intervall   höchstens    einmal    verschwinden,    und 
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wenn  dies  eintritt,  so  geht  von  da  an  y  stetig 
wachsend  oder  stetig  abnehmend  ins  Unendliche, 
Es  kann  auch  y  ein  positives  Minimum  oder 
ein  negatives  Maximum  haben  und  geht  von  da 
an  stetig  wachsend  oder  stetig  abnehmend  mit 
unendlich  wachsendem  x  ins  Unendliche. 

Es  kann  auch  y  ohne  Minimum   oder  Maximum 
mit  X  ins  Unendliche  gehen,  oder  es  kann  y  stetig 
abnehmend   oder  stetig  wachsend,  ohne   zu   ver- 
schwinden, einer  endlichen  Grenze  zustreben. 
Dass  alle  diese  Fälle  möglich  sind,  zeigen  einfache  Beispiele, 
z.  B.  wenn  man    ß   gleich  einer  negativen  Constanten  annimmt. 
(Vergl.  Bd.  I,  §.  57,  58.) 

§■  25. 
IL    Die  Function  9  ist  beständig  positiv. 

Ganz  anders  verhält  sich  das  Integral  der  Differential- 
gleichung 

(1)  y"  +  ey  =  0, 
wenn  9  beständig  positiv  bleibt. 

In  diesem  Falle  können,  wie  schon  das  Beispiel  eines  con- 
stanten  q  zeigt,  Integrale  vorkommen,  die  unendlich  viele  Null- 
stellen haben.  Solche  Integrale  nennen  wir  oscillirende 
Integrale  und  es  ist  unsere  Aufgabe,  zu  entscheiden,  unter 
welchen  Umständen  die  Gleichung  (1)  ein  oscilürendes  Integral 
hat.  Das  wichtigste  Hiilfsmittel  für  diese  Untersuchung' ist  eine 
Formel,  die  wir  schon  im  ersten  Bande  (§.  71)  bei  der  Unter- 
suchung der  Bessel'schen  Functionen  angewandt  haben. 

Es  sei  ^  eine  Function,  die  einer  Differentialgleichung 

(2)  2" -|- ffs  =  0 

genügt,  worin  6  eine  gegebene  Function  von  x  ist. 
Wir  erhalten  aus  (1)  und  (2): 

_    (sj,'  _  ys')  +  (e  -  6)ys  =  0, 

und  daraus  durch  Integration: 

(3)  sy'  -  ys'  =  —\  (p  —  ö)  ysdx  +  const, 
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und  hieraus  können  wir  nun  durch  Specialisirong  der  Function 
ö  mannigfaltige  Schlüsse  ziehen: 

Nehmen  wir  zunächst  ö  =  p,  so  sind  y  und  g  particulare 
Integrale  derselben  Differentialgleichimg  (1),  und  wenn  sie  sich 
nicht  bloss  durch  einen  constanten  Factor  von  einander  unter- 
scheiden, so  ist 

(4)  zy'  —  1/s'  =  c 

eine  von  Null  verschiedene  Constante,  Sind  nun  a;  =  ar^  und 
w  =  Xi  zwei  auf  einander  folgende  Nullstellen  von  y,  so 
haben  y't,  und  y[  verschiedene  Vorzeichen.  Andererseits  haben 
nach  (4)  s^yo  und  g^y'i  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  sa  und  s, 
entgegengesetzte  Vorzeichen.    Es  pj     y 

muss  also  s  zwischen  X(,  und  Xi 
mindestens  einmal  durch  Null 
gehen.  Es  kann  aber  s  auch  nur 

einmal  durch  Null  gehen,  da  man  V~-~— 

ebenso     schliessen     kann,     dass 

zwischen  zwei  NuUsteUen  von  s  eine  NuUstelle  von  y  liegen 
muss,  während  doch  y  zwischen  Xa  und  x^  nicht  verschwinden 
sollte  (Fig.  7). 

"Wir  haben  also  den  Satz,  wenn  wir  die  Nullstellen  einer 
Function  ihre  Wurzeln  nennen: 

2.   "Wenn   von    den    beiden   particularen    Integralen 

der    Differentialgleichung    (1)   das    eine    oscilla- 

torisch   ist,    so   ist   es   auch  das   andere,  und  die 

Wurzeln   der  beiden   separiren   sich   gegenseitig, 

d,   h.    zwischen  je    zwei   Wurzeln   der   einen  liegt 

eine  und  nur  eine  W^urzel  der  andern. 

Wir  lassen  jetzt  die  Annahme  ö  =  p  wieder  fallen.     Wenn 

dann   Xq  und  a:,  |>  Xd   zwei   auf  einander  folgende  Wurzeln  von 

s  sind,   so   haben  js'o   und   — n'i    das    gleiche    Vorzeichen,    nnd 

zwar  dasselbe  wie  die  Function  s  in  dem  Intervall  (a^oi^i)-   Wenn 

wir  das  Integral  (3)  zwischen  den  Grenzen  x^  und  %  nehmen,  so 

folgt,  da  S(,  =  0,  Si  ^^  0  ist: 

(5)  y^s'i  —  y,So  =  I  {p  ^  6)y^dx; 

nehmen  wir  nun  weiter  an,  dass  in  dem  Intervall  {x<„  x-i)  durch- 
weg p  ^  6  sei,  so  kann  y  nicht  in    dem   ganzen   Intervall   das 
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gleiche  Vorzeichen  haheii,  weil  sonst  heide  Seiten  von  (5)  entgegen- 
gesetzte Zeichen  hätten. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

3.  Hat   die   Differentialgleichung  (2)   oscillatorische 
Integrale  und  ist  (von  einem  gewissen  x  an)  fort- 
während   p  ^  6,    so    hat    auch   die  Differential- 
gleichung (1)  oscillatorische  Integrale. 
Hieraus  ergiebt  sich  bereits  ein  wichtiges  allgemeines  Resultat, 
Ist  p  in  der  Differentialgleichung  (1)  positiv,  mit  einer  positiven 
unteren  Grenze  [i^,  so  dass  p  >■  (i^  ist,  so  können  wir,  um  den 
Satz  2.  anzuwenden,  ö  gleich  der  Constanten  ji^  setzen,  und  er- 
halten als  Integral  von  (2): 
(6)  s  =  sin(t(3;^o:), 

worin  a  ein  beliebiger  "Werth  ist.  Diese  Function  ist  aber  oscilla- 
torisch,  und  ihre  Nullpunkte  sind  a  -{-  m^/fi,  wenn  m  eine 
ganze  Zahl  ist.     Wir  haben  also: 

4.   Hat  Q  eine  positive  untere  Grenze  (i^,  so  sind  die 
Integrale    von    (1)    oscillatorisch,    und    in  jedem 
Intervall    von    der    Grösse   it/fi  liegt  wenigstens 
eine  Wurzel  von  j/. 
Wenn  nun  aber  p  zwar  positiv  ist,   aber  die  untere  Grenze 
Null  hat,  so  können  wir  so  schhessen : 
Die  Differentialgleichung 

(7) 


i  +  {l"+l)i  =  '> 


hat  die  beiden  particularen  Lösungen 

oder,  wenn  a  eine  willkürliche  Constante  ist, 

(8)  ^=V^sin(^log  J), 

und  die  Differentialgleichung  (1)  hat  also  dann  oscillirende  Inte- 
grale, wenn  sich  ein  positives  jx  so  angeben  lässt,  dass  von  einem 
gewissen  x  an  immer 

(9)  X^Q   >  f»^  +  J 

bleibt,  und  es  liegt  für  ein  beliebiges  «  eine  Wurzel  von  y 
immer  zwischen  «  und  we"*. 
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Wir  ergänzen  also  den  Satz  3,  so: 

5.  Die  Differentialgleichung  (!)  hat  oscillatorische 
Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von  xßQ  —  V* 
positiv  ist. 

Ist  die  untere  Grenze   von  x^q  — ■  V4  negativ,  so  wird  von 
einem  gewissen  x  an 

(10)  0  <  jt- 

bleiben.     Dann   vergleichen  wir  die  Differentialgleichung  (1)  mit 

(11)  ""  +  ö  =  "■ 

deren  beide  particulare  Integrale 

y^,     Va:  log  X 
nicht  oscillatoriach  sind;  nach  dem  Satze   3.  kann  also  auch  (1) 
keine  oscillator lachen  Integrale  haben,  da  sonst  wegen  (10)  auch 
die  Lösungen  von  (11)  oscillatorisch  sein  müssten. 

6.  Die  Differentialgleichung  (1)  hat  keine  oscilla- 
torischen  Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von 
ic^Q  —  Vi  negativ  ist. 

Es  bleibt  also  wiederum  der  Fall  unentschieden,  wo  die 
Grenze  von  x^q  —  J/i  ^'^^'^  ist. 

Wie  in  diesem  Falle  die  Untersuchung  weiter  zu  führen  ist, 
ergieht  die  folgende  Umformung: 

Wir  setzen  in  (1) 

1/  =  y^ij,     g  =  log  X 
und  erhalten  für  ij  die  folgende  Difierentialgleichung : 

(1^)  $  +  (-^-1)^  =  0- 

Diese  Gleichung  hat  aber  dieselbe  Form  wie  die  Differential- 
gleichung (1),  nur  daas  |  an  Stelle  von  x  und  x^q  ■ —  V*  =  (/' 
an  Stelle  von  p  getreten  ist,  und  |  wächst  mit  x  gleichzeitig 
ins  Unendliche.  Wenn  sich  dann  q'  von  negativen  Werthen  der 
Grenze  Null  nähert,  so  tritt  der  Satz  1.  in  Kraft.  Wenn  sich 
aber  q'  von  der  positiven  Seite  der  Grenze  Null  nähert,  dann 
müssen  wir  die  Umformung  (12)  wiederholen,  und  kommen  zu 
einer  unbegrenzten  Kette  von  Unterscheidungen  derselben  Art. 
(Etwa  yde  bei  den  aus  der  Integralrechnung  bekannten  Kriterien 
für  die  Convergenz  eines  bestimmten  Integrals.) 
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§■  26. 
Anwendung  auf  die  liypergeometrische  Reihe. 

Als  ein  Beispiel  für  die  in  den  vorangegangenen  Paragraphen 
bewiesenen  Sätze  wollen  wir  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrisehen  Reihe  betrachten : 

(1)  x{l^  x)u"  +  [y  _  („  +  (J  +  l)«]»'  _  a,S«  =  0, 
und    damit     die    Coefficienten    dieser    Gleichung   reell    werden, 
nehmen  wir  y  reell,   a  und  ß   entweder   reell   oder   conju- 
girt  imaginär  an. 

Um  die  Umformung  des  §.  23  anzuwenden,  setzen  wir 

(2)  u  =  Xy 

und  bestimmen   A   so,   dass   die    Differentialgleichung   für  y   die 
Form  erhält: 

(3)  f  +  py  =  0. 

Setzt  man  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

(4)  «  +  ,3  +  1  =  o, 
so  ergeben  die  Formeln  §.  23  (5),  (6) 

(5)  i  =  i""J  (1  -  a;)'~', 

(6)(|  -„,3).(1  -»)-?i=5?(l^-__i+2,)=,.(l--)-S, 
und  für  ein  unendlich  grosses  x,  worauf  es  allein  ankommt; 


x-'  Q  - 


4' 


oder  wenn  man  für  a  seinen  Werth  (4)  zurücksetzt: 

(1)  e'  =  x^s  ^  i  =  ^  i  («  -  «• 

und  9'  ist   also  negativ   für  reelle,   positiv  für   conjugirt  imagi- 
näre «,  j3. 

let  «  =  /i,  so  wird  p'  für  ein  unendliches  x  unendlich  klein 
von  der  Ordnung  «"',  und  wir  haben  nach  §.  25  (12)  das  Ver- 
halten von 
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ZU.  untersuchen,  welches   negativ   wird.      Hiernach   ergiebt    sich 

aus  den  Sätzen  5.  uncl  6.: 

Die  hypergeometrische  Differentialgleichung  hat 
osoillatorische  Integrale,  wenn  a  und  ß  conju- 
girt  imaginär  sind;  sie  hat  keine  oscillatorischeu 
Integrale,  wenn  a  und  ß  reell  sind. 

Man  hätte  dieses  Verhalten  auch  aus  der  Entwickelung  der 
Lösung  in  eine  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende 
hypergeometriscbe  Reihe  schliessen  können.  (Die  Functionen 
F^,  Ff,  im  §.  8.) 


Die  Nullatellen  verschiedener  particularer  Integrale. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  sich  bei  einer  festen  Diffe^ 
rentialgleiohung 

(1)  y"  J^^y   =  Q 

mit  oscillirenden  Integralen  die  Nullpunkte  ändern,  wenn  man 
von  einem  particularen  Integral  zu  einem  anderen  übergeht. 

Um  zunächst  an  einem  einfachen  Beispiel  das  Verhalten  zu 
veranscbaulichen,  nehmen  wir  q  ^  [i^  constant,  und  erhalten 

(2)  9  =  cos  ,«  (I  -  »), 

was,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  die  allgemeine 
Lösung  ist.  Das  einzelne  Integral  wird  charakterisirt  durch  den 
Werth  der  Constanten 

(3)  (^^j^^(itangfia  =  /i, 

wobei  sich  ein  constanter  Factor  bei  y  wegheben  würde.  Die 
Nullpunkte  von  (2)  sind,   wenn  v  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist: 

(4)  -'=•'  +  ¥, 

und  wenn  nun  h  von  —  oi  bis  -[-  «j  wächst,  so  geht  jt«  von 
—  %j2  bis  -\-  3i/2  und  jede  Wurzel  Xv  geht  stetig  wachsend  in 
die  nächst  folgende  über. 

Dies  Verhalten  entspricht  einem  allgemeinen  Gesetz:  Nehmen 


y  Google 


wir  an,  es  sei  für  irgend  ein  conatantes  x  -^  a  für   eine  Losung 
y  der  Differentialgleichung  (1) 


(9. 


so  wird  auch  hier  durch  den  Werth  von  /*  ein  particulares  Inte- 
gral, abgesehen  YOn  einem  conatanten  Factor,  bestimmt. 

Für  eine  zweite,  von  y  unabhängige  particulare  Lösung  z  sei 


(6)  g)^  =  L 


Dann  ist  nach  §.  '25  (4): 
(7)  ijä  —  2«;'  =  c  =  )/oSo(^  —  Ä), 

und  wenn  ft  und  h  endlich  sind,  so  müssen  j/o,  s^  von  Null  vei- 
schieden  sein.  Wir  können  sie  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
positiv  annehmen. 

Wir  lassen  x  von  a  an  wachsen  und  nehmen  an,  dass  dur 
aächste  Nullpunkt  von  )/  näher  an  a  liegt  als  der  von  z.  Dann 
ist  in  diesem  Punkte 

^  =  0,     «  >  0,     1,'  <  0 

und  es  folgt  aus  (7) 

/c  —  A  >  0. 
Wir  können  also  auch  sagen,   dass   von  zwei  Functionen  v/, 
die  für   a   dasselbe  Zeichen  haben,   die   zuerst  verschwindet,  die 
dem  kleineren  Werthe  von  h  entspricht,  und  das  kann   auch  so 
ausgedrückt  werden: 

7.  Wenn  wir  nach  (5)  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  mit  dem  variablen  Parameter  li 
bilden,  so  wachsen  die  Nullpunkte  von  i/  stetig 
mit  /(. 

Wenn  Ä  !=:  +  CO  ist,  ao  wird  a  selbst  ein  Nullpunkt  von  y 
und  so  ergiebt  sich: 

8.  Wenn  /«  von  —  t»  bis  -[-  o;  wachst,  so  geht  jeder 
Nullpunkt  von  y,  stetig  in  der  positiven  Richtung 
fortschreitend,  in  den  nächst  folgenden  über. 

§.  28. 
Harmonische  Functionen. 
Die   Differentialgleichung  (1)  §.   25,   von  der  wir  jetzt  an- 
nehmen, dass  sie  oscillirende  Integrale  habe,  also  dass  p  wesent- 
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lieh  positiv  ist,  hat  immer  ein  pariiculares  Integral,  welches  für 
einen  gegebenen  Wertb  von  x,  den  wir  zum  Nullpunkt  der  x 
nehmen,  verschwindet,  und  dies  Integral  ist,  abgesehen  von  einem 
conatanten  Factor,  völlig  bestimmt.     Es  sei 

(1)  » =/w 

dieses  Integral  und  seine  Nullpunkte  seien,  der  Grösse  nach  auf- 
steigend geordnet: 

(2)  0,  «1,  %,  «3  ■  ■  ■ 

Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  unbegrenzt,  und  es  ist  nicht 
möglich,  dass  sie  sich  in  ihrem  Wachsen  einer  endlichen  Grenze 
nähern.  Denn  wäre  k  eine  solche  Grenze,  so  könnte  in  diesem 
Punkte  «  weder  y  noch  y'  von  Null  verschieden  sein,  was,  wie 
wir  gesehen  haben,  unmöglich  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  fi  eine  positive  Constante,  so  können 
wir  aus  (1)  die  Lösung  der  Differentialgleichung 

(3)  s"  +  pV^  =  0 

herleiten,  die  im  Paukte  ^  =^  0  verschwindet,  nämlich 

(4)  ^  =/((•*)■ 

Demnach  ergeben  sich  alle  Nullpunkte  von  (4)  reit  positiven 
Äbscissen  aus  (2): 

'  ^       (t       ^ 

und  man  sieht,  dass  diese  Äbscissen  rnit  wachsendem  (i  immer 
kleiner  werden  und  sich  dem  Nullpunkt  mehr  und  mehr,  bis  aut 
jede  beliebige  Nabe  annähern.  Wenn  daher  a  ein  gegebener 
Punkt  mit  positiver  Äbscisse  ist,  so  kann  man  ft,  imd  zwar 
nur  auf  eine  Weise,  so  bestimmen,  dass  ein  Nullpunkt  von  ge- 
gebenem Rang,  also  etwa  der  w"  der  Reihe  (5),  in  den  gegebenen 
Punkt  a  fällt. 

Eine  Function  ^,  die  für  irgend  einen  Wei-tb  von  ji  der 
Differentialgleichung  (3)  genügt,  und  an  den  Endpunkten  a  und 
i  eines  Intervalles  ^  verschwindet,  wollen  wir  eine  harmonische 
Function  dieses  Intervalles  nennen.  Die  Punkte,  in  denen 
eine  solche  Function  ^  im  Inneren  des  Intervalles  (also  ab- 
gesehen von  den  Punkten  ß,  h)  verschwindet,  heissen  die  Knoten- 
punkte.    Wenn  wir   dann   durch   eine   lineare  Substitution   den 
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Anfangspunkt  a  des  Intervalles  ^  in  den  Nullpunkt  verlegen,  so 
ergiebt  uns  das  oben  Bewiesene  den  folgenden  Satz: 

9.   Es  giebt  für  eine  gegebene  Strecke  bei  gegebenem 

Q  unendlich  viele  harmonische  Functionen,   aber 

eine  und  nur  eine,  die  keinen  oder  eine  gegebene 

Anzahl  von  Knotenpunkten  hat. 

Wir  ordnen   die  harmonischen   Functionen  eines   gegebenen 

Intervalles  J 

(6)  So,  Si,  %,  S:,,  .  -  , 
und  ebenso  die  entsprechenden  Werthe  fi 

(7)  f^o,  f-i^  fts,  f^s,  ■  -  ■ 

nach  der  wachsenden  Anzahl  der  Knotenpunkte.  Bei  der  An- 
wendung auf  die  schwingende  Saite  ist  die  Function  ohne  Knoten- 
punkt die  harmonische  Function  des  Grundtones  oder  der 
Ordnung  Null,  die  folgenden  sind  die  Functionen  des  ersten, 
zweiten,  dritten  etc,  Obertonea,  die  wir  auch  die  har- 
monischen Functionen  der  ersten,  zweiten,  dritten 
Ordnung  nennen  wollen.  Der  Factor  f(  wächst  mit  der  Ord- 
nung der  betreffenden  Function.  Die  harmonische  Function 
„tei  Ordnung  hat  n  Knotenpunkte. 

Durch  die  Knotenpunkte  der  harmonischen  Function  is„  wird 
das  Intervall  z/  in  n  -|-  1  Theilintervalle  J^  getheilt,  in  deren 
jedem  die  Function  ^„  ein  unveränderliches  Zeichen  hat.  Das 
Vorzeichen  von  .s„  ist  in  den  einzelnen  Theilintervalle n  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ.  Wenden  wir  auf  die  beiden 
Functionen  i!„,  «„+i  die  Formel  (3)  §.  25  an,  so  folgt: 

(8)      ^n-i-l  ^'a  2«  ■ä^H  +  l  ^  ((4  +  1  —  (^n)    I    Q^u^n  +  l^X  -^  COUSt. 

Es  seien  jetzt  «,  ß  zwei  auf  einander  folgende  Nullpunkte 
von  s„,  also  die  Endpunkte  eines  Theilintervalles  ^r,  in  dem  die 
B'unction  ä„  keinen  Zeiehenwechsel  hat ,  und ,  beispielsweise, 
positiv  sei.  Wenden  wir  die  Formel  (8)  auf  diese  beiden  Punkte 
an,  in  denen  g„  verschwindet,  so  folgt: 
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Hieraus  folgt  leicht,  dass  ^„  +  1  nicht  in  dem  ganzen  Inter- 
vall z/v  dasselbe  Zeichen  haben  kann.  Denn  nehmen  wir  an,  es 
sei  ^„  +  1  immer  positiv,  oder  wenigstens  nirgends  negativ,  ao 
wäre  die  rechte  Seite  von  (9)  positiv,  weil  s„  im  ganzen  Inter- 
vall und  ii.%  +  i  —  fi^  positiv ,  sind.  Die  linke  Seite  aber  wäre 
negativ,  da  0'„  im  Punkte  w  positiv,  im  Punkte  ß  negativ  ist. 
Es  muss  also  .^„.^-1  im  Intervall  z/»  sein  Zeichen  wechseln  und 
daher  mindestens  einen  Knotenpunkt  haben.  Es  kann  aber  auch 
in  diesem  Intervall  nicht  mehr  als  ein  Knotenpunkt  von  .Sn+i 
liegen,  weil  ja  in  jedem  der  n  -\-  l  Intervalle  Jy  mindestens 
ein  Knotenpunkt  von  ^„^.i  liegen  muss,  and  diese  Function  doch 
nicht  mehr  als  »i  -j-  1  Knotenpunkte  haben  kann.  Also  haben 
wir  den  Satzi 

10.  Von  den  Knotenpunkten  von  .^„  +  1  liegt  einer  in 
jedem  der  Theilintervalle  z/t,  in  die  die  Strecke  ^ 
durch  die  Knotenpunkte  von  ^„  getheilt  wird. 

"Wenn  man  in  diesem  Satze  n  —  l  an  Stelle  von  n  setzt,  so 
ergiebt  sich  daraus  unmittelbar: 

11.  In  jedem  der  Theilintervalle  ^,,  mit  Ausnahme 
des  ersten  und  des  letzten,  liegt  ein  Knotenpunkt 
der  Function  s„_i. 


Die  Knotenpunkte  zusammengesetzter   harmonischer 
Functionen. 

Wir  beschliessen  diese  Betrachtungen  über  die  harmonischen 
Functionen  des  Intervalles  z/  mit  der  Ableitung  eines  Satzes  von 
Sturm: 

Es  seien  m,  n  zwei  ganze  Zahlen,  von  denen  keine  negativ 
ist,  und  m  <;  w;  ferner  seien  c^,  Cm  +  n  ■■•■,€„  beliebige  Con- 
stanten.   Die  Function 

(L)  f(x)  =  c™^™  +  '^."■hi  «™  +  i  +  ■  ■  ■  +  C„  5„ 

verschwindet  an  den  Grenzen  a,  b  des  Intervalles  z/,  und  wir  können 
sie  eine  zusammengesetzte  harmonische  Function  der 
Strecke  ah  nennen.  Ihre  Nullpunkte  im  Inneren  von  z/  sollen 
auch  liier  die  Knotenpunkte  von /(a:)  genannt  werden. 
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Dann  lautet  der  Satz,  den  wir  beweisen  wollen: 
12.  Die   Anzahl   der   Knotenpunkte    der   Function 
/W  ist: 

a)  liöchstens  gleich  n. 

b)  mindestens  gleich  m. 

Hierbei  wird  ein  Knotenpunkt  von  f(x)  nur  einmal  gezählt, 
gleichviel  ob  der  Differentialquotient  /'  (x)  in  diesem  Punkte  ver- 
schwindet, oder  nicht. 

Die  Function  s^  genügt  der  Differentialgleichung 

(2)  s'il  -\-  (1.1  Q  8,t  ^  0, 

und  daraus  ergiebt  sich 

(S)f"(x)  =  —  p{c„(t^S™+    C^  +  i  ^t?,>  +  ,2,„  +  ,^ [-  CnlilS„). 

Nun  muss  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Nullpunkten 
von/(a:)  nothwendig  wenigstens  ein  Nullpunkt  yonf\x)  liegen.  Ist 
also  V  die  Anzahl  der  Knotenpunkte  von  f{x),  so  ist,  da  die 
Endpunkte  noch  hinzukommen,  die  Anzahl  der  inneren  Null- 
punkte von  /'  (x)  wenigstens  gleich  v  -|-  1,  und  da  zwischen  je 
zwei  Wurzeln  von /'(a:)  wenigstens  eine  Wurzel  von /"  (3:)  liegen 
muss,  so  ist  die  Anzahl  der  inneren  Nullpunkte  von  f"  (x) 
wenigstens  gleich  v.  Nach  (3)  verschwindet /" (a;)  ausserdem 
noch  in  den  Endpunkten  des  Intervalles  J.  Setzen  wir  /"  (x) 
=  —  ß/i  (x) ,  so  ist  /,  (x)  eine  harmonische  Function  des  Inter- 
valles ^  mit  wenigstens  v  Knotenpunkten,  und  durch  Wieder- 
holung desselben  Schlusses  Ifönnen  wir  daraus  folgenden  Satz 
ableiten : 

Von  den  zusammengesetzten  harmonischen  Functionen 

worin  r  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  . . .  durchläuft,  hat 
jede  folgende  mindestens  so  viele  Knotenpunkte  als  die  vorher- 
gehenden ,  also  mindestens  v  Knotenpunkte ,  wenn  v  die  Anzahl 
der  Knotenpunkte  von  (1)  ist 

Setzen  wir,  indem  wir  c„  von  Null  verschieden  voraussetzen: 

so  werden  die  Knotenpunkte  von  (4)  aus  der  Gleicliung: 

(6)  2  =  2. +  )..-,».-,  H hr.,2.  =0 
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bestimmt,  und  Ja  ft^  <  c-m  +  i  <  -.-  •<  f^n  ist,  so  werden  sich  die 
y„_i,  .  ,  .  Tm  mit  unendlich  wachsendem  r  der  Grenze  Kuli 
näheiD. 

Nun  hat  Sn,  wie  wir  wissen,  n  Knotenpunkte,  in  deren 
keinem  «^  verschwindet.  Wir  können  dann  jeden  dieser  n  Knoten- 
punkte in  ein  beliebig  kleines  Intervall  8  einschliessen ,  und 
dann  können  wir  die  Coefficienten  y  so  kleiu  annehmen,  dass 
die  durcli  (6)  definiite  Function  s  ausserhalb  dieser  Intervalle 
nicht  verschwindet,  dass  sie,  ebenso  wie  s„,  an  beiden  End- 
punkten von  d  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat,  und  dass  0'  im 
Innern  von  S  nicht  verschwindet.  Dann  liegt  in  jedem  Intervall 
d  ein  Nullpunkt  von  s,  und  in  keinem  mehr  als  einer,  und  is  hat 
also  m  —  1  und  nicht  mehr  Knotenpunkte;.     Es  ist  mithin  auch 

(7)  .  a «, 

und  das  Theorem  12  a  ist  also  bewiesen. 

Der  zweite  Theil,  12b,  kann  aber  aus  den  gleichen  Ent- 
wickelungen  gefolgert  werden. 

Wenn  wir  nämlich 

Cm^    Cm  +  i,   ...,    C^ 

durch 

ersetzen,  so  geht  fr  (x)  nach  (4)  in/{a:)  über,  wahrend  /  (.r) 
selbst  in 

(8)  f-rix)   =    C„,^~^''S,„  -f  C,„  +  i  (i^+i2m  +  l  ^1 H  C»  C«'^''  ^'^ 

übergeht,  und  nach  dem  bereits  gewonnenen  Ergebniss  hät/(ir) 
mindestens  so  viele  Wurzeln  als/_rW-  Wenn  wir  dann  wieder 
die  ganze  Zahl  r  unbegrenzt  wachsen  lassen,  so  gehen  die  Knoten- 
punkte von  /.-,.  (x)  in  die  von  .?,„  über,  deren  Zahl  m  ist. 
Daraus  folgt  also 

(9)  «<.', 
also  der  Satz  12  b. 

Wir  haben  den  Satz  12  so  formulirt,  dass  jeder  Punkt,  in 
dem  die  Function /(a:)  verschwindet,  als  ein  Knotenpunkt  gezählt 
wird.  Wir  hätten  aber  auch  anders  zählen  können ,  nämlich  so, 
dass  wir  einen  inneren  Punkt,  in  dem  f(x)  mit  seinen  q  —  1 
ersten  Derivierten  verschwindet,  für  q  (zii8ammenfallende)K,noten- 
punkte  gezählt  hatten,  und  der  Satz  hätte  sich  anch  bei   dieser 
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§.30. 


Zählung  als  richtig  erwiesen.  In  dieser  Fassung  besagt  der  Satz 
mehr  als  12  a,  aber  weniger  als  12  b. 

"Wenn  dagegen  in  einem  der  Endpunkte  f(x)  mit  seinen 
5  —  1  ersten  Differentialquotienten  verschwindet,  so  würde  der 
Satz  nicht  mehr  richtig  bleiben,  wenn  wir,  was  nahe  liegt,  einen 
aolchen  Punkt  als  q  —  1 -fachen  Knotenpunkt  zählen  wollten. 
So  hat  z.  B.  die  Function 

f(x)  =  a  sin  2  x  -\-  b  ain  d  x 

im  Intervall  (0,  je)  im  Allgemeinen  zwei  Knotenpunkte,  aber  die 
specielle  Function 

3  sin  2  a:  —  2  sin  3  a:  =  2  sin  ic  (1  ■ —  cos  x)  (l  ^  i  cos  x) 

hat  für  X  ■=  0  einen  Nullpunkt  dritter  Ordnung  und  ausserdem 
noch  einen  inneren  Knotenpunkt.  Der  Nullpunkt  dritter  Ordnung 
darf  also,  wenn  der  Satz  richtig  bleiben  soll,  nicht  für  zwei 
Knotenpunkte  gezählt  werden. 

Es  ergiebt  sich  ferner  aus  dem  Satz  12  die  Folgerung: 
13.  Die  Function 

(10)  f(x)  =  c^^^  +  c,„  +  i^,.  +  ,  H h  c»^« 

kann    nur    dann     identisch    verschwinden,    wenn 
alle  Coefficienten  c;  gleich  Null  sind. 
Wenn     nämlich   /  {x)    identisch    Null     und    c„    voi 
verschieden  ist,   so  .können   wir   c„  =:  1   annehmen,   und 
giebt  sich 

Dies  ist  aber  unmöglich, 
hat,  während  die   rechte  nach 


Null 


a,  die  linke  Seite  «  Knotenpunkte 
12  höchstens  n  —  \  haben  kann. 


Darstellung  einer  willkürlichen   Function   durch 
harmonische  Functionen, 

Die  harmonischen  Functionen  eines  Intcrvalles  z/  kann  man  zu 
einer  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  unendliche  Reihen 
benutzen,  von  denen  die  Fourier'schen  Reihen  ein  specieller 
Fall  sind.  Freilich  können  wir  im  allgemeinen  Falle  nichts 
weiter  tbun,  als  unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  solche  Ent- 
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Wickelung  möglich  sei,  die  Coefficienten  durch  bestimmte  Inte- 
grale ausdrücken.     BGzeichnen  wir  wieder  mit 

(1)  %,  «1,  z-i,  ä^,  ... 

die  harmonischeu  Functionen,  in  aufsteigender  Reihe  geordnet, 
50  erhält  man  a,us  §.  25  (3)  für  irgend  zwei  dieser  Functionen; 

(2)  2,„  sj,  —  S«Z'^   ^=    (flm  C-n)    I    P  ■^ni  ■^b  ^^  ^  +  COUSt. 

und  wenn  man  das  Integral  über  das  ganze  Intervall  z/,  also  von 
X  Tzir.  a  yiss.  X  ^  h  ausdehnt,  und  f(„  von  ft„  verschieden  annimmt: 

(3)  [  9  a,„  s„  d  a;  =  0. 

Wenn  s^  =:  z„  wäre,  so  könnte  das  Integral  (3)  nicht  mehr 
verschwinden.  Sein  Werth  wird  dann  von  den  in  den  s„  noch 
unbestimmt  gelassenen  constanten  Factorcn  abhängen.  Wir 
setzen : 

(4)  ^  'Jiäx  ^  pu. 

Ist  dann  f(x)  eine  in  dem  Intervall  z/  gegebene  willkürliche 
Function,  so  können  wir  setzen: 

(5)  f{x)  =  c„s,  -\-  Ci0,  -f  Cs«,  H , 

worin  die  Constanten  c^,  Ci,  c,,  . .  .  von  f{x)  abhängen  und  nach 
(3)  und  (4)  bestimmt  werden,  wenn  man  (5)  mit  p  s„  multiplicirt 
und  zwischen  den  Grenzen  a,  b  integrirt.    Man  erhält: 

(6)  c„  =  —  I  Qf(x)ei„dx, 

ganz  analog  wie  bei  der  Fourior'schenCoefficienten-Bestimmung. 
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Fünfter  Abschnitt. 
Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung. 


§.  31. 
Wärmefluss. 

DiB  Erfahrungsthataache,  mit  der  sich  die  Theorie  der  Wärme- 
leitung zu  befassen  hat,  ist  die,  daas  zwei  mit  einander  in  Be- 
rührung stellende  Körper  oder  T heile  desselben  Körpers  von 
verschiedener  Temperatur  den  bestehenden  Temperaturunter- 
schied allmählich  dadurch  ausgleichen,  dass  sich  der  kältere 
Körper  erwärmt  und  der  wärmere  kalt  wird. 

Auf  Umwegen  ist  man  au  der  Anschauung  gelangt,  dass 
hierbei  der  ursprünglich  wärmere  Körper  von  seinem  Eneigie- 
vorrath  etwas  verliert,  und  dass  der  andere  Körper  die  gleiche 
Energiemenge  gewinnt,  die  sich  in  der  Form  der  Tempeiatur- 
erhöhung  zu  erkennen  giebt,  und  dieses  Energiei^uantum  be- 
zeichnet man  auch  als  die  von  dem  einen  Körper  an  den  andei  en 
abgegebene  Wärmemenge.  Die  Wärmemenge  wird  hiernach 
durch  eine  Eaergiegröeae  gemessen  und  hat  dieselben  Dimen- 
sionen wie  diese  [iH-^m]  (Bd.  1,  S.  317). 

Wenn  einem  Körper  eine  gewisse  Wärmemenge  zugeführt 
wird,  so  wird  unter  Umständen  nur  ein  Theil  davon  auf  Tempe- 
raturerhöhung verwandt,  der  andere  Theil  wird  in  eine  andere 
Form  der  Energie,  z.  B.  elektrische  Energie,  verwandelt  oder  zur 
Arbeitsleistung  verwendet,  d,  h.  in  potentielle  Energie  übergeführt. 
Ebenso  können  Temperaturerhöhungen  durch  Umsatz  anderer 
Energieformen  entstehen  >■). 

Wenn  eine  Masse  m  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  dq 
gewinnt,  die  zum  Theil   durch   äussere  Leitung   zugeführt,   zum 

')  In  Bezug  auf  die  physikaliaclien  VorausHetzuugen  und  Grundbegriffe 
der  Wärmelehre  können  wir  den  Leser  auf  das  Werk  von  Pianok,  Vor- 
lesungen über  Tbermodynamik,  Leipzig  1897,  v 
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Theil  auch  durch  Umwandlung  aus  anderen  Energieformen  im 
Inneren  von  m  entstehen  kann,  so  ist  die  dadurch  hervor- 
gerufene Temperaturerhöhung  du  proportional  mit  dq  und  um- 
gekehrt proportional  mit  m,  also 

(1)  ■!,.=  *?-, 

'  cm 

worin  c  ein  Proportionalitätsfactor  ist,  der  von  der  Natur  der 
Masse  m  und  auch  noch  von  der  schon  vorhandenen  Tempe- 
ratur u  selbst  abhängig  ist.  Er  kann  defiuirt  werden  als  die  Wärme- 
menge, die  erforderlich  ist,  um  die  Masseneinheit  der  betreffenden 
Substanz  um  einen  Grad  (der  Einheit  der  Temperaturdifferenz) 
zu  erwärmen,  und  heisst  die  specifische  Wärme  des  Stoffes. 

Als  Einheit  der  Temperaturdifferenz  nehmen  wir  den  Grad 
der  huuderttheihgen  Scala,  Auf  den  Nullpunkt  kommt  es  nicht 
an.  Es  kann  für  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  m  =  0 
gesetzt  werden.  Es  kann  aber  auch  u  von  dem  sogenannten 
absoluten  Nullpunkt  an  gerechnet  werden,  wobei  dann  das 
schmelzende  Eis  die  Temperaturzahl  273"  erhält. 

Auf  die  Formel  (1)  gründet  man  ein  anderes  Maass  für  die 
Wärmemenge,  die  Calorie,  die  aber  auch  wieder  auf  mehrere 
verschiedene  Arten  definirt  wird. 

So  versteht  man  unter  einer  Nullpunkts- Calorie  die 
Wärmemenge,  die  erforderlich  ist,  um  ein  Gramm  Wasser  von 
Null  Grad  auf  einen  Grad  zu  erwärmen;  unter  der  mittleren 
Calorie  versteht  man  den  hundertsten  Theil  der  Wärmemenge, 
die  erforderlich  ist,  um  ein  Gramm  W^ asser  von  0"  auf  100"  zu 
erwärmen.  Kohlrausch(Leittaden  der  praktischen  Physik,  Leipzig 
1900}  rechnet  nach  einer  Calorie,  dio  ein  Gramm  Wasser  von 
15"  um  einen  Grad  erwärmt.  Diese  enthält  ungefähr  419  ,  10^ 
absolute  Wärmeeinheiten  (nach  dem  Oentimeter  -  Gramm- 
See  unden-System), 

In  Bezug  auf  den  Uebergang  der  Wärme  von  einem  wärme- 
ren Körper  zu  einem  kälteren,  oder  kurz  die  Wärmeleitung 
gilt  nun  erfahrungsmässig  folgender  Grundsatz  i): 

Wenn  eine  ausgedehnte  Platte  vou  irgend  einem  Stoff  auf 
beiden  Seiten  mit  Räumen  verschiedener  Temperatur,  z.  B.  auf 
der   einen   Seite    mit    schmelzendem   Eis,    auf  der   anderen   mit 


')  Vergl.  Riecke,   Lehrbuch   der  Experimentalphysik   (Leipaig  ISGö). 
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Waaser  von  höherer  Temperatur  in  Berührung  steht,  so  wird, 
wenn  die  Temperatur  beiderseits  coostant  erhalten  wird,  Wärme 
von  der  warmen  nach  der  kalten  Seite  durch  die  Platte  hindurch- 
gehen, die  z.  B.  durch  die  Menge  geschmokenen  Eises  gemessen 
werden  könnte. 

Die  ganze  Vorrichtung  denken  wir  uns  nach  aussen  durch 
eine  cylindrische  Fläche,  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte,  be- 
grenzt, durch  die  keine  in  Betracht  kommende  Wärmemenge 
aus-  oder  eintritt;  die  Temperaturen,  die  auf  beiden  Seiten  der 
Platte  herrschen,  mögen  mit  Uq,  m,  bezeichnet  sein. 

Die  Wärmemenge  Q,  die  in  der  Zeit  t  durch  die  Platte 
hindurchgeht,  ist  dann  proportional  mit  der  Temperatnrdifferenz 
Wi  —  Mo,  proportional  mit  der  Oberfläche  1»  der  Platte,  und  pro- 
portional mit  der  Zeit  t,  endlich  umgekehrt  pi-oportional  mit  der 
Dicke  z)  der  Platte,  also 

(2)  «=-  t"'~"'  «t. 

worin  k  ein  Factor  ist,  der  die  Wärmeleitfähigkeit  der  Sub- 
stanz der  Platte  heisst.  Dieser  Factor  Ic  ist  nur  in  erster  An- 
näherung constant,  er  ist  streng  genommen  noch  eine  Function 
der  beiden  Temperaturen  Mq,  u^,  und  kann,  wenn  die  Temperatur- 
difl'erenz  «,  —  u^  klein  ist,  mit  einer  weiteren  Annäherung  auch 
als  Function  der  mittleren  Temperatur  ^  (m,,  -j-  «1)  angesehen 
werden. 

Wir  machen  nun  die  Annahme,  dass  ein  Wärmeaustausch 
nur  zwischen  den  sich  unmittelbar  berührenden  Theilen  eines 
Körpers  stattfinde ')  und  wenden  demgemäss  die  Formel  (2)  auf 
die  unendlich  kleinen  Theile  eines  Körpers  an,  in  dem  die  Tem- 
peratur M  eine  Function  des  Ortes  ist.  Wenn  wir  auch  die 
Zeitdauer  t  auf  ein  unendlich  kleines  Zeitelement  dt  beschränken, 
können  wir  auch  noch  die  Voraussetzung  fallen  lassen,  dass  u^,  u^ 
von  der  Zeit  unabhängig  sind,  und  können  also  die  Temperatur 
u  auch  als  Function  der  Zeit  ansehen. 

Wenn  wir  dann  die  Formel  (2)  auf  das  unendlich  Kleine 
übertragen,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Ist  die  Temperatur  u  im  Inneren  eines  Wärme- 
leiters  eine  Function   des  Ortes   und   der  Zeit, 

')  Hierdarch  BcUiessen  wir  die  "Wärmestraliluns.  also  die  Vor- 
gänge io  den  diatliermaiieii  Körpern,  von  der  Betracht iing  aus. 
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ist  da  ein  Flächeneloment  im  Inneren  dieses 
Körpers,  an  ein  Element  der  Normalen  an  da, 
in  einer  beliebigen  der  beiden  Ricbtuiigen 
positiv  genommen,  so  fliesst  in  der  Richtung 
von  dn  in  dem  Zeitelement  dt  eine  Wärme- 
menge 

(3)  dq  =  —  h^:^  da  dt, 

^  ^  -^  cn 

wenn  &  die  Leitfähigkeit  der  Substanz  ist,  die  eine  Func- 
tion des  Ortes  und  auch  der  Temperatur  u  (also  implicite  auch 
der  Zeit)  sein  kann,  in  erster  Annäherung  aber  auch  als  constant 
angesehen  wird. 

Zur   Vereinfachung    des   Ausdruckes    führen   wir   jetzt    den 
Temperaturgradienten  oder  das  Temperaturgefälle  ein, 
und  nennen  den  Vector  (Bd.  I,  §.  88) 
(4)  G  =  fc  grad  m 

den  Wärmefluss.  Es  ist  dann  nach  (3)  die  Componente  §„ 
dieses  Vectors  die  in  der  Zeiteinheit  in  der  Richtung  n  durch 
die  Flächeneinheit  hindurchgegangene  Wärmemenge. 


§.  32. 
Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung. 

Um  nun  zu  der  Differentialgleichung  für  die  Wärmebewegung 
zu  gelangen,  betrachten  wir  einen  beliebigen  Raumtheil  t  eines 
Wärmeleiters,  in  dem  die  Temperatur  und  das  Temperaturgefälle 
stetig  sind,  und  in  dem  auch  die  Leitfähigkeit  fc  keine  Ünstetig- 
keit  erleidet. 

Ist  0  die  Oberfläche  von  t,  äo  ein  Element  von  0  und  n 
die  ins  Innere  gerichtete  Normale,  so  ist 

(1)  I  Q.  äo 

die  Wärmemenge,  die  durch  Leitung  von  aussen  in  der  Zeiteinheit 
in  den  Raum  t  eintritt,  und  dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  dem 
Grauss'schen  Integralsatz  (Bd.  I,  §.  89,  L)  auch  durch  ein  Raum- 
integral darstellen: 
(2)  —      div  O  dt. 
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Um  allgemein  zu  sein,  nehmen  wir  an,  dasa  zugleich  im 
Inneren  des  Körpers,  etwa  durch  elektrische  Vorgänge  oder  auf 
andere  Weise,  Warme  erzeugt  oder  -vernichtet  werde,  und  be- 
zeichnen die  im  Raumelement  dr  in  dem  Zeitelement  dt  ge- 
bildete Wärmemenge  mit 

(3)  Ädr  dt, 

worin  A  eine  Function  von  Ort  und  Zeit  Ijedeuten  kann.  Der 
gesanamte  Gewinn  an  Wärme,  den  der  Kaum  t  in  dem  Zeitelement 
ä  t  erfährt,  ist  daher  nach  (2)  und  (3) : 

(4)  dtiiÄ-  iiY€l)dT. 

Wir  sehen  ab  von  den  mit  den  Temperaturänderungen  ver- 
bundenen Volumänderungen,  so  dass  jedes  Raumelement  dauernd 
von  demselben  Massenelement  erfüllt  gedacht  wird.  Dann  ist 
die  Masse  des  Elementes  dt,  wenn  q  die  Dichtigkeit  bedeutet, 
gleich  Qäz  und  die  Temperaturzunahme  im  Zeitelement  dt  gleich 
(du/dt)dt.  Um  diese  Temperaturzunahnie  zu  bewirken,  ist  aber 
nach  §.31  (1)  eine  Wärmemenge  erforderlich  gleich 

also  für  den  ganzen  Raum  t 

(5)  dl^Cf?^d,. 

Die  Ausdrücke  (4)  und  (5)  müssen  also  einander  gleich  sein, 
und  da  der  Raum  t  beliebig  war,  die  Gleichheit  beider  Aus- 
drücke also  auch  für  jeden  Theil  von  t  bestehen  muss,  so  folgt 

(6)  CQ  -^  =  A  —  div  O  ^  ^  —  div  h  grad  u, 
oder  explicite  geschrieben  [Bd.  I,  §.  87  (3)]: 

97;^       dk^       dkp^ 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Differentialgleichung,  der  die 
Temperatur  im  Inneren  eines  Leiters  zu  genügen  hat.  Die 
Grösse  A  ist  aber  nicht  immer  von  vornherein  bekannt,  sondern 
sie  hangt   ihrerseits   wieder  von  noch   unbekaimten  Functionen, 

Uiera8iin--Wctar,ParÜellBl)vffortMitialgleich™geQ,    II,  ß 
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z.  B.  von  der  Intensität  der  elektrischen  Strömung,  ab,  "Wir 
betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wo  A  =  0  gesetzt 
werden  kann,  wo  also  im  Inneren  des  Leiters  ein  zu  berück- 
sichtigender Umsatz  von  Energie  nicht  stattfindet.  Dann  nimmt 
I.  die  einfache  Gestalt  an; 


la.  .(.g-j, 

Wenn  die  Leitfähigkeit  h  als  constant  betrachtet  werden 
kann,  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  noch  weiter,  und  sie 
wird,  wenn 

gesetzt  wird: 

,,  du  rd'u        8'»    ,    d'u\ 

oder  abgekürzt; 

Ic.  |!=»'^«- 

Ist  auch  die  speciflsche  Wärme  c  und  die  Dichtigkeit  p 
constant,  so  ist  a^  eine  Constaiite ,  die  der  Temperatur- 
Leitungscoefficient  genannt  wirdi). 

Setzt  man  in  den  Formeln  I,  bis  Ic,  du/dt  =  0,  so  er- 
gehen sich  die  Bedingungen  für  den  stationären  Zustand. 
Die  Gleichungen  Ih.  und  Ic,  werden  dann  dieselben,  wie  die  für 
das  elektrische  Potential  hei  stationärer  elektrischer  Strömung 
(Bd.  I,  §.  162). 

§,  33. 
Grenzbedingungen. 

Bei  den  Wärmeleitungsproblemen  haben  wir  es  immer  mit 
begrenzten  Körpern  zu  thun.  Bei  den  Versuchen  sind  feste 
Wärmeleiter  mit  der  Luft  in  Berührung,  oder  sie  befinden  sich 
in  einem  Wasserbade,  in  dem  die  Temperatur  constant  gehalten 
wird,  u,  s,  f. 

')  Die  Dimensionen  der  tier  vorkommenden  Grössen   in   absolutem 
MaasB  Bind,  wenn  Temperatuvdifferenzen  als  Zahlen  angesehen  werden: 
[il  =  [«!(-=],  [c]  =  [!'(-■],  [d  =  [»r'],  [«■]  =  [i'!-]. 
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Zwar  ist  jeder  endliche  Körper  Theil  eines  unbegrenzten 
Temperaturfeldes,  aber  in  diesem  Felde  sind  flüssige  und  gasförmige 
Körper  enthalten,  es  kommt  auch  die  Wärmestrahlung  in  Be- 
tracht, und  die  Theorie  ist  weit  davon  entfernt,  diese  umstände 
alle  beruGksicbtigen  zu  können.  Man  beschränkt  sich  daher  auf 
die  Betrachtung  endlicher  Körper,  muss  dann  aber  die  ergän- 
zenden Bedingungen  an  der  Grenze  aus  der  Erfahrung  oder 
durch  wahrscheinliche  Annahmen  hinzufügen ,  die  nachträglich 
durch  die  Erfaliruug  zu  prüfen  sind. 

1.  Stetigkeitsbedingungen.  Es  wird  angenommen, 
dasB  die  Temperatur  an  jeder  Stelle  eine  stetige  Function 
der  Zeit  ist.  In  einem  Raumtheil,  in  dem  sieb  die  Coeffieienten 
fc,  Q,  c  stetig  ändern,  ist  die  Temperatur  eine  stetige  Func- 
tion des  Ortes. 

2.  Anfangszustand.  In  irgend  einem  Augenblicke,  von 
dem  aus  wir  den  Vorgang  verfolgen  wollen,  und  in  dem  wir 
t  !=  0  setzen,  ist  die  Temperatur  eine  beliebig  gegebene 
Function  des  Ortes,  die  wir  den  Änfangszustand  nennen. 
Diese  Function  l^raucht  nicht  stetig  zu  sein.  Nach  1.  muss  aber 
nach  Verlauf  einer  noch  so  kurzen  Zeit  eine  etwa  vorhandene 
Unstetigkeit  eich  ausgeglichen  haben.  An  einzelnen  Stellen, 
etwa  an  Flächen,  in  denen  der  Änfangszustand  unstetig  ist,  wird 
also  auch  eine  sprungweise  Aenderung  mit  der  Zeit  angenommen 
werden  müssen. 

Eine  Verletzung  der  Stetigkeitsbedingung  1.  muss  daher 
für  i  ^=  0  zugelassen  werden.  Wir  formuliren  daher  die  Be- 
dingung für  den  Anfangs  zustand  etwas  schärfer  dahin,  dass  die 
Temperatur  m  für  f  =  0  überall  da  stetig  in  den  Anfangszustand 
übergehen  soll,  wo  dieser  Anfangszustand  eine  stetige  Function 
des  Ortes  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  0  den  Anfangszustand,   so  drücken  wir 
diese  Bedingung  so  aus: 
II.  für  f  ==  0  ist  11  =  0. 

3.  Bedingung  an  Unstötigkeitsflächen.  Wenn  sich 
zwei  heterogene  Leiter  1,  2  in  einer  Fläche  ra  berühren,  so 
können  wir  dies  so  auffassen,  als  ob  die  Coeffieienten  fc,  q,  c  an 
dieser  Fläche  eine  sprungweise  Aenderung  erleiden.  Wir  be- 
zeichnen die  Werthe  zu  beiden  Seiten  der  Fläche  m  mit  \,  p^,  c^\ 
Jta,  Qi,  Cj.    Die  Temperatur  u  kann  an   dieser  Fläche  gleichfalls 
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unstetig  sein,  und  ihre  Werthe  auf  beiden  Seiten  seien  *(„  u^. 
Wir  grenzen  zwei  Räume  r^,  r^  ab,  die  ein  Stück  von  ta  als  ge- 
meinschaftliche Grenze  haben,  und  ausserdem  durch  Flächen  0,, 
p;„  jj  Oj   begrenzt  sind   (Fig.   8)    und   bestim- 

men nun  die  Wärmemenge,  die  in  joden 
dieaer  Räume  eintritt.  Dabei  werde  die 
Annahme  gemacht,  dass  durch  ein  Ele- 
ment d(o  von  G)  in  dem  Zeitelement  dt 
eine  Wärmemenge  von  1  nach  2  über- 
tritt, die  mit  der  Temperaturdifferenz 
Mj  —  Mj  proportional  ist,  und  die  wir 
gleich 

(1)  Ji(uj  —  u^)dodt 

setzen.  Der  Coefficient  h  kann  eineFunc- 
tion  des  Ortes  und  der  Temperaturen  Wj, 
«a  sein,  und  wird  im  einfachsten  Falle  als  constant  angesehen. 
Er  heisst  die  Xleberganga-Leitfahigkeit  und  wird  wesentlich 
auch  von  der  Beschaffenheit  der  Berührungsfläche  abhängig  sein. 
Die  Wärmemenge,  die  der  Raumtheil  ri  in  dem  Zeitelement 
dt  gewinnt,  auf  die  Zeiteinheit  berechnet,  ist  dann  wie  im  §.  32 
zu  bestimmen  und  ergiöbt  sich,  wenn  n  die  innere  Normale  an 
Ol  bedeutet: 

(2) 

und   nach    dem   Gauss'schen    Integralsatze,    auf  %   angewandt, 
ist  dann 


(3) 


f  <2,<iO,  —  I  *(»,  —  tt,)da,  +  I  Adt„ 


f  e.iJOi  —  (  O.doi  =  —  f  cliv  D  lit,, 


wenn  im  zweiten  Integral  n  die  Normale   an  c?ra,  Ton  1  nach  2 
gerichtet,  bedeutet:  also  ist  der  Wärmegewinn  von  T, 


f  [ft,  —  *(%  —  «,)]  ein  +Ua  —  div  D)  dt,. 


(4) 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Temperaturerhöhung  für  diese 
Wärmemenge  der  Ausdruck 


(5)  f«(.||^ 

und  nach  §.  32  (6)  ist  daher 
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Da  diese  Gleichung  für  jeden  Theil  der  Fläche  o  gültig 
sein  musa,  so  folgt  aus  ihr  für  jeden  Punkt  von  ra  die  G-leichung 
Q„~h{u,  —  u,)  =  0. 

Ea  ist  hierin  n  die  von  1  nach  2  gerichtete  Normale  an  ra, 
und  nach  §.  31  (4)  ist-. 


i  Betrachtung  läaat    sich   auf  t^  anwenden,    und  so 
erhalten  wir  also  die  Bedingungen: 

in.  "" 

h  -j5  =  -  i(«,  -  «,) 

für  die  Fläche  ra, 

Man  sieht,  dass  die  Constante  k  eine  Längendimension  mehr 
enthält,  als  h.  Es  werden  also  die  Verhältnisse  ^i  :  h  und  H^ :  "h 
durch  Längenmaass  ausgedrückt.  Lassen  wir  diese  Länge  yer- 
schwindend  klein  werden  (im  Vergleich  zu  den  übrigen  in  Be- 
tracht kommenden  Längen),  so  ergieht  sich  eine  andere  Be- 
dingung, nämlich: 

a.  Ml  =  lu ,  K-,  ^-^  ^=  /e,  -TT^ 

^  ^'  '   dn  '  in 

an  der  Fläche  ca. 

Dies  entspricht  also  der  Annahme  über  den  Ausgleich  der 
Temperaturen  zwischen  1  und  2,  dass  eine  sprungweise  Tempe- 
raturänderung auch  beim  Uebergang  aus  dem  einen  Körper  in 
den  anderen  nicht  bestehen  kann,  und  sich  sofort  auflösen  muss, 
wenn  sie  am  Anfang  bestand.  Das  Gefälle  wird  an  der  Grenze 
eine  durch  Illa.  bestimmte  IJnstetigkeit  erleiden  müssen. 

Diese  Betrachtung,  auf  den  Fall  Tc^  =  /c^  angewandt,  zeigt 
uns,  dass  das  Temperaturgefälle  nicht  an  Flächen  unstetig  werden 
kann,  wenn  nicht  die  Leitfähigkeit  unstetig  ist. 

4.  Oberflächenbedingung,  Auf  dem  gleichen  Wege  er- 
halten wir  die  Bedingung  für  die  Oberfläche  des  Körpers.  Wir 
nehmen  die  Temperatur  JJ  der  Umgebung,  z.  B.  der  Zimmerluft, 
als   gegeben    an;    sie    kann   constant  oder   auch   eine   gegebene 
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Function  von  Zeit  und  Ort  sein.  Es  kommt  nar  auf  den  Werth 
von  U  an  der  Grenze  des  betrachteten  Körpers  an.  Man  nimmt 
dann  wieder  an,  dass  durch  ein  Element  do  dieser  Grenze  im 
Zeitelement  eine  Wärmemenge  aus  dem  Körper  in  die  Umgebung 
tritt,  die  durch 

h{u—  ü)  do  dt 

ausgedrückt  ist,  und  nennt  h  die  äussere  Leitfähigkeit  des 
Körpers.  Es  ist  dann  alles  wie  vorher  für  den  Körper  t^ ,  nur 
dass  jetzt  an  Stelle  von  Uy  die  gegebene  Function  U  tritt,  und 
man  findet,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet 
und  durch  einen  darüber  gesetzten  iStrich  angedeutet  ist,  dass 
die  Werihe  der  Functionen  an   der  Oberfläche   zu  nehmen  sind: 

IV.  k^^  z=  h(u  —  U). 

dn  ^  ' 

Die  äussere  Leitfähigkeit  h  hängt  von  der  Temperatur  seibat, 
und  sehr   wesentlich  von   der  Beschaffenheit   der  Oberfläche   ab. 

Auch  hier  können  wir  den  Grenzfall  betrachten: 
IV  a.  Ü=Ü. 

Eine  Bedingung  fiir  den  Differentialquotienten  ergiebt  sich 
in  diesem  Falle  nicht.  Man  kann  IV a.  als  Grenzfall  aus  IV. 
ableiten,  vrenn  man  h  unendlich  werden  lasst 


§.  34. 

Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Die  Differentialgleichung  und  die  Greuzbedingungen,  die  wir 
in  den  beiden  vorangegangenen  Paragraphen  abgeleitet  haben, 
sind  linear,  wenn  wir  die  Coefficienten  c,  q,  7;,  h  als  von  der 
Temperatur  unabhängig  voraussetzen  dürfen.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung sind  diese  Grössen,  die  ihrer  Natur  nach  positiv  sind, 
entweder  constant  oder  nur  von  den  Coordinaten,  nicht  von  der 
Zeit  abhängig. 

Wenn  wir  ausserdem  noch  voraussetzen,  dass  die  im  Inneren 
des  Leiters  erzeugte  Wärme  A  entweder  gleich  Null  oder  doch 
eine  gegebene  Function  des  Ortes  und  der  Zeit  ist,  so  lässt  sich 
,  dass  durch  die  Bedingungen  L,  IL,  III,,  IV.  der  beiden 
i  Paragraphen  die  Function  u  eindeutig  bestimmt  ist.. 
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Nebmen  wir  an,  es  esistiren  zwei  Functionen  «',  u'\  die  den- 
selben Bedingungen  I.  ...  IV.  genügen,  und  zwar  für  dieselben 
Functionen  A  und   U,  so  genügt  die  Differenz 

(1)  » =  »■  - »" 

den  folgenden  Bedingungen: 

1.     cß  —  =r  —  divAgradif, 
2.     M  =  0     für     t  —  0, 

an  einer  Unstetigkeitsfläche  ca, 

4.       K     -   -  =  «M, 

an  der  Oberfläche.  Dabei  bedeutet  1%  in  4,  die  äussere,  in  3.  die 
Üebergangs-Leit  f  äliigk  ei  t. 

(Wir  nehmen  hier  die  allgemeineren  Bedingungen  III.,  IV. 
Bei  Annahme  der  Bedingungen  IKa.,  IV a.  würde  Bich  der  Be- 
weis noch  etwas  einfacher  gestalten.) 

Wenn  wir  von  der  Formel: 

^x     ~    \dx)  +  **    öx 

und  den  beiden  entsprechenden  Gebrauch  machen,  so  folgt 
(2)  divÄugradw  =  ■ —  Ä;  j9(m)  -f-  Mdivfcgradit, 

wenn 

ßu\- 

Die  Gleichung  (2)  giebt  aber  nach  1.: 


(^)        ^(••)=a'+(liT+(liT- 


div&wgrad«  ^  —  liD^u)  -r-  öpw  - 


■w 

oder  auch,  da  cp  von(  unabhängig  ist: 

'1   8cpw2 

"2  ^r""' 

Wenn,  wir  nun  über  den  ganzen  Eaum  t  des  Wärmeleiters 
integriren    und  das  G-auss'sche  Theorem,  anwenden,  wobei  die 


(4)  divfcMgradw  =  —  hD(u).- 


y  Google 


-10 


88  Fünfter  Abaehnitt.  §.  35. 

Unstetigkeltsfläclien  ra  als  Schnitte  mit  zur  Begrenzung  zu  rechnen 
sind,  so  folgt: 

I  diy Jt u grad udr  =    \  ku  —  d o 

9 

oder  mit  Rücksicht  auf  ä.  und  4, : 

divftttgrad  udz  =   \  hu'^'do  -^  \  h(u,  —  u^ydo), 
also  nach  (4): 

+    f   /iK  —  Wa)^   (?0J=:0, 

und  wenn  man  endlich  noch  in  Bezug  auf  die  Zeit  t  zwischen  den 
Grenzen  0  und  t  integrirt,  und  dabei  die  Bedingung  2.  berück- 
sichtigt 

(5)  y  [  CQUHU  -|-  f  df  j  f  hl)(u)dt^  {  hu^do 

+  j  ?.(«,- M,)^<?«j=0. 

Wenn  nun  M  irgendwo  im  Räume  c  und  in  irgend  einem 
Zeitintervall  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die  linke  Seite  von 
(5)  eine  Summe  von  positiven  Gliedern,  die  nicht  verschwinden 
kann.  Folglich  musa  w  =  0  oder  u'  =  u"  sein,  wie 
werden  sollte. 

§■  35. 
Wärmebewegung  in  einem  Stabe. 


Wenn  der  Leiter  ein  Stab  ist,  dessen  Querdimensionen  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können,  dann  läast  sich  das 
Problem  der  Wärmebewegung  dadurch  vereinfachen,  dass  man 
die  Oberflächenbedingung  in  die  Differentialgleichung  mit  hinein- 
zieht. 

Wir  betrachten  also  einen  Stab,  der  geradlinig  oder  auch 
gekrümmt  sein  kann,   der  einen  beliebig  gestalteten  Querschnitt 
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vom  Flächeninhalt  g  hat,  wobei  q  auch  von  einer  Stelle  zur 
anderen  veränderlich  sein  konnte.  Auf  der  Axe  des  Stabes,  die 
man  etwa  als  den  Ort  der  geometrischen  Schwerpunlite  der 
Querschnitte  definiren  kann,  zahlen  wir  in  einer  beliehigen  Rich- 
tung und  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  aus  die  Abscisse  x. 
Es  wird  vorausgesetzt,  dass  man  von  den  Schwankungen  der 
Temperatur  u  innerhalb  eines  Querschnittes  absehen  kann.  Die 
Temperatur  ü  der  Umgebung  kann  in  diesem  Falle  angesehen 
werden  als  eine  Function  von  x  und  von  t. 

Man  erhält  die  Differentialgleichung  am  einfachsten,  wenn 
man  den  Wärmegewinii  eines  Elementes  dieses  Stabes  von  der 
unendlich  kleinen  Länge  dx  während  des  Zeitelementes  dt  be- 
rechnet. Ist  k  die  Leitfähigkeit,  die  auch  eine  Function  von  x 
sein  kann,  so  tritt  durch  den  ersten  Querschnitt  dieses  Elementes, 
dessen  Fläche  q  gleichfalls  eine  Function  von  x  sein  kann,  eine 
Wärmemenge  ein,  die  durch 

(1)  —  qlc  —  dt 

ausgedrückt  ist,  und  durch  den  letzten  Querschnitt,  der  der  Ab- 
scisse X  ■-\-  dx  entspricht,  fliegst  die  Wärmemenge  von  der  Grösse 

(2)  ~  Ull^  +  ^4^<i»  U. 

in  der  Richtung  der  positiven  x,  also  aus  dem  Element  heraus. 
Ausserdem  aber  tritt  noch  durch  die  Oberfläche  des  Elementes 
gegen  die  Luft  eine  gewisse  Wärmemenge  aus,  die  nach  den 
Voraussetzungen  von  |.  33,  IV,  zu  bestimmen  ist.  Bedeutet  l  den 
Umfang  eines  Querschnittes  g,  so  ist  Idx  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung  die  Grösse  der  Oberfläche,  und  wenn 
also  h  die  äussere  Leitfähigkeit  bedeutet,  so  ist  diese  Wärme- 
menge 

(3)  U(ti—  ü)  dxdi. 

(1)  ist  der  Gewinn,  (2)  und  (3)  sind  der  Verlust  an  Warme, 
und  folglich  ist  der  ganze  Gewinn,  der  zur  Temperaturerhöhung 
verwandt  wird, 

(4)  —U{u—  V)    dxdt 
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Wenn   nun  c  und  p  specifische  Wärme  und  Dichtigkeit   be- 
deuten, so  ist  diese  Wärmemenge  gleich 

(5)  cy  —  (iäx  dt, 

und  es  ergiebt  sich  also  die.  Differentialgleichung: 

"■  «"CsT  =  -»—-"  (»-'"■ 

Wollen  wir  auch  den  Fall  berücksichtigen,  dass  im  Inneren 
des  Leiters  noch  Wärme  durch  Umsatz  von  Energie  erzeugt 
wird,  so  tritt,  wenn  A  die  in  der  Volum eneinheit  und  der  Zeit- 
einheit erzeugte  Wärmemenge  ist,  an  Stelle  von  Y,  die  all- 
)  (jleichung 

„    .  du 

<^&^  =  ^<i^ — ^^-■^-  —  ^*^  («  "  ^')- 
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Sechster  Abschnitt 

Probleme  der  Wärmeleltung,  die  nur  von  einer 
Coordinate  abhang'ig  sind. 


Die  Temperatur  ist  nur  von  einer  Coordinate   abhängig. 
Unbegrenzter  Körper. 

Um  die  allgemeine  Theorie  auf  besondere  Fälle  anzuwenden, 
machen  wir  die  Änuahme,  dass  die  Coefficienten  h,  p,  c  (Leitfähig- 
keit, Dichtigkeit,  specifische  Wärme)  Constanten  sind,  und  wenden 
alao  zunächst  die  Differentialgleichung  für  die  Temperatur  in  der 
Form  §.  32,  Je 

(1)  ||  =  «-^« 

an,  worin  a^  =  fe/cp  eine  positive  Constante  ist,  Wir  wollen 
diese  Gleichung  aber  zunächst  noch  weiter  vereinfachen  durch 
die  Annahme,  dass  m  nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  ab- 
hänge, alao  die  Diti'erentialgleichung  (1)  die  Form  habe: 

(2)  l^=«'l^- 

•  ^  ot  OX^ 

Dies  setzt  voraus,  dasa  wir  uns  den  Leiter  in  der  Richtung 
der  i/^-Ebene  unendlich  ausgedehnt  vorstellen. 

Aber  auch  die  Differentialgleichung  für  die  Wärmebewegung 
in  einem  Stabe  läast  sich  auf  diese  Form  bringen,  wenn  wir  die 
Temperatur  der  Umgebung  U  und  die  äussere  Leitfähigkeit  h 
und  den  Querschnitt  q  constant  annehmen.  Es  lautet  nämlich 
unter  diesen  Voraussetzungen   die  Differentialgleichung   §.  35  V: 
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worin  &*  =  fei  :  cpg  eine  zweite  Constante  ist. 
Setzt  man  aber 

du  j^jj   /dV   ,  2    \         d^U  __         ^aj  d^  V 

so  geht  (3)  in 

Über,  was  mit  (2)  der  Form  nach  übereinstimmt. 

Wenn  wir  uns  den  Körper  auch  in  der  Eicbtung  der  ai-Axe 
unendlich  ausgedehnt  denken ,  so  fällt  die  Grenzbedingung  weg, 
und  die  Function  w  ist  durch  (2)  und  durch  den  Anfangszustand 
völlig  bestimmt. 

Um  das  allgemeine  Integral  i^eser  Differentialgleichung  zu 
finden,  wenden  wir  die  Methode  der  particularen  Lösungen  an. 

Man  sieht  nämlich  leicht,  dass  die  Dift'erentialgleichung  (2) 
befriedigt  ist,  wenn  für  m  eine  der  Functionen 

ß— j'o=t  coaJ-a;,  e"^'"*' sin  A3: 
gesetzt  wird,  worin  A  eine  willkürliche  Constante  ist,  die  positiv 
vorausgesetzt  werden  kann.  Jede  dieser  Lösungen  können  wir 
mit  einem  willkürlichen  constanten  Factor,  der  eine  Function 
von  A  sein  kann,  multipliciren ,  und  die  Summe  aller  dieser 
GUeder  nehmen.  Wir  erhalten  so,  wenn  A  und  B  willkürliche 
Functionen  von  i.  sind,  eine  allgemeine  Lösung  von  (2): 

(5)  u  =  {  {Äcoslx  ^  Büalx)e-^-"'''dX, 

und  nun  sind  diese  Functionen  A,  B  so   zu  bestimmen,  dass  u 
für  (  :=  0  in  den  gegebenen  Anfangszustand  ^(x)  übergeht. 

Es  ist  aber  nach  dem  Fourier' sehen  Lelirsatze  [Bd.  I, 
§.  "  (9)] 

(6)  S(a;)  =  i  \  dl  f  « {«)  cos  1  («  —  l)  d  «, 
und  dies  soll  nach  (5)  gleich 
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(7)  \  (Aco&Kx  -\-  B sin }.x)dl 

werden.     Die  Vergleicliung  von  (6)  und  (7)  ergiebt  aber 

und  wenn  wir  dies  endlich  in  (5)  einsetzen,  so  erlialten  wir 

(8)  M  =-  [  e-'^^'^dl  [  ^{a)coiiX(a  —  x)da, 

wodurch  «  als  Function,  von  (  und  x  dargestellt  ist. 

Dieser  Ausdruck  für  m  ist  aber  fdr  viele  Zwecke  noch  nicht 
geeignet  und  wir  formen  ihn  noch  um.  So  lange  nämlich  f  >.  0 
ist,  ist  es  gestattet,  in  (8)  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
zukehren, und  also  zu  setzen 

(9)  M  —  -  [  ^(w)dK  I  e-'-'"''  coak{a  —  x)äL 

Hier  lässt  eich  nun  die  Integration  in  Bezug  auf  X  nach 
Formel  Bd.  I,  §.  61  (7)  ausführen,  wonach 

g—i.at C03 f,{a- —  X)  dl  z=^  —  1/ -^  e      ■"'  ' 

ist,  und  es  ergiebt  sich  also 

(10)  «  =  ;~r-,  \<i>i<i)<r"' ä«. 

2a\nt    J 

Zu  dieser  Formel  kann  man  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  bemerkt,  dass  die  Function 

(U)  4=  e"^V 

für  ein  unbestimmtes  a  ein  particulares  Integral  der  Differential- 
gleichung (2)  ist. 

In  der  Formel  (10)  führen  wir  nun  eine  neue  Integrations- 
variable ß  ein  durch  die  Substitution 

und  erhalten: 
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(12)  u  =  4-     \  0(x  4-2  ßail^e-t^dß, 

]'  n    i 

woraus  man  wieder  unmittelbar   ersieht,    dass   m  für  i  =  0   in 
0{x)  Übergellt. 

Die  Formel  (12)  hat  vor  (8)  noch  den  Vorzug,  daas  (8)  nur 
dann  anwendbar  ist,  wenn  das  nach  a  genommene  Integral  einen 
Sinn  hat;  dazu  ist  nothwendig,  daes  *(«)  im  Unendlichen  ver- 
schwindet. Das  Integral  (12),  von  dem  man  leicht  auch  direct 
nachweist,  dass  es  der  Differentialgleichung  (2)  genügt,  ist  an 
diese  Beschränkung  nicht  gebunden. 


§■  37. 
Begrenzter  Körper. 

Die  Formel  (10)  oder  (12)  §.  36  kann  in  mancheij  Fällen 
auch  dienen,  um  das  Wärmeproblem  für  einen  begrenzten  Körper 
zu  lösen,  dann  nämUch,  wenn  es  gelingt,  die  Function  0  über 
den  Leiter  hinaus  so  fortzusetzen,  dass  die  Grenzbedingung 
identisch  befriedigt  wird.  Es  wird  dann  an  Stelle  des  begrenzten 
Körpers  ein  unbegrenzter  mit  einem  solchen  Anfangszustande 
aubatituirt,  dass  die  Wärmebewegung  in  einem  Theil  des  un- 
begrenzten Körpers  ebenso  vor  sich  gehen  würde,  wie  in  dem 
begrenzten  Körper. 

Wenn  wir  z.  B.  annehmen,  es  sei  der  Körper  bei  a;  ^^  0 
durch  eine  unendliche  Ebene  begrenzt,  und  im  Inneren  des 
Leiters  habe  x  positive  Werthe,  so  können  wir  für  negative  so 
die  Function  0{x)  aus  der  Formel  bestimmen: 

^(—  X)    =    —  -»  (3!), 

und  erhalten  dann,  wie  man  aus  der  Symmetrie  erkennt,  einen 
Zustand,  bei  dem  die  Temperatur  bei  x  =^  0  beständig  Null  ist. 
Macht  man  diese  Annahme  in  der  Formel  (10),   so  ergiebt  sich: 

(1)       .  =  ^ja.„(r^-r^W-),„, 

Odsr  in  (12); 
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(2)  »  =  -L  f  3i(2/3ciVT+a])i!-«"ti(S 

y  31 J    ^ 

Ist  z.  B.  die  Anfangstemperatur  $  (a:)  constant,  gleich  C,  und 
von  Null  verschieden,  während  die  Oberfiächentemperatur  hei 
X  ^=  0  auf  Null  gehalten  wird,  so  ergiebt  die  Gleichung  (2) 

(3)  u=-^i^e-^dß  =  ^^^^?^dß, 
oder  wenn  wir,  wie  im  §.  26  des  ersten  Bandes: 

(i)  e(x)  =  -^^,-fdß 

setzen. 

(5)  u  =  C&(—^). 

Die  Formel  (4)  zeigt,  dass,  wenn  die  Temperaturdifferenz 
zwischen  einem  Punkt  im  Inneren  des  Leiters  und  der  Oberfläche 
auf  einen  gegebenen  Bruchtheil  von  C  herabgesunken  sein  soll, 
der  Bruch  xjQ,a''^t  einen  gegebenen,  aus  der  Tafel  für  &(x)  zu 
entnehmenden  Werth  haben  muss.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich 
ist,  ist  also  mit  dein  Quadrate  der  Tiefe  proportional.  Soll  die 
Temperaturdifferenz  z.  B.  auf  die  Hälfte  herabgesunken  sein, 
80  musa 

—-^  --  0,477  ..., 

also  in  roher  Annäherung 


^©' 


sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  zwei  extreme  Fälle,  so  haben  wir 
{im  Gramm -Centimeter-Secunden- System) 
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für  Silber a  ^  1,850, 

für  Wisniiith a  =  0,046 1). 

Beim  Silber  würde  also  schon  nach  Vi  Secuncle  in  der  Tiefe 
Yon  1  cm  die  Temperatur  auf  die  Hälfte  gesunken  sein,  während 
in  der  Tiefe  von  1  nx  dazu  fast  eine  Stunde  erforderlich  wäre. 
Beim  "Wismuth  sind  die  entsprechenden  Zeiten  etwa  acht  Minuten 
und  l'/ü  Monate. 

Wir  heben  noch  die  Folgerung  hervor,  von  der  wir  später 
Gebrauch  zu  machen  haben,  dasa  die  Function 

(6)  rJ-^-"" 

eine  particulare  Lösung   der  Differentialgleichung   §.   36   (2)   ist. 

§.  38. 
Abkühlung  durch  Leitung  nach  aussen. 

"Wir  behalten  die  Voraussetzung  bei,  dass  der  Anfangszustand 
^{x)  nur  für  positive  x  gegeben  sei,  nehmen  aber  an,  dass  der 
Leiter  bei  x  =  0  mit  einer  "Umgebung  der  Temperatur  0  in  Be- 
rührung steht,  gegen  die  er  das  äussere  Leitvermögen  h  hat. 
Wir  haben  dann  die  Grenzhedingung  §.  33,  IV,  anzuwenden: 


(1) 

*^  =  *«, 

fflr  x  =  0. 

Wir 

nehmen  die  Lösung  nach 

§.  36  (10)  in  der  I 

'orm 

an; 

(2) 

.= 

=  ..;5-.  !(*<"'«  "■ 

'-r  +  t,(-„)e-'-T^' 

')ä 

", 

aus 

der 

wir  durch  Differentiation 

nacli  X  erlialteu: 

(3) 

S«  _ 

= 

jT,  [(»<"'  yi  '^'"''  - »(-"'  "ä^  »"""■•') '-' 


und  für  x 


')  Diese   Zatlen  sind  dem  Lehrbuch  der  Physili   i 
S.  451)  entnommen. 


y  Google 


AbküMung  duroll  Leitung  nach  b 


Den  letzteren   Ausdruck  formen   wir   durch    partielle   Inte- 
gration um.    Es  ergiebt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  a 


[«■(«) +  <!>'(-«)].    ."_[<ll(„)-<I>(-«)]e    ""2^,, 

worin  ^'  («)  die  Derivirte  von  0  (et)  ist.  Wir  bestimmen  nun 
*  ( —  ^)  zunächst  so,  dasB  0  (x)  bei  a:  =  0  stetig  ist,  d.  h.  so,  dass 
(7)  ■  ^(0)  =  0(—Q)^ 

und  dadurch  ergiebt  sich  durch  Integration  von  (6)  zwisciien  den 
Grenzen  0  und  » 

J  [«w  -  o(-<.)]rAi  ';-''Ji  =  j  [<s'(»)+4.'(~«)]ri^ä«, 

also  für  X  ^  0  nach  (5) 

Aus  (4)  und  (8)  folgt  nun,  dass  die  Bedingung  (1)  befriedigt 
ist,  wenn  #( — a)  aus  der  Gleichung 

(9)  #■(„)  +  »■  (-«)  =  !  [9  («)  +  »  (-  »)] 

bestimmt  wird.  Dies  ist  eino  lineare,  aber  nicht  homogene 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Function  0(^^a): 

^^^^      — hr  + 1  ^*~ "'  =  ^  '^"^  ~  F  ^^'*^' 

die  sich  nach  Bd.  I,  §.  62  leicht  integriren  läast.  Die  Constante 
wird  aus  der  Bedingung  (7j  bestimmt,  und  so  ergiebt  sich: 

(U)    0(~k)  =  e"^"  L'^^  (0'  (x)  —  ^0{x)\dx-\^0(O)e^'^\ 

was  sich  durch  die  partielle  Integration 
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auf  die  Form  bringen  lasst: 

Jl      —La    t'  —I 

(12)  ©(—«)  =  ^(w)  —  2  ^e     ''     \^{x)e''    dx. 

Diese  Form   Yerdient  vor   der  Form   (11)   den  Vorzug,  weil  sie 
nicht  mehr  den  DifferentialcLuotienten  der  Function  ^{x)  enthält. 
Um    ein    Beispiel    durchzuführen,    nehmen    wir    auch    hier 
0(x)  ^=  C,  d.  h.  constant  an.     Dann  erhält  man  ana  (12) 

(13)  #(— «)  =  C(2r^"—  1), 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  (2)  einsetzt,  so  folgt 

(14)  ,.  =     -^_ 


+  2  [.-'"•? 


Den  Exponenten  des  letzten  Integrals  in  (14)   ergänzen   wir 
zu  einem  Quadrat,  indem  wir  setzen: 

und  dann  lässt  sich  alles  auf  die  Function  ®{x)  [§.  37  (4)]  zu- 
rückführen. Wir  substituiren  in  den  drei  Integralen  der  Formel 
(14)  der  Reihe  nach 

«  =    '"  fl;  +  2ttVTft 

oi,  =  —  X  -\-  2a}'lß, 


«  =  — I 

-^;''.,  +  2aV7ft 

sich  ergiebt; 

''•dß--^^e-,'i, 

„ 

WJ            r.TT 

'i^'*^^^   je-ß-dß. 
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oder  mit  Benutzung  der  Formeln  (Bd.  I,  §.  26): 

I  i-fdß  =  j  e-fdß  -  I  i^fdlS  =  5^  [1  -  ®W], 

Setzt  man  hierin  x  =  0,    so   erhält  man   die   Oberflächen- 
temperatur M  als  Function  der  Zeit: 


(16) 


i=c.-'[i-«(^VT)]. 


Wenn  seit  dem  Anfang ezustand  eine  hinlängliche  Zeit  ver- 
flossen ist,  so  kann  man  für  die  Function  0  die  in  Bd.  I,  §.  26 
(14)  gegebene  Entwickelung 

■''"Vi         ^J7(«)(2»)"  +  ' 
anwenden,  und  erhält 

(171        7,-r  ^  V  (-!)■-" (2»)/     *     Y"+' 

(17)     » -  <-  -p  2.    ff(Ä)    1,^4  yr;    ' 

uiid^wenn  der  Anfangszustand  in  einer  unendlich  fernen  Ver- 
gangenheit liegt,  kann  mani^eich  hier  auf  das  erste  Glied  be- 
schränken, und  erhält 

als  Ausdruck  fiir  die  0  b  er  fläch  entern  [i  er  atur. 


§.  39. 
Berührung  heterogener  Körper. 

Dieselbe  Methode  kann  auch  angewandt  werden  auf  den 
Fall,  dass  zwei  sonst  unbegrenzte  heterogene  Leiter  1,  2  in  der 
Ebene  a;  =^  0  an  einander  grenzen.  Der  Einfachheit  halber  soll 
hier  nur  der  Fall  berücksichtigt  werden,  wo  die  Temperatur  an 
der  Grenze  sich  momentan  ausgleicht,  also  die  Grenzbedingung 
8.  33  lila: 
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(1)  u^  =  Mä,         h  —^'  =  k^    g— 

gilt. 

Im  Körper  1  möge  x  negativ  sein,  im  Körper  2  positiv. 
Die  Anfangstemperaturen  Ci,  C^  sollen  als  constant  vorausgesetzt 
werden.  Hier  müssen  die  Functionen  «i,  m^  jede  für  sich  be- 
stimmt werden.  Von  den  Functionen  ^i(a;),  ^^(a^),  die  die  An- 
i'angBwerthe  von  m,  und  %  darstellen,  ist  die  erste  nur  für  nega- 
tive, die  zweite  für  positive  x  gegeben.  Denken  wir  uns  für  den 
Äugenblick  den  ganzen  Raum  nur  mit  der  Substanz  1  erfüllt,  so 
können  wir  den  Versnob  macben,  einen  Anfangszustand  ^j,(ic) 
im  ganzen  Kaum  so  anzunehmen,  dass  ttj  für  negative  x  so 
ausfällt,  wie  es  in  dem  gestellten  Problem  wirklich  der  Fall  ist, 
und  können,  wenn  0i{x)  bekannt  ist,  Wi  nach  §.  S6  bestimmen. 
Ebenso  denken  wir  uns  ^i(x)  für  den  ganzen  Raum  be- 
stimmt. Diese  Functionen  ^^(x),  ^3(2;)  sind  aus  den  Grenz- 
bedingungen (1)  zu  bestimmen. 


Wir  wollen  versuchen, 
nähme 

0^(x)  =  Gl,     X  <:  0; 
0^(x)  =  C;,     X  <0; 


(2) 


zu  genügen,  worin   Ci, 
halten  aus  §.  36  (12) 


m   Forderungen  durch  die   An- 

0i(x)  =  c;,   X  >  0, 

0^(x)  =  Ca,     a;  >  0, 
C'i,  Ca,  Ca  Constanten  sein  sollen,  und  er- 


tnVT 

und  mit  Benutzung   des  Functionszeichons  ®(x)  [§.  37  (4)]   und 
der  Relation  &(x)  =  —  ®( — x): 

(3)  «.  =  ^  (C,  +  CO  + 1  (C.  -  CO  8  {:^-^i), 

und  ebenso 

(4)  .,  =  I  (C.  +  C3  +  J-  (c,  -  «)  e  (-^)  ■ 
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Nun  ergeben  die  Grenzbedingungen  (1)  für  x  ^  0,  wenn  man 
eine  neue  Constante  Co  einführt,  deren  Bedeutung  die  gemein- 
schaftliche Temperatur  der  beiden  Leiter  an  ihrer  Berührnngs- 
fläche  ist 

(5)  C;  -\-  6\  ^  C,'  4-  Cg  =  2  C,. 

(6)  ^  (C;  _  CO  +  ^  (Ci  —  G,)  =  0. 

Es  ist  aber  nach  der  Definition  von  a^  [§.  32  (7)] 

fei  rj fcs I-. 

und  es  ergiebt  also  die  Gleichung  (6)  mit  Benutzung  von  (5) 

y  fet  Ci  Pi  -j-  //%  Ci  pa 
und  aus  (3)  und  (4)  erbalten  wir  noch 

M,  =  Co  —  {C,  ~  CO  0  ('^'%) 
(8,  ^^-»^'^ 

..  =  0.-(C.-C.)«(-^^,-.). 

Hierdurch  sind  die  Grenzbedingungen  (1)  befriedigt,  und  für 
den  Anfang  i  =  0  ergiebt  sich  m,  ^=  Ci  für  negative  a:  und 
«3  =  Cji  für  positive  x.  Diese  Anfangetemperaturen  C,  und  C^ 
können  beliebig  gegeben  sein. 

Nach  unendlich  langer  Zeit  haben  beide  Körper  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  die  Temperatur  Co  angenommen.  An  der 
Berührungsstelle  selbst  stellt  sich  diese  mittlere  Temperatur 
momentan  her. 

Man  kann  auf  ähnliche  Weise  dm  Problem  unter  der  all- 
gemeineren Grenzbedingung  §.  33,  IK  behandeln: 

(9)         i,|j=S,|^=_t(„,_.,)fflrj  =  0; 

man  setzt  dann  die  den  Anfangszustand  darstellenden  Functionen 
^i(x),  *a(a;)  in  der  folgenden  Weise  fort: 

$i(a;)  =  Ci,  ^i{x)  =  Ca  +  Ca'e™^"    für  a:  <  0; 

$1  {x)  =  CI  -f  CI'  e™i-,     *3  (x)  =  C,  für  a;  >  0, 

worin  CI,  Ci',  Ca,  Ca,  m,,  m^  Constanten   sind,   für  deren   Be- 
stimmung man  aus  (9)  gewisse  lineare  Gleichungen  erhält.     Wir 
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■wollen  nur  die  Endformeln  angeben,  von  denen  man  nachträglich 
leicht  beweist,  daes  sie  allen  nothwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  genügen.     Es  ergiebt  sich; 

.,  =  C.-(C.-C.)«(^-?^) 
».  =  C.-(C.-C.)«(— ^.^) 

-(c.-c.)rf-'[i-«(-?^-,  +  »Vi)], 

worin  Co  durch  (7)  bestimmt  ist  und 
(11)  m  =  »ii«!  ■=  in^a 


zn  setzen  ist.     Für  a:  =:  0  erhalten  wir  hieraus: 

«•  =  C.  -  {C.  -  C,)e-  11  -  S(.»Vi)], 

11}  =  C.  —  (C.  —  C,)e»"  [1  —  «(»'Vi)], 
also; 

(13)       (»•  -  .})  =  (C,  -  c.)«""[i  -  e(».i/T)] 

Es  bleibt  also  hier  die  Unstetigkeit  an  der  Stelle  x  z=  Q 
bestehen,  sie  nimmt  aber  mit  der  Zeit  allmählich  ab  und  nähert 
sich  der  Grenze  Null.    Der  Endzustand  f ür  f  =  co  ist 

Wi    ^   Mj   =   Co  1). 

$.40. 

Die  Temperatur  der  Oberfläche  ist  eine  Function  der  Zeit, 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  einen  durch  die  Ebene  55  :^  0 
begrenzten  Körper  und  nehmen  an,   die  Temperatur   der   Ober- 

')  H.  "Weber,  Viertel]  ahrssohrift  der  naturfor  ach  enden  Geaellaoliaft  in 
Zürich,  Mai  1871,  und  Naohricliten  der  Gesellschaft  der  Wissen  soll  aften  ku 
Göttingen  1893. 
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fläche  sei  eine  gegebene  Function  der  Zeit,  (p  (f).  Ausserdem  sei 
die  Anfangstemperatur  eine  gegebene  Function  0(!c)  von  x.  Es 
ist  also  eine  Function  u  zu  finden,  die  für  positive  t  und  x  der 
Differentialgleichung 

du  d^u 

genügt,  und  den  beiden  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  *(a;)jfiir    t  =  0, 

(3)  «  =  y  (t)     für    X  ^  0. 

Die  allgemeine  Aufgabe  läset  sich  zunächst  in  zwei  einfachere 
zerlegen:  Nehmen  wir  an,  es  seien  zwei  Functionen  u',  u"  ge- 
funden, die  beide  der  Differentialgleichung  (1)  genügen,  aber  den 
Nebenbedingungen 

u"  =  ^{x)  u"  —  0 

90  genügt  offenbar  m  =  m'  +  u"  den  Bedingungen  (1),  (2),  iß\ 
und  die  Aufgabe  ist  gelöst.  Die  Function  u"  ist  aber  bereits  im 
§.  37  bestimmt,  und  es  kommt  also  nur  noch  auf  u'  an.  Hier- 
durch ist  die  allgemeine  Aufgabe  auf  den  speciellen  Fall  zurück- 
geführt, dasB  die  Function  0(x)  =  0  ist,  und  wir'nehmen  also 
die  Nebenbedingungen  für  u  jetzt  in  der  Form  an: 

(4)  u  =  0  für  (  3^  0        a;  >  0, 

(5)  V,  =  cp(t)         „    X  z=  0         f  >  0. 

Wir  betrachten  die  Function  u  als  Grenzfall  einer  anderen 
Function,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Oberflächentemperatur 
nicht  als  stetige  Function  von  f,  sondern  in  Zeitintervallen  con- 
stant  und  also  von  einem  Intervall  zum  nächsten  sich  sprung- 
weise ändernd  annehmen. 

Es  seien  also 

(6)  t  =  0,  t-,,  4  .  .  .,  f„  .  .  . 

eine  Reihe  aufeinanderfolgender  Zeitpunkte,  und  in  dem  Zeit- 
intervall 

(7)  t.  =  t.^1  —U 

soll  die  Function  i;p  (t)  den  constanten  Werth 

(8)  q>it,)  =  c. 
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Auch  diese  Aufgabe  zerlegen  wir  noch  weiter. 
Es  werde  eine  Function  «^  durch  folgende  Bedingungen  be- 
stimmt.   Es  soll  M,  der  Differentialgleichung  (1)  mit  der  Neben- 
bedingung (4)  genügen,  und  es  soll 


(9) 
(10) 

M. 

=  0 

für    ( 
für     (, 

<tr     und 

l  >  ( 

i 

für  X  = 

■-  0 

sein. 

Sind  die  Functioneu  «v  diesen 

Bedingungen 

.  gemäss 

für 

f  =  0,  1, 

...  n 

bestimmt, 

so  ist 

(11)  u  =  u,+u,  H \-u„_, 

eine  Function,  die,  so  lange  t  ■<  i„  ist,  den  Bedingungen  (1),  (4), 
(5)  mit  der  Bestimmung  (8)  genügt. 

Denn  ist  a;  =  0  und  t^  <it  <i  i^  +  i,  so  sind  alle  Glieder  der 
Reihe  (11),  mit  Ausnahme  von  Uy,  gleich  Null  [nach  (9)],  und  u^ 
ist  =  Cr  [nach  (10)]. 

Um  nun  u,  zu  finden,  definiren  wir  eine  Function  %(x,  t) 
durch  die  Bestimmung 

(12)  x(^.0  =  0'         *^0, 


2aYT 

Für  jedes  constante  t  ist  %(x,t)  eine  stetige  Function 
von  X,  und  für  jedes  positive  x  ist  es  a,uch  eine  stetige  Function 
von  *,  dagegen  ist  x(Oi  *)  ßii^  unstetige  Function  von  (;  denn 
sie  geht  beim  Durchgang  durch  ( :^  0  plötzlich  von  0  zu  1. 

Diese  Function  genügt  im  Innern  der  Gebiete  x  t>  0,  t  ^  0 
und  a;  >  0,  (  <:  0  der  Differentialgleichung  (1)  (nach  §,  37). 

Daraus  ergiebt  sich  dann,  dass  auch 
(13)  M,  =  Cv [X (^,  t  —  t,)~xi^>t~U  +  i)J 

erstens  der  Difterentialgleichung  (1)  genügt,  zweitens  (für  f  =  0) 
[wegen  (12)]  der  Bedingung  (4),  endlich  aber  auch  für  a;  =  0 
den  Bedingungen  (9),  (10).  Denn  ist  t  <  U,  so  sind  für  a;  =^  0 
beide  ^-Functionen  in  (13)  gleich  0,  ist  (>.  t,  +  i,  so  sind  sie  beide 
=  1  und  liegt  (  zwischen  U  und  f,. +  i,  so  ist  die  erste  =^  1,  die 
zweite  =  0.     Daraus  erhalten  wir  nach  (8)  und  (H) 
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(14)  »  =  2  fW&t»^'  '  "  '•)  -  '!(»''  '  -  <•  +  ')]■ 

Wollen  wir  daraus  die  Function  m  für  den  Fall  ableiten, 
dasB  die  Aenderungen  an  der  Oberfläche  stetig  vor  sich  gehen, 
80  müssen  wir  die  Intervalle  t,  unendlich  klein  und  ihre  Zahl 
unendlich  gross  annehmen.     Dann  wird 

^  d_z  jx,  ^  — t,.+o 

et 
und  die  Summe  (14)  wird  ein  Integral 

,8i;(^,i-9),. 


.  =  JtW- 


wenn  &  die  Integrationavariable  ist. 

Diese  Formel  gilt,  so  lange  i  <  f«  ist.  Bedenkt  man  aber 
noch,  dass  ^{a;,  i  ■ —  &)  gleich  Null  ist,  wenn  S'  >  i  ist,  so  kann 
man  den  Theil  des  Integrals  von  i)'  =  f  bis  0  =  t„  weglassen, 
und  erhält 


(15) 


,a,(M^*). 


Es  ist  aber  nach  (12) 

dx{x,t-d-)  ^ ^ ^-i^^> 

und  demnach  ergiebt  sich  aus  (15) 

(16)  u  =r  ^^=  [q)(*)e''"('-*>  (f  —  ^)~^  (19 


§■  41. 
Verification  des  Resultates. 

Um  die  Grenzübergänge,  durch  die  wir  zu  der  Formel  (16) 
gelangt  sind,  alle  streng  zu  rechtfertigen,  wären  weitläufige  Be- 
trachtungen  nothwendig,    die   wir   umgehen   können,    wenn   wir 


y  Google 


106  Sechster  AbBchnitt.  §.  41. 

nachträglich  zeigen,  daas  die  gefundene  Formel  allen  an  die 
Function  w  gestellten  Forderungen,  nämlich  der  Differential- 
gleichung (1)  und  den  Nebenbedingungen  (4),  (5)  in  §.  40  ge- 
nügt, durch  die  ja,  wie  wir  wissen,  die  Function  u  eindeutig  be- 
stimmt ist. 

Um  zunächst  nachzuweisen,  dass  die  Differentialgleichung  (1) 
befriedigt  ist,  haben  wir  die  Formel  (16)  nach  t  zu  differentiiren. 
Hierbei  kann  das  (jlied,  welches  von  der  Differentiation  nach  der 
oberen  Grenze  herrührt,  wegbleiben,  weil 


e    '^«Ht-»)  ((  —  3-)    2 

für  &  =  t  verschwindet. 

Es  ergiebt  sich  also  durch  einfache  Rechnung 

Denselben  Ausdruck  findet  man   aber   auch   aus  (16)  §.  40 

für  a^  ^ — -  durch  zweimalige  Differentiation  nach  x.    Es  ist  also 

die  Differentialgleichung  (1)  befriedigt. 

um  auch  die  Erfüllung  der  Sebenbedingungen  nachzuweisen, 
geben  wir  dem  Ausdruck  u  noch  eine  andere  Gestalt,  die  auch 
an  sich  von  Interesse  ist,  indem  wir  in  dem  Integral  eine  neue 
Variable  substituiren.     Wir  setzen  nämlich 


'  2«V(  —  & 

da  =  ~  ((  — s-)-=Ät;ö 


und  finden 


(2)  »  =  ^fK'- 


woraus  man  unmittelbar  sieht,  dass  die  Bedingungen  (4),  (5)  des 
vorigen  Paragraphen  beiriedigt  sind. 
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§■  i2. 


l^ie  Oberflächentümperatur  ist  eine  periorlische  Function 
der  Zeit.     Anwendung  auf  die  Erdtemperatur. 

Man  kann  die  Aufgabe,  mit  der  sieb  die  beiden  letzten  Para- 
graphen beschäftigen,  noch  auf  eine  zweite  Art  angreifen,  die 
sich  besonders  dann  empfiehlt,  wenn  die  Temperatur  der  Ober- 
fläche eine  periodische  Function  der  Zeit  ist. 

Im  §.  36  haben  wir  die  particularen  Integrale 

(1)  g— ««oBi  QQsax,         ß—a^nft  sinaa; 

zum  Ausgangspunkt  genommen,  und  diese  lassen  sich  vereinigen 
zu  dei  einen  Foimel 

(2)  '-"  ■  '-'".   ^ 

Nun  genügt  ilieaei  Auudiuck  der  Differentialgleichung  §,  36 
(1)  auch  dann  noch,  wenn  dei  Factor  von  t  im  Exponenten 
imaginär  angenommen  wud,  wodurch  (2)  in  eine  periodische 
Function  von  t  übergeht     'setzen  wir  also 

so  erlialten  wir  als  pxiticulaies  Integral 

Nehmen  wir  hiervon  den  reellen  Theil,  und  fügen  noch  einen 
Constanten  Factor  hinzu,  so  erhalten  wir  ein  particulares  Integral 
der  Wärmegleichung  in  der  Form 

(3)  u  =  Ce^^^^'  cos  (nt-xy~^- 

Die  Temperatur  der  Oberfläche  a;  ^^  0  ist  hier   eine   periodische 
Function  von  t: 

(4)  (p(t)  =  CoQsnt, 

bei    der   die   mittlere  Temperatur  =  0   ist,    während   ±  G  das 
Maximum  und  das  Minimum  sind.    Die  Periode  ist 

(6)  T=~. 

Wir  können  hier  auch  den  Cosinus  durch  den  Sinus  ersetzen, 
was  mit  einer  Yerlegung  des  Anfangspunktes   der  Zeit   gleich- 


y  Google 


108  Sechster   Abschnitt.  §.  42. 

bedeutend  ist,  und  können  mehrere  verschiedene  Werthe  von 
n  und  C  nehmen.  Die  so  gewonnenen  verschiedenen  Ausdrücke 
von  tt  kann  man  addiren  und  erhält  so  Lösungen  für  compli- 
cirtere  periodische  Temperaturfunctionen  an  der  Oberfläche.  Man 
kann  sogar  durch  Anwendung  der  Fourier'schen  Reihe  einen 
willkürlichen  Anfangszuetand  berücksichtigen  oder  mehrere  ver- 
schiedenartige Perioden  superponiren. 

Wir  können  diese  Formeln  näherungsweise  auf  die  Tempe- 
ratur der  Erde  anwenden,  wenn  wir  ein  nicht  zu  grosses  Stück 
der  Erdoberfläche  als  eben  und  die  Temperatur  dieses  Ober- 
flächenstückes als  vom  Ort  unabhängig  betrachten.  Es  ist  dann 
X  die  Tiefe  unter  der  Oberfläche  und  die  Oberflächentemperatur 
ist  im  Laufe  eines  Tages  und  eines  Jahres  periodischen  Ver- 
änderungen unterworfen.  Es  kann  dann  T  entweder  die  Jahres- 
länge oder  die  Tageslänge  bedeuten. 

Die  Formel  (3)  zeigt,  dass  die  Temperatur  m  in  jeder  Tiefe 
dieselbe  Periode  T  hat,  dass  aber  die  Amplitude,  d.  h,  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Maximum  und  dem  Minimum  nach  der  Tiefe 
hin  abnimmt,  und  zwar  im  geometrischen  Verhältniss,  wenn  die 
Tiefe  im  arithmetischen  Verhältniss  wächst.  Es  werden  also  in 
einer  gewissen  Tiefe,  die  von  der  Leitfähigkeit  und  von  dor  Länge 
der  Periode  abhängig  ist,  die  Temperaturschwankungen  nicht 
mehr  merklich  sein. 

Ein  Maximum  der  Function  M  findet  statt,  wenn 

und  m  eine    ganze  Zahl  ist,  und  man  sieht  also,  dass  sich  die 
Maxim a  mit  der  Geschwindigkeit 


iia'n    =    2«|/|, 


in  die  Tiefe  fortpflanzen,  dabei  aber  an  Stärke  verlieren.  Diese 
Fortpflanzungegeschwindigkeit  wächst,  wenn  die  Periode  abnimmt. 
Die  Tages-Masima  pflanzen  sich  also  schneller  fort  als  die  Jahres- 
Maxim  a '3 . 


1)  W,  Thomaon,  On  the  reduction  o£  ohservatiüns  of  undergrounct 
temperature.  On  tlie  seuular  cooling  of  the  earth.  Mathem.  and  phys. 
papars  vol.  III. 
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Vergleichung  der  beiden  Lösungen. 

Wir  haben  bisher  auf  den  Anfangazuatand  keine  Rücksicht 
genommen.  Die  Formel  (3)  §.  42  ist  einem  ganz  bestimmten 
Anfangs  zustand 


(1)  ...  =  c. 


-Vi^. 


^ih 


angepasst.  Wollen  wir  das  Problem  für  einen  beliebigen  An- 
fangBzustand  lösen,  so  haben  -wir  noch  eine  Temp er aturverth eilung 
hinzuzufügen,  bei  der  der  Anfangszustand  beliebig  und  die  Tempe- 
ratur an  der  Oberfläche  =  0  ist,  die  wir  nach  §.  37  finden  können. 
Wir  erhalten  so  nach  §.  42  (3)  und  §.  37  (1)  eine  Tempe- 
raturvertbeilung,  wenn  wir  0^1  setzen: 

(.)  .  =  rV^-™(„,_|/^.) 

die  der  Ob erflachenbe dingung 

(3)  M  =  cosmf, 
und  der  Anfangsbedingung 

(4)  ...  =  rVi^-'  ™s  j/^^  x  +  tix) 

genügt,  worin  ^(x)  eine  willkürliche  Function  ist. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Einüuaa  des  Änfangszustandes 
mit  der  Zeit,  freilich  sehr  langsam,  verschwindet,  und  dass  die 
Wärmebewegung  sich  mehr  und  mehr  einem  rein  periodischen 
Vorgang  nähert,  der  in  (3)  des  vorigen  Paragraphen  dargestellt 
ist.     SoU  die  Anfangstemperatur  =  0  sein,  so  haben  wir 

zu  setzen.  Für  diese  Annahme  lässt  sich  aber  die  Function  %i 
auch  nach  der  Methode  der  §§.  40,  41  bestimmen,  und  es  ist  von 
Interesse,  beide  Resultate  zu  vergleichen.  Wir  erhalten  nach 
der  Formel  (2),  §.  41,  wenn  wir  darin  (f{t)  =  cosm(  setzen: 
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:  -;=       COSBJf  —  ■,      ■  ■    )  «-"'  da 


oder 


(6)  «  =  y7«»"'J 


-1 — p=  sin  n(      e-"^  sin  -r-;r— ,  '^w- 
'     y^  J    ^  4«äo;-^ 

Hier  besteht  jedes  Glied  aus  einem  pfiriodisclien  Factor  coswf, 
&'mnt,  und  aus  einem  nicht  periodisclien  factor,  der  sich  mit 
wachsender  Zeit  einer  bestimmten  von  t  unabhängigen  Grenze 
nähert.  Diese  findet  man,  wenn  man  in  den  Integralen  die 
untere  Grenze  gleich  Null  setzt,  und  so  erhält  man  den  rein 
periodischen  Zustand,  der  sich  einstellt,  wenn  der  Anfangszustand 
nicht  mehr  merklich  ist; 

(7)  u  =  -==  coswt      e-""^  cos     ■  ;,  ■  d',K 


-\-  -==  sinnt      (r-"""  sin  ,    „   -  dw. 
Dies  muss  aber  nach  der  Formel  (2)  mit 

übereinstimmen,  und  man  erhalt  daraus  zwei  bestimmte  Integrale, 
nämlich,  wenn  man  zur  Abkürzung 


(8> 


yirJ 
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§.  44.  Begrenaung  durch  zwei  parallele  Ebenen.  Hl 

Man  erhält  diese  Formeln  auch  durch  Trennung  des  reellen 
vom  imaginären  Theil  aus  dem  Integral  Bd.  1,  §.12  (6),  wenn 
man  dort  2  g  =^  (1  -j-  i)^  setzt  und  p  reell  und  positiv  an- 
nimmt. Die  Zulässigkeit  dieses  Verfahrens  kann  man  durch  die 
Sätze  über  die  Integration  auf  complexem  Wege  nachweisen. 


Begrenzung  durch  zwei  parallele  Ebenen, 

Wir  gehen  zu  einem  Körper  über,  der  von  zwei 
Ebenen  a;  ^=  0  und  a:  :^  c  begrenzt  wird.  Die  Temperatur  soll 
nur  von  der  a;-Coordinate  abhängen,  also  in  allen  Punkten  einer 
zur  x-Axe  rechtwinkligen  Ebene  dieselbe  sein. 

Die  Aufgabe  lautet  jetzt: 

Die  Function  n  so  zu  bestimmen,  daas  sie  die  partielle  Diti'e- 
r  entialgleichun  g 

^'  dt  dx^ 

erfülle  und  die  Nebenbe dingungen 

(2)  u  =f{x)        für  t  =  0, 

(3)  M  =  ip{i)  ,,    a;  =  0, 

(4)  w  =^  i|;  (i)  „     X  =  c. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  durch  Zerlegung  in  mehrere  einfachere, 
indem  wir  setzen 


«1,  «5  und  Mä  sollen  der  partiellen  Differentialgleichung   (1)   ge- 
nügen.    Die  Nebenbedingungen  stellen  wir  folgendermaassen : 

für  i  =  0         Ml  =  /(.r),        «2  =  0,  «3  =  0' 

„    ^  =   0  M]   =  0,  U^z^  <p{t),        «3   =   0, 

,^    X   ■=:   C  il|    =^   0,  Mj    :=  0  U-i    =   !/'(()- 

Die  Functionen  u^  und  Mg  sind  nicht  wesentHcli  von  ein- 
ander verschieden.  Haben  wir  die  Function  u^  allgemein  ge- 
funden ,  80  ist  darin  nur  c  ■ —  x  statt  x  und  t^  (()  statt  ip  (i)  zu 
setzen,  um  Mj  au  erlangen. 
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§,  45, 


Gegebener  Anfangszustand.     Oberfläclientemperatur 
NuU. 

Aufgabe.  Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

geniige  und  die  Bedingungen  erfülle 

(2)  w  =  f{x)        für  t  =  0, 

(3)  M  =  0  „  ic  —  0, 

(4)  M  =  0  „  ^  ^  c. 

Eine  particuläre  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
(1)  ist  (§.  36) 

Diese  befriedigt  zugleich  die  Bedingung  (3).  Damit  auch 
die  Gleichung  (4)  erfüllt  werde,  haben  wir,  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  ac  ^  nie  zu  setzen.  Multipliciren  wir  dann  mit 
einer  YOrläutig  noch  unbestimmten  Oonstanten  A„,  setzen  der  Reihe 
nach  w  ^  1,  2,  3,  ,  .  .  und  aummiren ,  so  erhalten  wir  die  allge- 
meine Lösung 

(5)  «  =  2;^«    ^  »;«'"=». 

Die  Coefflcienten  müssen  noch  so  bestimmt  werden,  dass  die  Be- 
dingang  (2)  erfüllt  werde.  Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  f{x) 
nach  Bd.  I,  §.  33  in  die  unendliche  lieihe 


/w  =  S^. 


'da. 


Wir  haben  also  die  Lösung 
(I)      «  =  7  2;^       ^•■'    sm-^     /{«)sm^-d«. 
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Die  Reihe  convergirt  sehr  rasch,  weil  mit  wachsendom  n  die 
Exponentialgrösse  rasch  abnimmt.  Mit  zunehmender  Zeit  wird 
II  immer  kleiner  und  für  i  ^^  co  haben  wir  u  =  0.  Dann  ist 
also  die  Temperatur  constant  und  übereinstimmend  mit  der 
Temperatur  der  Oberfläche. 


Anfangstemperatur  Null.     Constante  Obcrflächen- 
t  e  ni  p  e  r  a  t  u  r  e  n. 

Aufgabe.     Die  Function  u  so   zu  bestimmen,  dass   sie   der 
partiellen  Diiferentialgleicliung 

^  '  dt  d  x^ 

Genüge  leiste  und  dün  Bedingungen 

(2)  M   =   0  für   f   rrrr   0, 

(3)  ti  =  0  „   X  =  0, 

(4)  M   =  y  „    X  ^  c, 

worin  y  eine  Constante  ist.  Die  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  be- 
friedigen die  Function 

M  —  ^  a; 

Soll  auch  die  Gleichung  (2)  erfüllt  werden,  so  haben  wir  zu 
diesem  Werthe  von  u  noch  einen  Beitrag  hinzuzufügen,  der  eine 
Losung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ist,  für  x  =  0  und 

3.'  =:  c  zu  Null  wird  und  für  i  ^^  0  den  Werth  —  —  x  annimmt. 

Dieser  Beitrag  ergiebt  sich  aus  dem  vorigen  Paragraphen,   wenn 

wir  doi-t  /(a)  =:  —  -  a;  setzen.    Dadurch  erhalten  wir 

2   -^    _,,sf!L^'i%  ,     JiJra;  f  y       .    nnc.    -. 

>    e       t.  t  /    sm  ■■-  ■-      —  K  sm a  w. 

c  -^  c     }    c  c 

Es  ist  aber 

f      .    MICK   ,                  c^                       /      n., ^,    f^- 
l  K sm da  ^= cos  «31  =  (—  1)"  +  ' 
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Dadurch  geht  der  vorige  Ausdruck  über  in 

TT    -^         n  c 

und  wir  erhalten  als  Lösung  unserer  Aufgabe 

(U)     ..  =  r(f  +  |2^-^. -(")•■- 

Dass  diese  Function  u  der  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
und  den  Bedingungen  (3)  und  (4)  genügt,  erkennt  man  ohne 
"Weiteres.  Für  t  =  0  wird  aber  auch  die  Bedingung  (2)  erfüllt. 
Denn  es  ist  nach  Bd.  I,  §.  34  (1) 


^1' 


12 


tiii:. 


wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  dort  —  statt  x  aclireibt.    Diese 
c 

Entwickelung  ist  gültig  für  c>-«^0.  Wir  erhalten  also  für  f^O 

/x         x\ 


Oberflächentemperatur  gegebene  Function  der  Zeit. 

Aufgabe.     Die  Function  u  so  zu  liestimmen,   dass   sie   der 
partiellen  Differentialgleichung  , 

/IS                                         9« g  S^ 

^  ^  'dt~"'dx'' 

und  den  Nehenbedingungen 

(2)  M  =  0  für  t  =  0, 

(3)  M  =  0  „    *  =  0, 

(4)  u  =^  q.(t)  „   X  =  c 

genügt.  Wir  können  hier  denselben  Weg  einschlagen,  wie  bei 
dem  analogen  Problem  in  §.  40,  indem  wir  die  Temperatur  an 
der  Oberfläche  sich  zunächst  nicht  stetig,  sondern  in  Intervallen 
unstetig  ändern  lassen.  Wir  nehmen  wieder  die  festen  Zeit- 
punkte 

0,  fi,  (a,  .  .  .,  i,  .  ,  . 
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und  die  Intervalle  t^  =^t,^i  —  U,  und  bestimmen  die  Function 
M,  so,  dass  iüi  X  =  e 

M,  =:  0  für  f  -<  iv     und    i  >  *v+i 

^°>  M,  =  (p{t;,        „    t.  <*<(.+!, 

während  für  a;  ^  0  immer  Uv  =  0  sein  soll. 
Es  ist  dann 

(6)  M  =  Mo   +   «1    +...    +   «„_, 

eine  Function,  die  so  lauge  (  <  f„  ist,  den  Bedingungen  (1),  (2), 
(3),  (4)  genügt,  mit  der  näheren  Bestimmung,  dass  (p(t)  in  dem 
Intervall  t»  constant  ^^  fp(t^)  ist.  Nun  definiren  w'ir  eine  Func- 
tion %(x,  t)  durch  folgende  Bestimmung: 

X  (X,  t)  =  0     für  i  £  0, 

^'^  X(^,  0  -^  -  +  -  ±  tL^^-^'^^y'  sinl^    fürf>0. 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  geht  für  (  ^=  0  stetig  in 
Null  üher  und  folglich  ist  zi^i^')  f'i'"  jedes  x  zwischen  0  und 
c  eine  stetige  Function  von  t,  und  ebenso  ist  %{x,  t)  für  jedes 
constante  {  eine  stetige  Function  von  x.  Es  ist  aber  %  (c,  t)  eine 
unstetige  Function  von  t,  die  bei  i  =^  0  plötzlich  von  0  zu  1 
übergeht.  Da  %  («,  t)  ausserdem  der  Differentialgleichung  (1)  ge- 
nügt, BO  genügt  die  Function 

(8)  u.  =  q> (t.) [z {X,  t-U)  -  i{x,t^U^ ,)\ 

den' gestellten  Forderungen.    Hiernach  ergiebt  sich  für  t  ■<it„ 

(9)  M  =  2  9'(*>)[Z(^,  (  -  f.)  -  Z(^.  (  -  i^  +  i)], 

und  daraus  ganz  wie  in  §.  40,  wenn  wir  zu  unendlich  Ideinen. 
Intervallen  Xv  übergehen: 

(10) 

und  wenn  man  für  %  (,z,  t  —  i)  den  Ausdruck  (7)  substituirt,  also 

^^  ' ^  = —  V  ( —  1)"*  me       ^  "  '  sm  — — 
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setzt,  so  folgt: 

(11) 

U   = 

— ^  S  (- 1)  "»^"^  —T  r  "^^^^ 


§■  i8. 
Verification. 

Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  die  Function  u  erhalten 
haben,  zeigt  leicht,  dass  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  in  §.  47 
befriedigt  sind.  Man  sieht  aber  nicht  unmittelbar,  das3  auch  (4) 
ertiillt  ist,  d.  h.  daes  m  für  a:  =:  c  in  (p{t)  übergeht.  Damit 
hängt  zusammen,  dass  der  Ausdruck  (11)  (§,  47)  nur  bedingt  con- 
Yergent  ist,  und  also  überhaupt  schlecht  convergirt,  und  um  beiden 
Uebelständen  abzuhelfen,  ist  eine  Transformation  erforderlich. 

Schreiben  wir  den  Ausdruck  zunächst  so 
(1)  ^ 

80  haben  wir  unter  dem  Integralzeichen  eine  unendliche  Reihe 
stehen,  die  aus  der. Theorie  der  Theta- Functionen  bekannt  ist, 
und  auf  die  man  die  Transformationstheorie  der  Theta-Functionen 
anwenden  kann.  Wir  dürfen  aber  hier  Ton  dieser  allgemeinen 
Theorie  keinen  Gebrauch  machen,  und  wollen  daher  die  Um- 
formung direct  herleiten. 

"Wir  gehen  dabei  aus  von  dem  Integral  Bd.  I,  g.  61  (6),  das 
wir  auch  so  darstellen  können: 

(2)  |e-.-  +  .<..d„  =  |/^«-"ö", 

da  der  imaginäre  Theil  auf  der  linken  Seite  verschwindet.  Hierin 
soll  m  eine  ganze  Zahl  bedeuten.  Das  Integral  auf  der  linken 
Seite  lässt  sich  in  eine  Summe  zerlegen: 
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oder,  wenn  man  2w  -]-  a  für  «  setzt 

Dies  multipliciren  wir  mit  e~"'*v''  und  nehmen  die  Summe 
über  alle  ganzzaliligen  m,  also 

(3)  2       S    J  .-.<-  +  .)■  +  ■..-<(.-«  d„  = 

Auf  der  linken  Seite  lässt  sich  nun  die  Summation  in  Bezug 
auf  m  ausführen,  und  es  ergiebt  sich  nach  der  Fourier'schen 
Reihe  (Bd.  I,  §.  33  P) 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  gleich 

-^-i-  ^  e     *-P  eosmjTj/, 
und  wenn  man  also  nach  y  differentiirt: 

Der  Ausdruck  rechts  geht  aber  in  die  in  (1)  vorkommende 
Summe  über,  wenn  man 

(6)  y  =  °-^' 

setzt,  und   es   ergiebt  sich,  wenn   wir   der  Einfachheit  halber  y 
beibehalten : 

oder  endlich: 
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Daa  erste  Glied  formen  wir  noch  um  durch  die  Suhstitution 

K '= T^- ,  da  ^  -^  y  (t  —  r)     ^  dt, 

wodurch  man  erhält: 


2  f ^/■f     "^y' ^. 


+  ^,-  J  9»  W(i-«)    '  S  [{2«  +  9)»     "■"-" 

—  (2n~~y)e     "''^("-«)     (ir. 

Hierin  ist  nun  sofort  zu  sehen,  dass  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite  für  y  =  0  verschwindet,  und  dass  das  erste  in 
(p  (t)  übergeht.  Die  unendliche  Reihe,  die  in  dem  zweiten  Integral 
noch  vorkommt,  ist  für  jeden  im  Integrationsbereiche  vorkom- 
menden Werth  von  t  unbedingt  oonvergenti), 

§■  49- 

Vordringen  des  Frostes. 

Wir  wollen  hier  noch  ein  Beispiel  für  eine  andere  Art  der 
Grenzbedingungen  betrachten,  das  einerseits  wegen  seiner  An- 
wendung auf  wirkliche  Vorgänge,  andererseits  wegen  der  damit 
verbundenen  mathematischen  Schwierigkeit  von  Interesse  ist. 


')  Yergl.  Schläfli,  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung   —  =:  - — -^ 
(1870),     Crelle's  Jouiiial,  Bd.  72. 
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Es  handelt  sich  um  das  Gesetz  des  Eindringens  des  Frostes 
oder   aach    des  Aufthauens    in    die   feuclite  Erde  oder   in   eine 


Es  ist  aus  der  Physik  bekannt,  dass  bei  der  Umwandlung 
einer  Gewichtseinheit  Eis  von  der  Temperatur  0  Grad  in  Wasser 
von  der  gleichen  Temperatur  eine  gewisse  Wärmemenge  ver- 
braucht wird,  die  man  die  latente  Wärme  oder  die  Schmelz- 
wärme nennt.  Wird  umgekehrt  das  "Wasser  in  Eis  von  der 
gleichen  Temperatur  verwandelt,  so  -wird  die  gleiche  Wärme- 
menge wieder  gewonnen.  Es  ist  also  das  Schmelzen  des  Eises 
als  eine  Arbeitsleistung  zu  betrachten.  Diese  Wärmen:ienge 
ist  eine  dem  Wasser  eigenthümliche  positive  Constante,  die  wir 
mit  K  bezeichnen  wollen '). 

Wir  denken  uns  eine  unbegrenzte  Ebene  bei  a;  :=  0,  und 
rechnen  x  in  das  Innere  der  gefrierenden  Masse  hinein  positiv, 
so  daas  x  die  Tiefe  bedeutet.  Bei  x  ^=  Q  möge  eine  gegebene 
unter  dem  Gefrierpunkt  liegende  Temperatur  C\  herrschen. 
In  unendlicher  Tiefe  sei  die  Temperatur  0.^  gleicMalls  gegeben 
und  über  dem  Gefrierpunkt,  Von  Bewegungen  der  Massen  im 
Inneren  der  Flüssigkeit  und  von  Volumenänderungen  sehen  wir  ab. 
Der  Frost  sei  zur  Zeit  {  bis  3:  =  |  vorgedrungen,  und  das  Wesent- 
liche unserer  Aufgabe  ist,  |  als  Function  von  t  zu  bestimmen. 

Wir  bezeichnen  die  Temperatur  im  EJae  mit  m^,  in  dem 
noch  nicht  gefrorenen  Theile  mit  Mj,  Ebenso  mögen  a„  a^  die 
Temperatur-Leitüngscoefficienten,  ft„  fcj  die  Wärmeleitfähigkeiten 
in  beiden  Theilen  sein,  die  wir  als  Constanten  annehmen. 

Bei  X  =^  ^  herrscht  die  Temperatur  Null ,  und  wenn  g  im 
Zeitelement  dt  um  d|  wächst,  so  ist  in  dem  über  der  Flächen- 
einheit stehenden  CyÜnder  von  der  Höhe  ä^  eine  Wärmemenge 
W-i  frei  geworden,  die,  wenn  mit  p  die  Dichtigkeit  bezeichnet 
wird,  durch  die  Formel 

bestimmt  ist.  Die  Wärmemenge,  die  demselben  Cylioder  in  der 
Zeit  dt  von  kleineren  Werthen  von  x  her,  also  von  dem  bereits 
gefrorenen  Theil  her,  zugeleitet  ist,  beträgt  (§.  31) 

')  Wenn  1  in  absolutem  Maasse  gemeBsen  wird,  bo  sind  seine  Dimensionen 
[1]  =  [!■!-■], 
d.  h.  S,  ist  daa  Quadrat  einer  Gesch. windigkeit.     Der  Zahlenwerth  von  ä.  im 
Centimeter-Seounden-System  iat  etwa  336.10'  (Kohlranscli,  Leitfaden). 
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ußd  von  grösseren  Werthen  von  a;,  also  von  dem  noch  flüssigen 
Theil,  ist  die  Wärmemenge 


zugeleitet  Da  wir  nun  keine  weitere  Wärmeciuelle  berück- 
sichtigen wollen,  so  muss  die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke  ver- 
schwinden, und  daraus  ergiebt  sich  die  an  der  gefrierenden  Fläche 
geltende  Grenzbedingung: 


Hierzu  kommt  noch  eine  zweite  Bedingung,  die  daher  rührt, 
dass   die  Temperatur  beim   Gefrieren   des  Wassers   einen   festen 
Werth    hat,    den    man    zum   Kullpimkt    der   Thermometerscala 
gewählt  bat; 
(2)  t(i  =  0,     u,  =  0     für  x  =  §. 

Ausserdem  hat  man  die  beiden  Hauptgleichungen  (§.  32) 


dt           ^    dx^ 

für  0  <  ic  <  1, 

tär  ä  <  X, 

und  die  Oberflächenbedingungen 

(4)                                  «,  =  C, 

für  ^  ^  0 

(5)                                  «,  =  C, 

füra:=  ». 

Endlich  kann  noch  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  i  ^  0 
der  Werth  von  |  und  m,  im  Intervall  (0,  g),  %  im  Intervall 
(I,  CO )  als  Function  des  Ortes  gegeben  sein. 

Hie  allgemeine  Lösung  dieses  Problems  ist  bis  jetzt  nicht 
möglich,  weil  die  Grenzbedingung  (1),  in  der  die  unbekannte 
Function  ^  vorkommt,  nicht  linear  ist,  man  also  nicht  aus  parti- 
cularen  Integralen  allgemeinere  durch  Addition  ableiten  kann. 
Um  so  beachtenswerther  ist  aber  ein  particulares  Integral, 
das  einer  bestimmten  Voraussetzung  über  den  Änfangazustand 
entspricht. 
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9.  Vordringen  des  Frostes. 

Im  §.  37  haben  wir  gezeigt,  dass,  wenn 


«w  =  ^^ 


ist,  ®(a;/2ayT)  der  Differentialgleichung  der  Wärmeliewegurig 
[§.  36,  (2)]  genügt,  und  dasa  also,  wenn  Ä-,,  Bi,  A^,  B^  Con- 
atanten  aind,  die  Differentialgleichungen  (3)  durch  die  An- 
nahme 


ui  =  A  +  -Si0  (~A=Y 

Ui  =  Ä^  +  B^&  (~^A 


befriedigt  aind.  Nun  iat  die  Function  ®{xj2a'^t')  constant,  wenn 
X  :^  ü,  X  ^=  ■»  oder  x  proportional  mit  y  t  ist.  Demnach  be- 
zeichnen wir  mit  «  noch  eine  weitere  Constante  und  setzen 

(7)  l  =  «fi", 

und  wollen  nun  zeigen,  wie  man  durch  passende  Bestimmung 
der  Constanten  A-^,  B„  A^,  B,j,  «  den  Bedingungen  unserer  Auf- 
gabe genügen  kann. 

Da  nämlich  0(0)  =  0,  @(co)  =  1  ist,  so  ergiebt  sich  nach 
(6)  und  (7)  aus  (2),  (4)  und  (5}i 


^-■^-^'^  (■/«;)  =  **' 


A,  +  B, 
UTid  aus  (1): 

=  0, 

=  c„ 

1? 

'    iit  ■ 

Nach  (8)  hat  man  hierin  zu  setzen 

n 

(li\                                 -p                            '-'l                         TJ 

c. 

l-K/si)' 
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und  wenn  man  also  noch  mit  ^iir  multiplicirt ,   so  ergiebt  sich: 

Hier  haben  wir  also  eine  traBScendente  Gleichung,  aus  der 
a  zu  bestimmeu  ist.  Die  linke  Seite  von  (10)  wird,  wonn  Ci 
negativ,  Cj  positiv  ist,  negativ  unendhch,  wenn  «  ^  0,  und 
positiv  unendlich,  wenn  a  :^  co  ist,  wie  man  aus  den  Sätzen 
über  die  Function  &  (x)  [Bd.  I,  §.  26,  (14)]  leicht  sieht.  Es 
giebt  also  gewiss  einen  positiven  Werth  von  w,  für  den  die 
Gleichung  (10)  befriedigt  ist.  (Der  Nachweis,  dass  es  nicht  mehr 
als  einen  solchen  Werth  giebt,  würde  eine  etwas  complicirte 
Untersuchung  über  die  Maxima  der  linken  Seite  von  (10)  nöthig 
machen.) 

Hat  man  «  gefunden,  so  ergiebt  sich  Bi  und  B^  aus  (9) 
und  Äi,  A.^  aus  (8). 

Der  Anfangszustand  ist  jetzt  nicht  mehr  beliebig.  Aus  (7) 
folgt  aber,  dasa  |  ^i  0  ist  für  i  ^  0,  und  aus  (6),  dass  %  con- 
stant  gleich  A^  -j-  B^  =  C^  ist.  Es  ist  also  (=3  0  der  Augen- 
blick, wo  der  Frost  an  der  Oberfläche  eben  beginnt,  wenn  die 
Temperatur  der  ganzen  Wassermasse  constant  gleich  Cg  ist. 

Die  Formel  (7)  zeigt,  dass,  wie  zu  erwarten  war,  das  Vor- 
dringen der  Frostgrenze  mit  wachsender  Tiefe  immer  langsamer 
erfolgt. 

Nimmt  man  d  positiv,  Cj  negativ  an,  so  geben  die  gleichen 
Formeln  das  Gesetz  dos  Aufthauens '). 

^)  Mit  dem  hier  behandelten  Problem  beschäftigen  sich  mehicre  iL 
handlangen  von  J.  Stefan.  (Wiener  Monatshefte  für  Mathematik  und 
Physik,  I.  Jahrgang,  1890,  S.  1.  Sitzungsberichte  der  Wienei  Akademie, 
Bd.  98,  Abtheilung  IIa,  S.  473,  1890,)  Franz  Nenmann  hat  in  seinen 
Konigabergei'  Vorlesungen  bereits  am  Anfang  der  sechziger  Jahre  dai 
Problem  in  der  Weise,  wie  es  hier  geschehen  ist,  behandelt. 
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Siebenter  Abschnitt, 
"Wärmeleltung  in  der  Kugel. 


Unbegrenztes   Medium    bei   beliebigem   Anfangszustand. 

Wir    wollen     nun     die    Ditferentialgleichung     der    Wärme- 
bewegung 


auf  Polare 0 ordinalen  transformiren,  und  erhalten  nach  der  Formel 
Bd.  I,  §.  42  (11): 


(2) 


dt  '  V  ß»"^         ^^  sin«-         d& 


Hierin  bedeutet  r  die  Entfernung  des  variablen  Punktes  von 
einem  als  Pol  dienenden  festen  Punkt,  d-  die  Poldistanz  und  (p 
das  Azimuth. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  die  Temperatur  nur 
Ton  r,  nicht  von  &  und  cp  abhängig  ist,  so  wird  die  Gleichung 
für  u 

.  8»_        /B'»,     2B«\ 

(''  8i  -"    V8^i+7s7J' 

und  wenn 

(4)  V  =  r» 

gesetzt  wird: 
/=^  ^^  5  S^" 


yGoosle 
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und  stimmt  also  in  ihrer  Form  überein  mit  der  Dift'erential- 
gleidiung  §.  36  (2) ,  die  wir  im  §,  44  £,  genau  untersuolit  liaben. 
Die  unabhängige  Variable  ist  hier  r,  und  die  abhängige  Variable 
ist  V  =  ru.  Die  Variable  r  ist  auf  positite  Werthe  beschränkt, 
und  V  hat  der  Grenzhedingung  zu  genügen 
(6)  v  =  0    für    r  =  0. 

Die  Probleme,  die  wir  in  den  §§.  44  bis  48  behandelt  haben, 
lassen  sich  also  ohne  Weiteres  auch  auf  den  Fall  deuten,  dass 
der  leitende  Körper  eine  Kugel  vom  Radius  c  ist,  so  dass  den 
Ebenen  a;  =  0  und  x  ^=  c  der  Kugelmittelpunkt  und  die  Kugel- 
oberfläche entsprechen.  Die  aufgestellten  Formeln  stellen  dann 
aber  nicht  die  Temperatur  selbst,  sondern  das  r-fache  der  Tem- 
peratur dar. 

Wir  haben  bereits ,  im  §.  36  ein  particulares  Integral  der 
Differentialgleichung  (5)  kennen  gelernt,  nämlich: 


m 


7? '"*■■*• 

1       -r'r. 


und  dies  wird  unendlich  fär  r  =^  0.  Wir  erhalten  aber  ein  von 
diesem  Uebelstande  freies,  particulares  Integral,  wenn  wir  (7) 
nach  r  differentiiren.  Der  so  gefundene  Ausdruck,  der  mit 
Unterdrückung  eines  constanten  Factors  so  lautet 

r      ^  j^ 
giebt  ein  particulares  Integral  der  Gleichung  (3): 

(8)  tt  =  -L=r"*^*. 

Hierin  setzen  wir,  indem  wir  unter  x,  y,  s\  |,  i?,  t,  die  Co- 
ordinaten  zweier  Punkte  j»  und  g  verstehen: 


(9)  r  =  V(g-^p  +  U-?/)^  +  (£-^)S 

und  nun  können  wir  aus  (8)  ein  allgemeineres  Integral  von  (3) 
herleiten,  wenn  vrir  mit  t^r  das  Volumenelement  an  der  Stelle  g 
und  mit  ^g  oder  <P{|,  i),  £)  eine  willkürliche  Function  bezeichnen: 
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(10)  Up  =  7— V— r,  (  e^^'*0gdt, 

worin  das  Integral  über  dea  ganzen  ßaum  erstreckt  werden 
kann.  Wir  wollen  dieses  Integral  uniformen,  indem  wir  Polar- 
coordinaten  mit  dem  Mittelpunkt  f  einführen.  Bezeichnet  dann 
doj  ein  Flächenelement  der  Einheitskugel,  so  wird  das  Kaum- 
element  ä%  ^=  r'^ärdco.     Wir  setzen 

(11)  *{,■)=  j^ja),rf„, 

SO  dass  !/'(»■)  der  Mittelwerth  der  Function  O  auf  einer  um 
^  beschriebenen  Kugel  mit  dem  Radius  r  ist,  und  es  ergiebt  sich, 
wenn  *  im  Punkte  p  stetig  ist 

(12)  ^{d)  =  1>j,. 
Dadurch  geht  (10)  über  in 

oder,  wenn  man 

r  =2a]/T  i. 
setzt: 

^'  ^  0 
Wenn  man  hierin   (  =  0   setzt,   so  folgt  ans  (12)   mit  Be- 
nutzung der  Formel: 

(  e-'-"  AS  dl  =  ^   [Bd.  I,  §.  12  (7)] 

lür  (  =  0 

(15)  u  ^  ^  (x,  y,  0), 

d.  h.   es   ist   ^   der   Anfangszustand  der  Temperaturvcrtheilung, 

und  durch  (14)  ist  also  das  Problem  der  Wärmeleitung  für 

ein  unbegrenztes  Medium  bei  einem  beliebigen  Anfangs- 

zuatand  ganz  allgemein  gelöst. 

Wollte  man  in  ähnlicher  Weise  die  Function  (7)  benutzen, 
so  würde  man  zu  einem  dreifachen  Integral  gelangen,  was  der 
Differentialgleichung    (1)    nicht  mehr  genügt    (ähnlich   wie    das 
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Potential  von  Massen  für  einen  inneren  Punkt).  Es  würde  dies 
also  einer  Wärmebewegung  entsprechen,  bei  der  in  jedem  Yolumen- 
element  eine  fortwährende  Wärmeentwickelung  stattfindet  i), 

§-  51. 
Der  Green'sche  Satz  in  der  Wärmetheorie. 

Wir  können  das  particulare  Integral  der  Wärmegleichung, 
das  wir  im  Yorhergehenden  Paragraphen  benutzt  hahen,  noch  weiter 
Verwertben,  ähnlich  wie  die  Green'sche  Function  in  der  Poten- 
tialtheorie 2). 

Wir  führen  einen  anderen  Anfangspunkt  der  Zeit  ein,  und 
setzen,  indem  wir  unter  %■  eine  beliebige  Grösse  (Veränderliche) 
verstehen, 

(1)  £  =  {t  —  o)-%e""*"'it-^?>, 

was  nichts  Anderes  ist,  als  die  Particularlösung  (8)  des  vorigen 

Paragraphen,   wenn  darin  t  m  t  ^  &■  verwandelt  wird.     Bie  ge- 


nügt  als  Function 

™ii  (.  ij,  S, ' 

»  der  Difierentialgleichung 

(2) 

ds 

—  a^z}B, 

■worin  jetzt 

(3) 

-(.)=S 

i  +  04  +  "8F 

Nun    sei   ein 

beliebig   begrenzter  Raum  r 

gegeben 

und  in 

ihm  eine  Function 

m 

u  =  u 

(1,  V,  i. »). 

die  der  Differentialgleichung 

(S>) 

du 

=  a^Ju 

genügt,  ferner  eine  Lösung  v  ■ 

der  Gleichung  (2) 

(6) 

d9 

—  a'^Jv. 

1)   Die   Function   u    — ^y-  L~ i,^t  •!•  ^a,  ß,  y)  ^^'^  da  dß  dy 

verschwindet  für  f  =  0  und  genügt  der  Difierentialgleiolmng 

')  Vergl.  Sommerfeld,  Znr  analytischen  Theorie  der  Wäi-meleii,ung, 
Mathematische  Annalea  45,  S.  263  (1894). 
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Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  (5)  mit  v,  (6)  mit  u  multi- 
plicirt  und  addirt : 

und  durch  Integration  über  den  ganzen  Raum  t,  wenn  man 
rechts  den  GausB'schen  Integralaatz  Einwendet  und  mit  do  ein 
Element  der  Begrenzung  von  t,  mit  dn  ein  Element  der  nach 
innen  gerichteten  Normalen  bezeichnet: 

(7)  ^J  «.<?.  =  «=]  («^-.^j^o. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  für  den  Körper  t  eine  Function 
Y  der  beiden  Punkte  p,  q  und  der  beiden  Zeitpunkte  t,  &  ge- 
funden, die  den  folgenden  Bedingungen  genügt,  wobei  der  Punkt 
q  als  variabel  betrachtet  wird: 


^)  ä~^  H~  (t^^y  =  0)    innerhalb  i 


(8) 


b)  Y  z=  0  für  9'  =  (  (auch  im  Punkte  p), 

c)  y  =  e,  wenn  q  an  der  Oberfläche  liegt, 
und  setzen  in  (7) 

(9)  v  =  ^~y. 

Dann  ist  wegen  (2)  und  (8  a)  auch  (6)  erfüllt.  An  der  Ober- 
fläche ist  11  =:  0  [nach  8  c)]  und  folglich  nach  (7): 

(10,  J^{.(._rt.,  =  „.j„H^... 

Um  nun  diese  Formel  nach  &  zwischen  den  Grenzen  0  und  ( 
zu  integriren,  haben  wir  die  folgenden  Formeln  anzuwenden,  in 
denen  «*>  den  Änfangswerth  (für  3-  =  0)  der  Function  u  bedeutet: 

(L,ydv)  __  =  0,     für  a  =  f     [(8)  b.], 
({u^ydv\  _^=  [^Ma^o«^^,    für  *  =  0, 
(^L^£dv]_^=:  (ßaV^Yupit),  für  *  =  f[§.50(10),  (15)], 

Führen  wir  zur  Ahkürzung  wieder  »  für  ]■  —  £  ein,  so  er- 
halten wir  demnach  durch  Integration  von  (10)  in  Bezug  auf  & 
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zwischen  den  Grenzen  0  und  t: 

(11)  (2«v;7)'»,(f)=|»;[.>,.<j,  +  «=[d»|«|iä.. 

Hierdurch  ist  aber,,  wenn  y  und  mithin  v  als  beltannt 
angenommen  wird,  die  Function  Up  ausgedrückt  durch  den 
AnfangBwerth  u"  und  durch  den  Oberüächenwerth  von  u,  und 
dieser  Oberflächcnwcrth  kann  eine  beliebig  gegebene  Function 
des  Ortes  und  der  Zeit  sein. 

Diese  Function  y  leistet  uns  also  für  das  allgemeine  Problem 
der  Wärmebewegung,  wenn  Anfangstemperatur  und  Oberflächen- 
temperatur beliebig  gegeben  sind,  dasselbe,  was  die  Green'sche 
Function  für  die  Potentialprobleme  leistet.  "Wenn  wir  z.  B.  den 
Fall  betrachten ,  den  wir  im  vorigen  Abschnitt  ausführlich  dis- 
cutirt  haben,  dass  der  Körper  durch  eine  Ebene  begrenzt,  sonst 
aber  unbegrenzt  ist,  so  nehmen  wir  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
das  Spiegelbild  p'  von  p  und  bezeichnen  mit  r'  die  Entfernung 
(g,  p') ;  dann  genügt 

(12)  y  =(t-~  »)-  %  e~  ^^^-^\ 

woraus  man  z.  B.  die  Resultate  des  §.  40  leicht  wieder  herleiten 
kann. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Function  y  bilden  für  ein 
Polyeder,  das  von  ebenen  Flächen  begrenzt  ist,  und  die  Eigen- 
schaft hat,  dasa  durch  wiederholte  Spiegelung  an  den  Grenz- 
flächen der  unendliche  Raum  einfach  ausgefüllt  wird,  z.B.  für 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon  (auch  einige  Tetraeder  haben 
diese  Eigenschaft). 

§.  52. 
Berücksichtigung   der  äusseren  Leitung. 

Wir  wollen  uns  jetzt  noch  mit  der  Wärmebewegung  in  einer 
Kugel  unter  Berücksichtigung  der  äusseren  Leitung  beschäftigen. 
Die  Temperatur  der  Umgebung  setzen  wir  als  constant  voraus 
und  wählen  sie  zum  Nullpunkt.  Ist  dann  h  die  innere,  h  die 
äussere  Leitfähigkeit,  die  wir  hier  als  Constanten  ansehen,  so 
haben  wir  nach  §.  33,  IV,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete 
Normale  bedeutet,  die  Oberflächenbedingung  für  die  Temperatur  u 

(1)  ''!?  =  » 
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oder,  wenn  wir  h  :  h  =  l  setzen 

worin  l  eine  constante  Länge  ist,  und  die  Oberflächenwerthe 
einer  Function  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  bezeichnet 
werden. 

Es  sei  der  Körper,  den  wir  betrachten,  eine  Kugel  von  dem 
Radius  c,  und  wir  nehmen  zunächst  den  Fall,  dass  die  Function 
u  nur  eine  Function  von  r  und  t,  also  in  concentriscbeu  Schichten 
constant  sei.  Dann  fallt  n  in  (2)  mit  — r  zusammen,  und  wenn 
wir  hierin  nach  §.  50  (4) 
(3)  V  =  ™ 

setzen,  so  geht  die  Bedingung  (2)  in  folgende  über: 

W  fr +  {l -!)''  =  ''•    '"'  =  "■ 

Demnach   haben  wir  die  Function  v   den   folgenden   Bedin- 
gungen gemäss  zu  bestimmen: 

II.       V  =  rF{r},  für  (  =  0, 

m.     |f +  (1-^^,  für  »-  =  c, 
dr        \l         c/ 

IV.      j!  =  0,  f ür  r  ^  0, 

worin  F(r)  eine  willkürliche  Function  ist,  die  den  Anfangs- 
zustand ausdrückt. 

Wir  gehen  wieder  von  der  Particularlösung  der  Gleichung  I 
aus,  die  wir  schon  früher  benutzt  haben 

(5)  e~'^'*'*  sin  Ar, 

die  die  Bedingung  IV  befriedigt.  Damit  auch  die  Bedingung  III 
durch  diesen  Ausdruck  befriedigt  werde,  muss  A  so  gewählt 
werden,  dass  es  der  Gleichung 

(6)  l  coä  Xc  -[-(j Win  A  (;  =  0 

genügt.  Es  muss  also  A  eine  Wurzel  der  transcendenten 
Gleichung  (6)  sein,  die  wir  daher  zunächst  zu  untersuchen 
haben. 
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§■  63. 
Discussion  der  transcendenten  Gleichung. 

Um   die   Gleichung  (6),  §.   52   etwas   einfacher   darzustellen, 
setzen  wir 

(1)  Xc=(p,     j-~l=p 

und  betrachten  (p  als  die  Unbekannte,  p  als  eine  gegebene  Con- 
stante.     Unsere  Gleichung  lautet  dann 

(2)  qo  cos  9)  +  i)  sin  q)  =^  0. 

Die  Gleichung  hat  die  Wurzel  <p  t=  0.     Alle   anderen  Wur- 
zeln kommen  paarweise  entgegengesetzt  ¥or. 

Der  besondere  Fall  ß  t=  0  erledigt   sich   unmittelbar,   denn 
in  diesem  Fall  geht  (2)  in 

(p  cos  (p  ^  0 
über  und   hat  also  ausser  g^  =  0  nur  die  ungeraden  Vielfachen 
von  ^nt  zu  Wurzeln,     Sehen  wir  also  jetzt  von   diesem  Falle  ab, 
80  ist  die  Gleichung  (2)  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

(3)  »  =  tg  9  +  |-  =  0. 

Lassen  wir   y   von  irgend   einem  ungeraden  Vielfachen  von 
jTC  bis  zum  nächsten  gehen,  also  etwa 

(4)  von  njt  —  -  bis  m  ti  -j-  -^ , 

so  geht  tg  (p  und  mithin  0  von  —  ca  zu  -[-  00 ,  und  muss  also 
wenigstens  einmal  durch  Null  gehen.  Es  liegt  also  in  jedem 
dieser  Intervalle  wenigstens  eine  Wurzel  von  (3).  Da  wir  aus 
den  positiven  Wurzeln  von  (3)  die  negativen  sofort  erhalten,  be- 
schranken wir  uns  jetzt  auf  die  Betrachtung  positiver  Werthe 
von  (p.     Wir  theilen  jedes  der  Intervalle  (4)  in  zwei  Theiie,  von 

«re  —  —  bis  «;r  und  von  «Jt  bis  n7t  -\-  — ,  so  dass  die  Tangeute 

von  (p  im  ersten  negativ,  im  zweiten  positiv  ist.  Dann  unter- 
scheiden wir  zwei  Fälle: 

1.   Ist  p  <;  0,  so  liegt  keine  Wurzel  von  S  in  dem  Intervall 
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2,   Ist  j)  >  0,  so  liegt  keine  Wurzel  von  ©  in  dem  Intervall 

,,«... ««  +  - 

und  daraus  folgt 

3.  p<(i.    Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  n%...  nra  -|-  -, 

4.  jP  >-  0,   Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  nn.  —  -h  ■  ■  ■  n-n;. 
Eine  Ausnahme   bildet  im  Falle  3.  das   erste  Intervall   von 

0  bis  -^,  weil   hier   95   =  0   selbst   eine   Wurzel  ist.     In   diesem 
Falle  ist  für  unendlich  kleine  Werthe  von  90 
1\ 


«>=^(l  +  i). 


und  für  cp  =  -  ist  3>  =  -]-  «>■    Hieraus  ersieht  man: 

5.  Ist   0  >■  j)  |>  —  1 ,    so     liegt     eine    Wurzel    in    dem 
Intervall  0  ■■-  -k- 

6.  Ist  p  ^  0  oder  j)  <  —  1,  so  liegt  keine  Wurzel  in  dem 
Intervall  0  ■  -  ■  -^  ■ 

Dass  in  keinem  der  in  3.,  4.,  5.  angegebenen  Intervalle  mehr 
als  eine  Wurzel  liegen  kann,  läast  sich  so  einsehen.  Wenn 
mehr  als  eine  Wurzel  in  einem  dieser  Intervalle  liegen  sollte, 
so  miiasten  es  mindestens  drei  sein,  und  zwischen  je  zweien 
von  ihnen  müastc  0  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  haben. 
Es  müsste  also 

^  _  _2 1     1 

io  einem  solchen  Intervall  mindestens  zweimal  :=  0  werden. 

Wenn  aber  p  positiv  oder  kleiner  als  — ■  1  ist,  so  kann  dieser 
Ausdruck  überhaupt  nicht  verschwinden,  und  wenn  p  =  1  oder 
ein  echter  Bruch  ist,  nur  einmal  in  einem  Intervall. 

Man  kann  sich  die  Lage  der  positiven  Wurzeln  von  0  sehr 
gut  graphisch  veranschaulichen,  wenn  man    9    als  variable  Ab- 
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scisse  in  einem  reclitwinkcligen   Coordinatensyatem   ansieht  und 
die  zwei  Linien 


(5) 


^  tg  qs, 


y  =  - 


construjrt.  Die  Gleichung  (3)  iet  dann  y  =  Y,  und  die  Wurzeln 
sind  also  die  Abscisaen  der  Schnittpunkte  dieser  beiden  Linien, 
YOn  denen  die  zweite  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Ge- 
rade ist  {Fig.  9). 

Fassen  wir  das  Resultat  dieser  Untersuchung  kurz  zusammen, 
80  hat  sich  also  ergeben,   dass  die  tranacendente   Gleichung  (2) 
Fig.  9. 


unendlich  viele  positive  Wurzeln  hat.     Für  ^  =  0  sind   dies   die 

angeraden  Vielfachen  von  ^,  für  j)  >■  0  liegt  von  den  Wurzeln 

je  eine  im  2**",  4*™,  6'™  .  .  .  Quadranten  und  zwar  so,  dass   sie 

sich   mit  wachsender  Grösse    den    ungeraden  Vielfachen   von   — 

schnell  annähern. 

Ist  p  ein  negativer  echter  Bruch,   so  liegen  die  Wurzeln  im 
1*™,   3'™,  5*^"  .  .  .   Quadranten    und   nähern   sich  ebenfalls   den 

ungeraden  Vielfachen  von  -^  • 
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Der  Fall  p  <C  —  1  kann  nach  der  Bedeutung  von  p  in 
unserem  physikalisclien  Problem  nicht  vorkommen.  Mathe- 
matisch verhält  sich  der  Fall  aber  ebenso  wie  der  vorige,  nur  dass 
keine  Wurzel  im  ersten  Quadranten  liegt. 

Die  Wurzeln  lassen  sich  nur  näherungsweise  berechnen,  was 
mit  Hülfe  der  trigonometrischen  Tafeln  ziemlich  leicht  ausgeführt 
werden  kann.  Bei  Euler,  „lotroductio  in  analysin  infinitorum", 
toraus  II,  cap.  XXII,  problema  IX,  ist  die  Aufgabe  für  p  ^=:  1 
behandelt. 

Wir  wollen  noch  die  Frage  beantworten,  ob  unsere  Gleichung 
S  =  0  rein  imaginäre  Wurzeln  haben  kann ;  auf  die  Frage  nach 
den  complexen  Wurzeln  werden  wir  später  zurückkommen.  Wir 
setzen  aiso  (p  ■:=^  i^  und  erhalten  aus  (3)  die  Gleichung 

(6)  g^  ^-""-5  +  ^  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  die  Wurzel  |  =  0  und  es  fragt  sich, 
ob  sie  noch  andere  reelle  positive  Wurzeln  hat.  Wir  bilden  zu 
diesem  Zwecke  den  Differentialquotienten 

diB;  _         4  ^ 

dl  -(ei  +  ö-ip  +  p' 

dieser  Ausdruck  verschwindet  nur,  wenn 


ist.  Dies  tritt  niemals  ein,  wenn  p  positiv  oder  ein  negativer 
echter  Bruch  ist  und  in  diesen  Fällen  kann  also  S  von  Null  an 
nur  wachsen.  Es  hat  also  $!  ausser  0  keine  reelle  Wurzel. 
Wenn  dagegen  ß  <  —  1  ist,  so  hat  die  Gleichung  (7)  eine,  aber 
auch  nur  eine  reelle  positive  Wurzel,  Die  Function  S  wächst 
anfangs  und  nimmt  dann  fortwährend  (bis  —  co)  ab.  Es  hat 
also  (6)  eine  und  nur  eine  positive  Wurzel. 

Die  Gleichung  (3)  hat  daher  nur  in  dem  Falle  p  <i  —  1, 
der  für  das  physikalische  Problem  nicht  von  Interesse  ist,  Kwei 
conjugirte,  rein  imaginäre  Wurzeln.  Dies  war  zu  erwarten,  denn 
lässt  man  p  stetig  wachsend  durch  —  I  hindurchgehen,  ao  dreht 
sich  die  gerade  Linie  unserer  Figur  9  um  den  Nullpunkt.  Bei 
p  =  —  l  fällen  zwei  Wurzeln  in  den  Werth  0  zusammen,  und 
werden  bei  weiterer  Drehung  imaginär. 
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§.  54. 
Bestimmung   der   Coefficienten.] 

Wir  haben  in  §.  f)2  gesehen,  dass  die  Function 

(1)  g-a^/.H  smXr, 

wenn  k  eine  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung 

(2)  Ä  cos  ^  c  -|-  ( y  ■ j  sin  ^  c  =  0 

0(5  er 

'■^■'  l     ~  l  —  c  ~       p 

ist,  für  V  gesetzt,  den  Bedingungen  I,  IIl,  IV  genügt  Bezeichnen 
wir  die  positiven  "Wurzeln  dieser  Gleichung,  der  Grösse  nach 
geordnet,  mit  ^1,^3,^3,...,  so  genügt  denselben  Bedingungen 
auch  eine  Summe  von  der  Form 

(4)  '^  ^  !^  ^«  e-"'*"'  sin  A„  r, 

worin  die  A^  unbestimmte  Coefficienten  sind.  Es  fragt  sich ,  ob 
man  diese  Coefficienten  so  bestimmen  kann,  dass  auch  noch  die 
Bedingung  11: 

v  =  rF{r)    für     (  =  0 

befriedigt  ist,  wenn  i*'(r)  eine  willkürhche  Function  von  r  ist. 
Nach  (4)  müsste  also 

(5)  rF(r)=  '^A^ünl^r 

sein.  Dies  ist  eine  Entwickelung  der  Function  rF(r)  ganz  analog 
der  Fourier' sehen.  Wir  setzen  hier  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Entwickelung  für  die  Function  rF(r)  voraus,  und  suchen  die 
Coefficienten  A„  zu  bestimmen.  Wir  maltipliciren  beide  Seiten 
der  Gleichung  (5)  mit  sin  l,„  r  dr  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  0  und  c. 
Es  ist  aber 

(6)  sin  il„  r  sin  A„  r  =  i  [cos  {X^  —  K)'>'  ^  eos  (Ä^  +  A„)  r] , 
und  folglich,  wenn  tn  toh  n  verschieden  ist, 
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I  sin  X^T  sin  k„r  dr  i= 


sin  (X,„  ~  ^„)  c        sin  (A^  -|-  J„)  c 

—  A^  cos  ^,„c  sin  A„  c  -[-  A„  sin  A„jC  cos  A„  c 


=  cosA^ccosAnC -3  _  ,-a— , 

und  dies  vecechwindet,  da  A^,  A„  verschiedene  positive  Wurzeln 
der  Gleichung  (3)  sind.     Wir  liahen  also: 

(7)  (sinA,„r  sinA„i-dr  =  0,     m<.n. 

Ist  aber  m  =  n,  so  ergiebt  sich  aus  (6) 

,  .    ,      ,„        1 — c08  2A„r 
(smA™r)ä  — 


r  j  c        sin2A„,c 

J(sinA»r)^rir  =  ^--^^— - 

Es  ist  aber,  da  A™  der  Gleichung  (3)  genügt 

-    ^,  2tgJ.,„c  2X,„cl(c  —  I) 

1  -|-  tgäA,„c  (c  —  ?)s-!-Aicä(2 
und  folglich  ist 

(8)  J  (smA,„.)^^r  =  ^  7|:^^-f  (T=7)i " 

Das  Resultat  der  vorgenommenen  Integration  beschränkt 
sich  also  auf  der  rechten  Seite  auf  ein  Glied,  und  wir  erhalten 

f     T;.,  .    ■     ,        ,  ,      c   11  cH''  -\-  c^  ~  l^ 

J  2  A^c'^r  -f-  (c — ly 

oder 

Geben  wir  den  Coefiicienten  in  der  Reihe  (4)  die  durch  (9) 
ausgedrückten  "Werthe,  so  genügt  die  Function  v  den  sämmt- 
lichen  Bedingungen. 
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Vorausgesetzt  ist  hier  freilieh,  dass  die  Function  rFir)  sich 
überhaupt  in  eine  Reihe  von  der  Form  (5)  entwiclteln  Hsst.  Dies 
ist  für  solche  Functionen,  die  sich  in  Fourier'sche  Reihen  ent- 
wickeln lassen,  mit  Benutzung  eines  Gedanlcens  von  Chriatoffel 
darch  Fudzisawa  nachgewiesen!). 

Wir  wollen  noch  einige  Bemerkungen  an  die  gefundenen 
Formeln  knüpfen.  Aus  (4)  ergiebt  sich  für  die  Temperatur  u 
selbst  die  Formel 

,  „,  .         2,2,  sin^r    ,     ,         2,3,  sinJ.,r    , 

(10)  «  =  Ae~"'^'.^-  +A^"  'a'— ^  +  ■■■ 

Hierin  ist  k-iC  <i  tt  und  folglich  auch  k^r  <^  n.  Es  ist 
aber 

d    sin  k,  V         r  k,  cos  Ai  r  —  sin  A^  r 

dr       r  r^  ' 

also  negativ,  so  lange  Aj  r  <;  ir  ist.     Demnach  nimmt  der  Factor 

des   ersten  Ghedes  sinAir/r  mit  vrachsendem   r  stetig  ab,   und 

zwar 

von  Ai  bis' ^—  =::  ^  ^^  [nach  (3)]. 

Es  ist  ferner,  da  der  Fall  j)  -<  —  1  nicht  vorkommt, 

Aic<|,         A2C>jr,  für  ji  <  0, 

Ai  c  <;  3t,          ^s  c  >-  "ö- ,  für  p  >■  0, 
also  unter  allen  Umständen 

^^-K>Yc'                 A,  +  Ai  >  ^  ,  A|  -  ^f  >  ^ , 
folglich  ist 

und  ebenso  ergiebt  sich  aus  §.  53,  3.,  4.  für  ein  grösseres  A„ 


e        "    :  e        ■    <C  e  ^^ 

Diese  Verhältnisse  nehmen  also  mit  der  Zeit  sehr  rasch  ab, 
und  wenn  also  der  Bruch 


J    U  b  e   in    der   Wärmeleitungstlieorie  auftreteDiie ,    nach    den 

Wu  Int  nsoendenten  Gleichuag  fortschreitende  Reilie  (Inaugural- 
1  t  t  d  UniverBität  Straesburg  188G) ,  Journal  of  the  College  of 
S     n      Imp       1  University,  JapaH,  vol.  II. 
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c 
einen  hinlänglich  grossen   Werth  hat,  so  wird  schon   das   erste 
Glied  der  Reihe  (10)   die  Temperatur  mit  genügender  Genauig- 
keit darstellen,  also 

■~     1  Y 

gesetzt  werden  liönnen.  Dies  wird  um  so  früher  erlaubt 
sein,  je  kleiner,  bei  sonst  gleichen  Verhältnissen,  der 
Radius  c  der  Kugel  ist. 

Mit  wachsender  Zeit  wird  sich  auch  das  erste  Glied  der 
Grenze  Null  nähern,  und  schliesshch  wird  die  ganze  Kugel  die 
Temperatur  der  Umgebung  annehmen. 

Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  Äi  von  Null  verschieden  ist. 
Wäre  Äi  ^=  0,  ao  würde  das  zweite  Glied  ausschlaggebend  sein. 
Es  würde  dann  also  die  Temperatur  noch  weit  schneller  der 
Grenze  Null  zustreben. 

Wenn  der  Radius  c  im  Vergleich  zur  Länge  l  unendlich 
wird,  dann  gehen  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 
§.  53  (3),  wie  ein  Blick  auf  die  Fig.  9  lehrt,  in  die  ungeraden  Viel- 
fachen von  |3r  über.  Führt  man  den  Grenzübergang  aus,  so  er- 
giebt  sich  die  Lösung  des  Problems,  das  wir  im  §.  38  auf  andere 
Weise  behandelt  haben. 

Die  Formeln,  die  wir  für  die  Bestimmung  der  Constanten  der 
Entwickelung  von  v  abgeleitet  haben,  erlaiiben  uns,  eine  Lücke 
zu  ergänzen,  die  in  der  Discuaaion  der  transcendenten  Gleichung 
geblieben  ist,  nämlich  den  Nachweis  zu  führen,  dass  diese  Glei- 
chung keine  complexen  Wurzeln  hat.  Es  hat  sich  nämlich  er- 
geben, dass,  wenn  J-,  ^'  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sind, 
und  i."  von  A's  verschieden  ist,  immer 

(11)  I  sin/lr  amX'rdr  =  0. 

Dies  würde  auch  noch  gelten,  wenn  l  und  i.'  complex  wären. 
Wenn  aber 


;  Wurzel  ist,  so  ist  auch 
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eine  Wurzel,  und  es  wird 

smlr  =  B^  Si, 

sin  k'r  =11—  8i, 
worin  R  und  8  reelle  Grössen  sind.     Dann  würde  aber  aus  (11) 
iolgen 

{ (S^ -]-  B-')dr  =  0, 

was  nur  möglich  ist,  wenn  E  und  S  verschwinden.  Es  können 
also  complexe  Wurzeln  nicht  vorhanden  sein.  Die  Frage  der 
rein  imaginären  Wurzeln  ist  bereits  oben  erledigt. 


Wärnieleitung  in   einer  Kugel  bei  gegebenem 
Änfangszustand. 

Wir  wollen  noch  ein  auf  die  Kugel  bezügüches  allgemeineres 
Problem  der  Wärmeleitung  behandeln,  das  uns  ein  schönes  Bei- 
spiel für  die  Anwendung  der  Kugelfunctionen  bietet.  Das  Pro- 
blem besteht  darin,  dass  der  Anfangszustand  im  Inneren  der 
Kugel  eine  gegebene  Function  F  des  Ortes,  also  der  drei  Coor- 
dinaten  r,  9',  tp  sei,  während  die  Temperatur  der  Überfläche 
constant  auf  Null  gehalten  wird. 

Ea  ist  dann  die  Differentialgleichung  §.  50  (2) 

*■  -*        *'eT  ^  "   \dr^   ~^  r  5iii#        d&        "^  rsin'^«'  3<p'y 
unter  den  Bedingungen  zu  integriren: 

u  t=  0    für    r  ^  ] , 

M  ^  F  für    (  =  0, 
wenn  der  Einfachheit  halber  der  Kugelradius  =  1  gesetzt  wird. 

Wir  suchen  ein  particulares  Integral  in  der  Form 
(3)  u^  TEX., 

worin  T  nur  von  t,  li  nur  von  r,  X  von  ■&  und  tp  abhängig  sei. 
Setzt   man   also    (3J  in  (1)   ein   und   dividirt  durch  rTBX, 
80  ergiebt  sich 


(2) 
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(4) 


IdT a'_  (j'rB 

T  dt  ^  r'B    dr' 


„     ,     .      "^^H  1       S'X 

~^  r^X  ysinö-        d&        """  sin^ö'  d(p'- 

Wir  machen  nun  weiter  die  Annahme,   dasa  X  eine  Kugel- 
function  n*^'  Ordnung  sei,  und  also  der  Gleichung 

genüge  [Bd.  I,  §.  113  (7)].    Bann  geht  (4)  üher  in 

^^  T  dt  "  rli    dr^  i-a 

und  da  die  eine  Seite  dieser  Gleichung  nicht  von  r,  die  andere 
nicht  von  t  abhängt,  so  müssen  beide  gleich  einer  Constanten 
—  Aä(ja  gein,     Dadurch  ergiebt  sich 

dT 


(') 

il=-*''"^' 

(8) 

tf  +  ['=     •'"+'^V«-o. 

oder, 

was  dasselbe  ist 

(9) 
(10) 

(11) 

Die  Integration  der  Gleichung  (7)  ergiebt 

woraus  man  schliesst,  dass  A^  positiv   sein  rauss,  da 
Zeit  abnehmen  muss.     Wenn  wir  ferner 

lr  =  x 
setzen,  so  erhält  die  Gleichung  (8)  die  Form: 

m  i'^  +  fi-'^t''l^=o- 

^    '  X    dx^     *    L  x^      j 
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Setzt  man  endlich  nocli 

B  =  !ß-'k  S{x), 
so  ergiebt  sich  für  die  Function  S  die  Differentialgleichung 

(-)       S+^^-|  +  [^-^^^]«  =  °. 

und  Aa  B  im  X  =  0  nicht  unendlich  werden  darf,  so  muss  8{0) 
verschwinden.  Die  Gleichung  (13)  hat  nun  genau  die  Form  der 
Differentialgleichung  für  die  Beaserschen  Functionen  [Bd.  I, 
§.  69  (12)],  nur  dass  die  Ordnungszahl  keine  ganze  Zahl,  sondern 
«4"  h  ^^*-  ^^^  kann,  wie  dort,  zeigen,  dass  nur  eines  der 
beiden  particularen  Integrale  für  a;  ;;=  0  endlich  bleibt.  Man 
findet  einen  Ausdruck  für  diese  Function  geradezu  aus  der 
Potenzreihe  für  die  Beesel'sche  Function  J„(x),  wenn  man  n 
durch  n  -^  i/j  ersetzt  und  man  erhält,  da  es  auf  einen  con- 
stanten  Factor  nicht  ankommt  [Bd.  1,  §.  68  (3)] 


S(x)  ==x"  +  y' 


;£j^2.4...2v{2n  +  3)(2n  +  .ö)...{2K+2i'-|-l)' 


ein  Ausdruck,  von  dem  man  leicht  nachweist,  dass  er  der  Glei- 
chung (13)  wirklich  genügt. 

Demnach  wird  die  Lösung  der  Gleichung  (12) 

(—lyx^' 


(U)     B{x)  =  x"'^ 


2.4...2j',(2w+3)(2K-|-5)...(2M-f2v+l) 


§.  56. 
Geschlossene  Ausdrücke  für  die  Function  B. 

Wenn  man  die  halbconvergenten  Entwickelungen ,  die  wir 
früher  für  die  BesaeFschen  Functionen  aufgestellt  und  unter- 
sucht haben,  auf  diese  Functionen  S  zu  übertragen  sucht,  so 
kommt  man  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  diese  Reihen 
abbrechen  und  also  geschlossene  Ausdrücke  für  diese  Functionen 
liefern.  Um  diese  Entwickelungen  zu  finden ,  setzen  wir  in  der 
Differentialgleichung  (8),  §.  65 
(1)  rÜ=e"'-*, 

wodurch  sich  für  0  die  Differentialgleichung  ergiebt 
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Da  wir  auf  einen  geschlossenen  Ausdruck  kommen,  so  ist 
es  gleichgültig,  ob  man  hier  nach  fallendea  oder  nach  steigenden 
Potenzen  tol  r  entwickelt.     Thun  wir  das  letztere  und  setzen 

so  ergiebt  sich: 

Demnach  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 

-  ;^  «^  ["(«  +  1)  -  (n  ^  V)  («  -  v  +  1)]  r-"^"-^ 

— 2a^  <*.(«  —  v))— "+^-1, 

und  dies  soll  identisch  verschwinden.  In  der  ersten  dieser 
Summen  yerschwindet  aber  das  erste  Glied  mit  v  ^  0,  und  wir 
können  daher  auch  mit  der  Summation  bei  v  =  1  beginnen. 
Setzen  wir  dann  in  der  zweiten  Summe  v  —  1  für  v,  und  be- 
achten die  Identität; 

so  folgt: 

2  •-"  +  '-•[«.«■  (2» -»+1)  + 2  aa„,(,.-«+l)]  =  0, 

alsoi 

«  — v  +  l 
vy^iii  —  V  -\-  i) 
und  wenn  man  at,^=  l  setzt,  so  ergiebt  sich  hieraae: 
n(n—\)...  (w  — y  +  1) 


(3)     a.„{-2Uy  -^-^-—------^^-^-------^-^-^--^--p^^. 

Man  sieht  hieraus,  dass  a„  +  i  und  alle  höheren  a,  ver- 
schwinden, und  dasB  demnach  die  Reihe  ?P,  die  so  dargestellt 
werden  kann: 
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W  ^  — »^     _Zj^      ''''•''>    1.2...V  2«(2«  — l)...(2)i— v-f-1)' 

nach  dem  (w  -]-  1)'*°  Gliede  abbricht^). 

Wean  man  in  der  Summe  (4)  die  Reihenfolge  der  Summa- 
tion  mnkehrt,  oder,  was  dasselbe  ist,  v  durch  n  —  v  ersetzt ,  so 
erhält  man : 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  Benutzung  des  Zeichens  11  einfacher 
80  darstellen  lässt: 

n(2«);^/  '      n{n-~'vyn{v)' 

Demnach  erhalten  wir  als  particulares  Integral  [der  Diffe- 
rentialgleichung §.  55  (8),  wenn  wir  einen  conatanten  Factor  weg- 
lassen : 

(^)        «•■  = ""  2  (-  ^•*')-  3i(#^-^"i  w . 

und  das  «weite  partieulare  Integral  erhält  man,  wenn  man  i  mit 
—  i  vertauscht 

Man  kaim  diesem  Resultate  verschiedene  andere  Formen 
geben,  unter  denen  wir  noch  eine  hervorheben  wollen: 

W]i  setzen  in  dei  Differentialgleichung  §.  55  (9) 

und  erhalten  daraus  die  Differentialgleichung  für  X„: 

^  ■'  dr^     '  r  ar      ' 

oder  wenn  man 

(7)  l^r^  —  2x 

setzt : 

Difi'erentiirt  man   diese  Formel   nochmals   nach  x  und   setzt 
')  Poisson,  Theorie  mathematique  de  la  chaleur.     Nr.  82  (1835), 
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dx  "' 

so  folgt 

und  diese  Gleichung  geht  aus  (8)  hecvor,  wenn  man  n  durch 
n  -\-  l  ersetzt.  Ist  also  X«  eine  Lösung  von  (8),  so  ist  dX„/dx 
eine  Losung  von  (9),  und  daraus  ergiebt  sich 

und  durch  wiederholte  Anwenduag  dieser  Formel: 

"      dx" 

Für  Xj,  erhalten  wir  aus  (6)  die  Gleichung: 

(11)  -d^^J-dV- 

«nd  diese  Gleichung  ist  befriedigt  durch 

X,=  — , 
r 
und  folglich  ergiebt  sich 

(12)  Br^r^^^^, 
"■    -'  dx"    r    ' 

worin  x  durch  (7)  als  Function  von  r  bestimmt  ist. 

Verwandelt  man  i  in  — i,  so  erhält  man  sowohl  aus  (12) 
als  aus  (4)  ein  zweites  particularea  Integral  und  wir  können 
hiernach  die  Differentialgleichung  §.  55  (8)  durch  diese  ge- 
schlossenen Ausdrücke  vollständig  integriren. 

Wenn  man  in  (12)  i  mit  — i  vertauscht  und  dann  die  Summe 
und  die  Differenz  der  beiden  Ausdrücke  nimmt,  so  erhält  man 
zwei  particulare  Integrale  der  Differentialgleichung  §.  55  (8)  in 
reeller  Form: 

j,    ^    d"   oos^r  -n   ^    ä"    Binlr 

'  dx"      r     ^  ''  i^x"      r      ' 

von  denen  das  zweite  bei  der  Entwickelung  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  r  keine  negativen  Potenzen  ergiebt,  weil  die  Reihe 
für  sin;ir/r  keine  negativen  Potenzen  enthält. 
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§■  67. 
Integraleigenschaften  der  Function  E. 

Für  die  Function  ß  gelten  gewisse  Sätze,  dio  wir  zur  Lösung 
unserer  Aufgabe  nöthig  Ilaben,  die  ganz  analog  sind  den  Sätzen, 
die  wir  frülier  über  die  Bessel'schen  Functionen  abgeleitet 
haben  (Bd.  I,  §.  79). 

Es  seien  zunächst  A',  i."  zwei  beliebige  Grossen  und 

Bi  =  E(l'r),     B,  =  K(1")-). 
Dann  beatchen  nacli  §.  55  (10)  die  Differentialgleichungen; 
J  .«'-'äi 


^ (n       »("-^  1)' 


U" 


'  "dr     _  _  l,„,_n(n_+iy 


y)ji.'>, 


und  wenQ  man  die  erste  mit  iJ, ,   die  zweite   mit  iJ^  multiplicirt 
und  subtraliirt 

(.._nii.i^.  =  A  [,(«.«,  _^"L?i)]. 

Wenn  wir  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  zwischen  den  Grenzen 
0  und  1  integriren  und  mit  M' {x)  den  Differentialquotienten  von 
R{x)  bezeichnen,  so  folgt: 

(1)  {V^  — A"ä)  {  11  {l'  r)  R  {l"  r)  rs  dr 

^  l"E(k')E'{X")  —  X'R{X")E'{1'). 
Wenn  nun  A',  X"  zwei  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung: 

(2)  J?  (i)  ^  0 

bedeuten,  und  k'^  — ■  X"^  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  (1) 
die  erste  der  gesuchten  Relationen: 


(3)  {B(i'r)E 


(X"r)r^dr  =  0, 

i  man  schlieseen  kann,  dasa  die  Gleichung  (2)  keine  com- 
plexen  Wurzeln  hat  (vergl.  §.  54).     Dass  sie  auch  keine  rein 
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imaginären  Wurzeln  haben  kann,  sieht  man  unmittelbar  aus  der 
Reihe  (14),  §.  55.  Dagegen  hat  sie  unendlich  viele  reelle  Wurzeln, 
von  denen  hier  nur  die  positiven,  denen  die  negativen  gleich 
und  entgegengesetzt  sind,  berücksichtigt  zu  werden  brauchen. 
Man  schliesst  dies  am  einfachsten  aus  dem  Satze  §.  25,  4,,  wenn 
man  die  Differentialgleichung  für  B  in  der  Form  §.  55  (12)  an- 
nimmt.   Da  der  Coefficient  1  ^  — '^ — ^l~   >  sobald  x  >•  Vm  («  + 1) 

ist,  immer  positiv  bleibt,  so  bat  diese  Differentialgleichung  nach 
dem  erwähnten  Satze  osciUatorische  Integrale- 
Setzen  wir  aber  zunächst  für  V  eine  Wurzel  l  der  Ulei- 
chnng  (2)  und  lassen  dann  V  gleichfalls  in  X  übergehen,  so  er- 
hält man  aus  (1)  durch  Differentiation  nach  V : 

(4)  f  Ja  (i,-)'r=dr  =  l  [Ji' (!)]■. 


Lösung  des  Wärmeproblems  für  die  Kugeh 

Um  nun  da^  in  g.  55' gestellte  Problem  vollständig  zu  lösen, 
lassen  wir  w  alle  ganzen  Zahlen  von  Null  bis  unendlich  durch- 
laufen, und  nehmen  zu  jedem  w  die  Kugelfunction  X<"\  die  2w-[- 1 
■willkürliche  Constanten  enthält  [Bd.  I,  §.  115  (12)].  Zu  jedem 
in,  nehmen  wir  die  sämiatlichen  positiven  Wurzeln  A„  der  Glei- 
chung §,  57,  (2),  und  bilden  dann  die  Summe  aller  particularen 
Integrale  §.  55,  (3).    Dadurch  erhalten  wir 

und  hierdurch  ist  nicht  nur  die  Differentialgleichung  (1),  sondern 
auch  die  erste  der  Bedingungen  (2),  §.  55  befriedigt.  Es  bleiben 
demnach  die  Kugelfun ctionen  X'"'  so  zu  bestimmen,  dass  auch 
■die  zweite  dieser  Bedingungen 

(2)  F^S^^C-.'-)-^" 

befriedigt  wird. 

Nun  können  wir  aber  nach  Dd.  I,  §.  112  (4)  die  Function 
T  für  ein  unbestimmtes  r  nach  Kugelfunctionen  entwickeln : 
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(3)  F=^^^^^F,F.(c<„r)do, 
oder 

(4)  F=±I«\ 

(5)  rw  =  -^^  J  _f,  P„  (cosy)  (?o 

ist.  Hierin  bedeutet  y  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Rich- 
tungen nach  p  und  nach  q,  und  do  ist  das  auf  der  Richtung  g 
liegende  Element  der  Einheitskugel.  Diese  Functionen  F"'  sind 
Kugelfunctionen,  in  denen  die  Constanten  noch  von  r  abhängig 
sind,  und  wenn  die  Function  F  gegeben  ist,  haben  wir  also 
auch  die  Functionen  J^"'  als  gegeben  anzusehen.  Die  Vergleichung 
von  (2)  und  (4)  ergiebt  min 

(6)  r»  =  2  J' (»■••)»'. 

und  wenn  wir  mit  einem  bestimmten  Il{i.„r)r^dr  multipliciren 
und  von  r  =  0  bis  *■  ^  1  integriren,  so  erbalten  wir  nach  den 
Integral  form  ein  (3)  und  (4)  §.  57 

(7)  ll^iX^yXC)  =  {  rwB(A„r)r^dr, 
wodurch  auch  X<"'  bestimmt  ist. 
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Ächter   Abschnitt. 
Allgemeine  Tlieorie  der  Elasticität. 


Aeussere  Kräfte  und  innere  Druckkräfte. 

Wir  haben  im  neunten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  die 
geometrischen  Eigenschaften  stetiger  Ortsveränderungen  inner- 
halb einer  einen  ßaumtheil  stetig  erfüllenden  Materie  betrachtet. 
Wollen  wir  diese  Sätze  auf  physikalische  Probleme  anwenden,  so 
müeaen  wir  also  eine  stetige  Erfüllung  des  Raumes  voraussetzen, 
was  möglicherweise,  wenn  die  atomiatische  Anschauung  im  Rechte 
ist,  der  Wirklichkeit  nur  angenähert  entspricht. 

Unter  diesem  Vorbehalt  sind  die  erwähnten  Sätze  anwendbar 
auf  Flüssigkeiten  und  Gase,  auf  zähe  Substanzen  und  elastische 
Körper, 

Von  den  geometrischen  Betrachtungen  müssen  wir  zu  dyna- 
mischen übergehen,  um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
und  der  Bewegung  solcher  Substanzen  unter  dem  Einfluss  von 
Kräften  in  Form  von  Differentialgleichungen  aufzustellen.  Wir 
beginnen  mit  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Wir  denken 
uns  also  einen  begrenzten  Raum  z  stetig  mit  einem  Stoff  erfüllt, 
dessen  Theile  beweglich  sind,  und  diesen  nichtstarren  Körper 
unter  dem  Einfluss  von  Kräften,  die  theils  auf  sein  Inneres,  theils 
auf  die  Oberfläche  wirken,  im  Gleichgewicht.  Im  Inneren  möge 
auf  ein  Massenelement  Qdr  eine  Kraft  wirken,  deren  üompo- 
nenten  nach  drei  rechtwinkligen  Axen  mit 
(1)  QdvX,        QdtY,        QdxZ 
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bezeichnet  werden.  Es  bedeutet  hierin  g  die  Massendichtig- 
keit,  und  X,  7,  Z  sind  dann  die  auf  die  Masseneinheit  bezogenen 
Kraftcomponenten. 

Gegen  die  Oheriläche  0  von  t  wirken  von  aussen  angebrachte 
Druckkräfte,  und  wir  bezeichnen  die  Componenten  des  gegen  ein 
0 b erfläch enelement  do  wirkenden  Druckes  mit 
(2)  Xdo,        Ydo,        Zdo., 

80  dass  X,  Y,  Z  die  Componenten  des  auf  die  Flächeneinheit 
bezogenen  Druckes  sind.  Dieser  äussere  Druck  steht  natürlich 
im  Allgemeinen  nicht  senkrecht  auf  der  Oberfläche.  Ist  Pdo 
die  Grösse  der  Druckkraft,  so  wird  seine  Richtung  durch 

X  =  Pcos(P,  z),  Y  =  Pcos(P,  y),  Z  =  Pcos(P,  s) 
bestimmt.  Nach  W,  Voigt  bezeichnen  wir  die  X,  Y,  Z  als 
äussere  Volumkräfte,  die  X,  Y,  Z  als  äussere  Flächen- 
kräfte').  Die  Kräfte  X  Y,  Z,  X,  Y,  Z  denken  wir  uns  ge- 
geben und  nennen  sie  die  „äusseren  Kräfte".  Diesen  äusseren 
Kräften  wird  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  „inneren 
Kräfte",  die  durch  die  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  her- 
vorgerufen werden,  und  einen  Spannungszustand  erzeugen. 

Um  diese  inneren  Kräfte  und  die  allgemeinen  Voraussetzungen 
genauer   zu   charaktcrisircn ,   denken   wir  uns  aus  dem  Räume  t 
durch   eine   beliebige   geschlossene  Fläche  ü  einen  Raum  t'  ab- 
p.  gegrenzt.    Nehmen  wir  nun,  ohne  Ver- 

änderung  der   Kräfte    X,    Y,    Z  den 
Theil  t"  von  r  hinweg,  der  ausserhalb 
z'  liegt,  so  werden  wir,  um  das  Gleich- 
gewicht    ydeder     herzustellen,     neue 
Kräfte  hinzufügen  müssen.  Wir  wollen 
annehmen,     dass     das    Gleichgewicht 
herstellbar  sei  durch  Flächenkräfte, 
die  gegen  die  Elemente  da  der  Fläche  Sl 
wirken,  und  dies  sind  die  inneren  oder  molecularen  Druck- 
kräfte, die  man   als  die   Wirkung  des  Raumes  t"   auf  r'   be- 
trachten  kann.    Ist  v  die  Richtung   der  Normale  an  d  w ,   von  t' 

')  W,  Voi  gt;  Der  gegenwärtige  Stand  unserer  Kenntnisae  der  Kryatall- 
elasticität.  Referat  für  dea  internationalen  pliyslkalisohen  Congress  in  Paris 
vom  6.  bis  12.  Augast  1900.     (Göttinger  Machrichten  1900,  Heft  3.) 
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nach  t"  positiv  gerechnet  (Fig.  10),  80  bezeichnen  wir  den  Druck 
gegen  das  Element  d  ra   und   seine  Componenten   mit 
(3)       1{_M      )fdo},>^    Xyda.       J\dm,      Zydco, 
und  dies  sind  die  Kräfte,   die   den  äusseren  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  die  den  Spannungszustand  charakterisiren. 
Wir  machen  über  die  inneren  Druckkräfte 
die   Annahme,   dass   sie    vollständig    bestimmt 
seien    durch    den   Ort    des   Elementes    äia    und 
durch    die   Richtung  v   seiner  Normalen,    dass 
sie   also   nicht   abhängig  sind    von   der  Grösse 
und  Gestalt  des  Raumes  i',  wenn   dieser  Raum 
t'  nur   so   gewählt  wird,   dass   das   Element  dm 
an  seiner  Grenze  liegt,   und   dass  die  Normale 
V  "von  t'  nach  aussen  führt. 


§.  60. 
Gleichgewichtsbedingungen. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  sind  die  inneren  Druck- 
kräfte an  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen 
starren  Körper  gebunden;  denn  denken  wir  uns  den  Körper 
t'  erstarrt,  nachdem  er  durch  die  Druckkräfte  (3)  und  die 
äusseren  Kräfte  (1)  ins  Gleichgewicht  gesetzt  ist,  so  wird  da- 
durch ein  bestehendes  Gleichgewicht  nicht  gestört. 

Nun  hat  man  aber,  wenn  an  einem  System  starr  mit  ein- 
ander verbundener  Punkte  Kräfte  angreifen,  sechs  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  zu  befriedigen,  die  aus  der  Statik  bekannt 
sindi).  Diese  Bedingungen  lauten,  wenn  x,  y,  z  die  Coordinateu 
der  Angriffspunkte,  X,  T,  Z  die  Componenten  der  Kräfte  be- 
deuten : 

2;  Z  =  0,  S.{%jZ  —  sY')^-  0, 

(1)   2; r  =  0,  (2)   z(sX  —  x'i)  t=  0, 

ZZ  =  0,  s\xY  —  -^'T)  =  0. 

Die  drei  Summen  (1)  sind  die  Componenten  der  resuU 
tirenden  Kraft,  und  die  Summen  (2),  wenn   die  resultirende 

')  Man  findet  diese  Bediogungen  in  jedem  Leirbuche  der  Mechanik. 
Naoli  Lagrauge  (mec.  analytique]  sind  sie  zuerst  von  d'Alembert  auf- 
gestellt; man  vergl.  z-   B.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte, 
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Kraft  im  Coordmatenanfaiigspunkt  angreift,  die  Componenten  des 
reaultirenden  Drehungsmonieotes. 

In  unserem  Falle  3ind  die  zu  berücksichtigenden  Kräfte 
einerseits  die  äusseren  Kräfte  &X,  q  Y,  qZ,  andererseits  die 
Druckkräfte  Xv,  Yv,  Z,  und  die  Summen  werden  zu  Integralen, 
die  sich  auf  das  Volumen  t'  und  auf  seine  Obertiäche  ß  er- 
strecken. 

So  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (1) 

(3)  |(.X<ir' 

wenn  dz'  die  Volumenelemente  von  i',  da  die  Oberflächenele- 
mente von  iJ  durchläuft,  und  v  die  nach  aussen  gerichtete  Nor- 
male bedeutet. 

Diese  Formel  wenden  wir  zunächst  an  auf  eiuön  unendlich 
kleinen  Cylinder  mit  den  beiden  Endflächen  da  und  der  un- 
endlich kleinen  Höhe  Ä.  Ist  dann  n  die  Normale  an  die  Grund- 
fläche da>  dieses  Cjlinders,  in  das  Innere  des  Cylinders  positiv 
gerechnet,  v  die  äussere  Normale  an  die  Peripherie  von  dra,  und 
äs  ein  Element  dieser  Peripherie,  so  ist  hdso  das  Volumen  des 
Cylinders,  und  der  Ausdruck  (3)  zerfällt  in  folgende  Bestandtheile : 

0  Xhdfo  +  /t  [  X  rfs  +  f  XL«  -f  X„  +  ^-?-^  h 

und  da  man  hierin  Ä,  unabhängig  von  dta^  unendlich  klein  an- 
nehmen kann,  so  folgt  aus  (3) 

X„  +  3L„  =  0 
oder  ' 

(4)  X^  =  —  X^„, 

und  darin  kann  n  jede  beliebige  ßichtung  sein. 

Wenn   wir  den  bei    dieser  Betrachtung   benutzten   Cylinder 
an   die   Oberfläche   des  ursprünglich  gegebenen  Raumes  t  legen, 
Fig.  11.  so   haben  auf  der  einen  Grundfläche  die 

Flächenkräfte  die  gegebenen  Werthe 
§.  59  (2),  und  wenn  wir  also  die  nach 
aussen  gerichtete  Normale  an  die  Ober- 
fläche 0  vom:  mit  »i  bezeichnen  (Fig.  11),  so 
ist  X  +  X-.«  =  0  und  folglich  nach  (4) 
(5)  X„  =  X. 

An  der  Oberfläche   also   müssen   die  inneren  Druck- 
kräfte mit  den  äusseren  übereinstimmen. 


Wo, 
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Gleichgewiehtsbedingunge] 


ir.3 


Fig,  12. 


Wir  wenden  ferner  die  Formel  (3)  auf  ein  unendlich  kleines 
Tetraeder  an,  dessen  drei  auf  einander  rechtwinkelige  Kanten,  von 
der  Ecke  aus  gerechnet,  mit  den  positiven 
Coordinatenaxen  parallel  sind.  Ist  dta  die 
HypotenusenÜäche  dieses  Tetraeders,  und  v 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  an  diese, 
so  sind  die  drei  Katheteutlächen  (Fig.  12): 


da^c 


:  rf0)C03(v,  x), 
dwy  =  da  cos (v,  y) , 
dcog  =  dm  cos  (v,  z) , 

und  die  äusseren  Normalen  an  diese  drei  Flächen  fallen  mit  der 
negativen  x,  y,  ^-Richtung  zusammen.  Da  nun  liier  wieder,  wenn 
man  das  Tetraeder  unendlich  klein  werden  läsat,  die  äussere 
Kraft  /p  Xdr  als  mit  dem  Volumen  proportional  unendlich  klein 
von  höherer  Ordnung  wird,  so  ergiebt  sich  aus  (3)  mit  Benutzung 
von  (4) 

(6)         X,  =  X^coä(v,  X)  +  XyCos(v,  y)  +  X,cos(v,  s). 

Diese  Formel  besagt,  dass  X^,  Xy,  X,  die  Componenten  eines 
Vectors  X.  sind,  dessen  nach  einer  beliebigen  Richtung  v  genom- 
mene Componente  Xy  ist,  und  wenn  man  daher  auf  das  Flächen- 
integral  in  (3)  den  Gauss'scbeu  Integralsatz  anwendet  (Bd.  I, 
§.  89),  so  folgt 

(7) 


[(pX  +  divdl)dv'  ^  0. 


Diese  Formel  muss  nun  für  jeden  beliebigen  Raumtheil  t'  des 
uraprün glichen  Gebietes  v  gelten,  und  dies  führt  zu  den  in  jedem 
Punkte  von  i  gültigen  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

(8)  pX+div.^  =  0. 

Diese  Betrachtung  gilt  auch  für  die  beiden  anderen  Compo- 
nenten, und  so  erhält  man  aus  (6)  drei  Gleichungen: 

Xy  =  X^cos(vx)  +  X,  cos(vy)  +  X,  C03(vs), 

(9)  Yy  =  r^cos(v3:)  +  7,j  cos{vy)  +  Y,  cos(i'5), 
Zy  =  Z^oos{vx)  +  Zy  cos(vy)  -i-  Z,  co?.{vs). 

Die  Gleichungen  (8)  lassen  sich  explicite  so  darstellen: 
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(10)  ,r  +  yi  +  yi  +  "i  =  o, 

^    ■*  ^       '     dx     '     öy     '     ÖS  ' 

und  aus  (5)  erhält  man  die  Oberfläch enbedüigungen 

Xic  cos  (na:)  -|-  Xy  cos  (ny)  -\-  X^  cos  {ns)  =  X, 

(11)  r,cos(wa;)+   r^cos(nyJ4-   T,  cos(m^)=  Y, 
Z^  cos  («  x)  -\-  Zy  cos  («  y)  -\-   Z,  cos  («  s)  =^  !F, 

worin  m  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Eb  bleiben  für  das  Gleicligewicht  noch  die  Bedinguügen  (2) 
zu  berücksichtigen.    Die  ecete  von  ihnen  ergiebt  für  unsereD  Fall 

(12)  |s(!,Z-<.r)(i.'  +  |(!,Z,-»r,)Äa,  =  0. 

Es  folgt  aber  aus  (9),  dass  die  drei  Grössen 
yZ^—  zY^  =  L,, 

(13)  yZy~  sYy  =^  Ly, 
yZ,—  sY,  ^  U 

die  Componenten   eines  Vectors  S  sind,  der  in   einer  beliebigen 
Richtung  v  die  Componente 

hat.     Ferner  ergiebt  sich  aus  (10)  :  , 

^^iyZ-.Y)  ^  ---  +  ,^  +  —  +  r.  -  z, 

=  diT2  +  Y,  —  Zy; 
hiernach  folgt  aus  (12): 

{diY2dT-  —  {L,da  =  UZy  —  Y,)dT' 

und  mithin  nach  dem  Gauss'schen  Integralsatz: 

[{Zy—  Y,)dz'  =  0. 

Da   diese  Gleichung   wieder   für   jeden    beliebigen    Raum   r 
gelten  soll,  so  muss  überall 
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(15)  Z^  =    F. 
und  ebenso 

(16)  X,  =  z,,  r.  =  X, 

sein '}. 

Um  also  den  Zustand,  der  durch  die  gegebenen  äusseren 
Kräfte  hervorgerufen  wird,  vollständig  zu  bestimmen,  hat  man 
die  Kenntniss  von  sechs  Ortsfunctionen 

2,,      r^  ^  Xy 

nöthig,  die  für  das  Gleichgewicht  noch  an  die  Differential- 
gleichungen (10)  mit  den  Greuzbedingungen  (11)  gebunden  sind. 
Diese  Bedingungen  reichen  aber,  wie  es  ja  auch  bei  der  Mannig- 
faltigkeit der  hierin  enthaltenen  Probleme  nothwendig  ist,  zur 
Bestimmung  der  unbestimmten  Functionen  nicht  aus.  Die  weiteren 
Bestimmungsgleichungen  drücken  die  Besonderheit  des  gerade 
vorliegenden  Problems  aus,  und  können  nur  aus  physikalischen 
Thatsachen  abgeleitet  werden. 

Aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  können  wir  aber 
ohne  Schwierigkeit  die  Difi'erentialgleichungen  der  Bewegung  mit 
Hülfe  des  d'Alembert'schen  Princips  ableiten,  indem  wir  an 
Stelle  der  beschleunigenden  Kräfte  X,  Y ,  Z  setzen  X  —  x'\ 
Y  —  y",  Z  —  ^",  wenn  x",  y",  z"  die  Beschleunigungen  der  Stelle 
X,  y,  z  bedeuten.  Hiernach  gelten  alle  unsere  Gleichungen  (4), 
(5),  (6),  (15),  (16)  auch  für  den  Fall  der  Bewegung,  und  nur  die 
Gleichungen  (10)  werden  für  den  Fall  der  Bewegung  modificirt. 

S-  61. 
Die  elastische  Deformation. 

Bei  einem  elastischen  Körper  werden  die  inneren  Druck- 
kräfte hervorgerufen  durch  die  Deformation,  die  unter  dem  Ein- 

')  Die  Annahmen,  die  wii'  gemacht  haben,  sind  nicht  ausreichend  zur 
Erklärung  aller  Erscheinungen  der  Ery  stalle!  asticität.  Wenn  die  Be- 
dingungen (15),  (16)  nicht  befriedigt  sind,  so  musa  man  ausser  den  innere» 
Dmokträften  noch  andere  moleculare  Kräfte  annehmen,  die  man  als  innere 
Drehungsmomente  bezeichnen  kann  (vergl,  den  Eoricbt  von  W.  Voigt, 
Göttinger  Nachrichten  191)0).  Dem  ganzen  Plane  des  vorliegenden  Werkes 
entsprechend  dehnen  wir  unsere  Betrachtungen  nicht  auf  solche  Fälle  aus. 
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fluss  der  äusseren  Kräfte  eingetreten  ist.  Wir  unterscheiden  den 
natürlichen  Zustand  des  Körpers,  der  ohne  die  Einwirkung 
äusserer  Kräfte  besteht,  in  dem  auch  keine  inneren  Kräfte  vor- 
handen sind,  von  dem  deformirten  Znstande. 

Ein  heliehiger  Punkt  m  des  Körpers  habe  in  dem  natür- 
lichen Zustande  die  Coordinaten 

x,  y,  ^-i  (m) 

und  ein  Punkt  (t  seiner  Umgehung  habe  die  Coordinaten 

worin  |,  ?;,  g  als  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  zu 
betrachten  sind. 

Wenn  nun  bei  der  Deformation  der  Punkt  m  eino  Verschie- 
bung erleidet,  deren  Componenten  mit  m,  v,  w  bezeichnet  werden, 
durch  die  x,  y,  0  in  x',  y',  s'  übergehen,  so  ist 

(1)  x'  =  x-i^u,     y'  =  y  ^v,     s'  =  s  ^  tv, 

und  M,  V,  tu  sind  Functionen  von  x,  y,  s. 

Der  Punkt  ft  hat  also  eine  Verschiebung  erfahren,  deren 
Componenten 

8)t  j.    I    ÖM        ,     du  ^ 


sind,  und  wenn  wir  also  die  relativen  Coordinaten  von  ft  in  Be- 
zug anf  m  nach  eingetretener  Deformation  mit  |'  ij',  t,'  bezeichnen, 
so  ist 


■s  + 


(2) 


Die  hierdurch  dargestellte  infinitesimale  Deformation  wird 
nun  nach  Bd.  I,  §.  84  in  zwei  andere  zerlegt,  von  denen  die 
eine    eine    Drehung,    die    andere    eine    Dehnung    ist.      Die 
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Dehnung,  die  hier  allein  in  Betracht  kommt,  wird  nach  Bd.  I, 
§.  84  (3)  und  (5)  durch  die  Formeln  dargestellt; 

,„      „        Ißv    ,    8»\,    1    /,     1    8«\       ,    1/8»!    1    8o\, 
„,        1/8»    ,    8i«\.    .     1  ßw    ,    8«\       I    /,     1    8«i>\, 

Die  elastischen  Druckkräfte  sind  nur  Functionen  der  rela- 
tiven Verschiebungen  der  Theilchen,  und  sind  also  unabhängig 
von  der  Drehung,  bei  der  sich  die  Umgebung  des  Punktes  ni  wie 
ein  starrer  Körper  bewegt.  Nach  (3)  sind  also  diese  Druckkräfte 
Functionen  von  den  folgenden  sechs  Variahein: 

__  dw  _        _d%v         dv 


dy 

Die  Verschiebungen  u,  v,  tv  sind  hierin  beliebige  stetige 
Functionen  von  x,  y,  s,  die  als  Componenten  eines  Vectore  U 
betrachtet  werden  können.  In  der  Folge  werden  wir  sie  als  un- 
endlich kleine  Grössen  betrachten,  d.  h.  wir  nehmen  sie  mit 
einem  consfcanten  Factor  multiplicirt  an,  dessen  höhere  Potenzen 
gegen  die  erste  vernachlässigt  werden  dürfen.  Damit  verzichten 
wii  auf  eine  allgemeine  Behandlung,  und  erhalten  Resultate,  die 
mit  den  Thatsachen  nur  angenähert  übereinstimmen  können. 

Diese  Voraussetzung  führt  zu  der  Grundannahme  der  Elasti- 
citätstheorie,  daas  die  sechs  Componenten  des  inneren 
Druckes  X:,,  Ty,  Z„  7^,  Z^,  Xy  lineare  homogene  Func- 
tionen der  sechs  Variabein  x,,,  yy,  s,,  y^  »j,,  Xy  sind. 

In  den  Ausdrücken  dieser  sechs  Componenten  durch  die 
sechs  Variablen  x^,  ■  ■  ■  würden  also  36  Gonstanten  eingehen,  die 
von  der  Matnr  der  Substanz  abhängig  sind.  Die  Zahl  dieser 
Coü6tanten  verroindert  sich  aber  sehr  beträchtlich  durch  einige 
weitere  Annahmen. 
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Die  Variablen  x^,  j/yi  ^z,  Vz,  •3'a;^  ^!(  sind  immer  dann  und  auch 
nnr  dann  gleich  Null,  wenn  m,  u,  w  von  der  Form  sind: 

%i  =  a  —  ry  -\-  q^^, 

(5)  V  =:  b  — i>£'  +  fx, 

w  ^=  c  —  qx  ~\-  py, 

worin  d,  6,  c,  j),  q,  r  Constanten  sind,  d.  li.  wenn  m,  v,  w  solche 
Verschiebungen  sind,  wie  sie  ein  starrer  Körper  ausführen  kann. 


§.  62. 

Die   Energie, 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  wir  die  a;-Comppnente  des 
inneren  Druckes  gegen  ein  Element  mit  der  Normalen  v  durch 
einen  Vector  X  darstellen  können.  Grenzen  wir  ein  Volumen  r 
des  elastisch  deformirten  Körpers  ab,  so  ist  die  ic-Componente 
der  Kraft,  die  aus  den  gegen  die  Oberfläche  dieses  Volumens 
wirkenden  Druckkräften  resultirt,  nach  dem  Gauss'schen  Satze 
(Bd.  I,  §.  89) 


Jx...  =  | 


div  ^dr, 


wenn  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  ist,   und  es  ist  also 

(IJ  divXär 

die  auf  das  Element  dr  wirkende  moleculare  Druckkraft  in  der 
a;-Ricbtung.  Diese  Druckkraft  ist  hervorgerufen  durch  den  Ver- 
schiebungsvector  U,  der  seinerseits  eine  Folge  der  äusseren  be- 
schleunigenden Kräfte  und  Druckkräfte  ist,  und  diese  äusseren 
Kräfte  haben  bei  der  Verschiebung  U  gegen  die  inneren  Kräfte 
eine  gewisse  Arbeit  geleistet,  die  wir  bestimmen  müssen 

Wir  denken  uns  einen  neuen  Verachiebung8\  ectoi  U'  nut  den 
Componenten  m',  v\  w'.  Dieser  wird  an  dem  Element  dr  nur 
mit  Aufwand  einer  gewissen  Arbeitsgröase  d  '£'  gegen  die  mole- 
cnlaren  Kräfte  vollzogen  werden  können,  und  diese  Aibcit  ist, 
wenn  wir  mit  -C,  ^,  ^  die  Vectoren  der  drei  Druckcomponenten 
bezeichnen,  nach  (1) 

(2)  d  T'  =  —  (m'  div  3e  +  -y'  div  %)  +  w"  div  3)  d  t. 
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Nun  ist  aber 

«Miva:  =  aiv»'3£- 

-(^•l^  +  ^-ly+^-l^) 

.■di»|)  =  clivt.'a- 

-(^.|^+-.f+-.|^) 

»'diT3  =  diT«.'3- 

-{^''■ä  +  ^-%  +  ^-'^) 

und  hieraus  mit  Benutzung   der  Bezeichnung  §.  61  (4)  und  mit 
Rüclisicht  auf  die  Relationen  Xy  =  Y^...  [§.  60  (15),  (16)]; 

(3)  WdivaE  +  o'diyg  +  »'div3  =  div(«'3e  +  „'g  +  „'3) 

-  X,x:  —  X,4  —  X,i;  -  Y,yy  —Y.y;  —  z, «;. 
Führen  wir  also  die  Bezeiclinung  ein; 

(4)  -F(U,  U')  =  x.i;  +  x,ii  +  x,s;, 

+  r,,;  +  r,!,;, 
+  x.^;, 

dann  wird  nach  (2) 

(5)  AT  —  —  div(w'S  +  «'g  4-  -M;'3)dr  +  :F(U,  U')  dr, 
und  wenn  wir  diesen  Ausdruck  über  den  Raum  i  integriren,  so 
erhalten  wir  mit  abermaliger  Anwendung  des  Gauss' sehen 
Integralsatzes,  wenn  do  die  Oberflächenelemente  von  i,  und  n 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  an  do  bedeutet,  für  die 
gesammte  Arbeit  der  Verschiebung  U'  gegen  die  elastischen  Kräfte: 

(6)  2"  =  —  f(M'X„  +  ij'r„-i-w'Z,Orfo  +  fF(U,U')(^E, 
oder  nach  §.  60  (5): 

(7)  2"  =  —  f{Xw'+  r«'  +  Zw')«?o  +  fF(U,U')f^T^- 

Dieser  Ausdruck  stellt  den  Zuwachs  an  potentieller 
Energie  dar,  der  in  dem  elastischen  Körper  durch  die  Yer- 
schiebung  II'  bewirkt  wird. 

Darin  ist  das  OberHächenintegral  die  gegen  die  äusseren 
Druckkräfte  geleistete  Arbeit,  und  das  Raumintegral  in  (7)  ist 
die  im  Inneren  von  z  enthaltene  Energiemenge.  Wir  können 
also  die  Function  F(U,  U')  deliniren  als  die  auf  die  Volumen- 
einheit bezogene,  an  der  Stelle  «,  j/,  ^  vorhandene  und 
durch  die  nach  einander  ausgeführten  Verschiebungen 
U,U'  aufgehäufte  elastische  Energie, 
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Die  Function  F(ü,  U')  ist  nach  der  VorausBetziing ,  die  wir 
über  die  X^  ...  gemacht  haben,  eine  bilineare  Function  der 
beiden  Reilien  von  je  sechs  Variabein: 


(8) 


iKl,    J/yi    ^j,    »/j,    ^i,    %, 

iC^  J/y.  ^'',  y'z.  ^^  ^y. 
und  eine  solche  Function  hat  im  Allgemeinen  36  constante  Ooeffi- 
cienten.    Wir  machen  aber  jetzt  die  fernere  Annahme 
(9)  J^(U,  U')    z=    ^{U',  U), 

d.  h.  wir  nehmen  an,  dass  die  durch  die  beiden  Vectoren  U  und 
U'  erzeugte  Energie  von  der  Reihenfolge  unabhängig  sei, 
in  der  diese  Yerschiebungen  ausgeführt  werden.  Wollten  wir 
diese  Annahme  nicht  machen,  so  würde,  wenn  man  die  Verschie- 
bungen U,  U',  —  U,  — ■  U'  nach  einander  ausfuhrt,  der  elastische 
Körper  zwar  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückgekehrt 
sein,  und  es  wäre  also,  wenn  wir  die  äusseren  Kräfte  als  un- 
veränderliche Functionen  des  Ortes  ansehen,  gegen  diese  Kräfte 
keine  Arbeit  geleistet,  und  doch  wäre  Energie  gewonnen  oder  ver- 
loren i).    Dies  nehmen  wir  nicht  an. 

Um  die  Folgerungen  aus  der  Relation  (9)  deutlich  zu  über- 
sehen, wollen  wir  für  den  Augenblick  die  Variabein  (8)  mit  xj, 
Xh  bezeichnen,  und  i  und  'k  von  1  bis  6  gehen  lassen.  Es  ist 
dann 

(10)  1^(11,  U')  =^ai.,.XiXi, 

worin  die  aj,*  constante  Coefücienten  sind,  zwischen  denen  nach 
(9)  die  Beziehung 

besteht.  Führen  wir  also  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  ein: 

(11)  iP(U,  U)  =  J''(a;,%  ...  ic,}  1=  2  '^i^-^iXh, 
so  ergiebt  sich 

(12)  F(U,  II')  =  ^^F'{x^)x,^, 
und  folglich,  in  der  früheren  Bezeichnung: 


')  Ein  derartiges  Verhalten  könnte  möglicherweise  zu  tierückBichtigen 
bei  den  Erscb einungen  der  aogenaonlen  elaatiaclieii  Nachwirkung. 
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,,,,         X.  =  iF'(x.),     r,  =  iF'(!,,),    Ü,  =  1FW, 
^    >         r,  =ii"(y,),     Z.  =  iF(,.\    X,  =  ii"K), 
und  hierin  kommen  nur  die  21  Cocfflcienten  der  Function  (10)  vor. 
Um  die  Bedeutung  der  Function  F  zu  erkennen,  setzen  wir 
die  Verschiebung  U  aus  den  Differentialen   ä\X   zusammen,   und 
nehmen  U'  =  (iU;  ea  ist  dann  nach  (12) 

(u)  i''(n,  du)  =  \dF%^x), 

und  daraus  ergiebt  sich  durch  Integration  in  Bezug  auf  dU  . 
(15)  dT=\F{x^,yy,  e^,  i/„  g«,  x^)äx  =  \'Fd% 

fdr  die  im  Volumenelement  i%  enthaltene  Energiemenge,  die 
durch  die  Verschiebung  U  aus  dem  natürlichen  Zustande  erzeugt 
ist.  Diese  Function  betrachten  wir  als  das  Maass  für  die 
elastische  Spannung,  die  an  der  Stelle  x,  y,  2  stattfindet. 

Die  Function  i^'rauss  eine  wesentlich  positive  Function 
sein,  sie  kann  also  für  kein  reelles  Werthsyatera  der  Variablen 
einen  negativen  Wertb  erhalten,  und  für  kein  von  Null  ver- 
schiedenes Werthsystem  der  Variabein  verschwinden  1). 

Denn  wenn  die  äusseren  Kräfte  alle  Null  sind,  so  ist  der 
natürliche  Zustand  des  Körpers,  bei  dem  alle  Variablen  x^^Xy..., 
und  alao  auch  F,  verschwinden,  der  Gleichgewichtszustand. 
Könnte  F  negative  Werthe  annehmen,  so  müsate  ein  Verschie- 
bungasystem  exiatiren,  bei  dem  die  potentielle  Energie  noch  ver- 
kleinert würde,  und  der  natürliche  Zustand  wäre  also  kein 
stabiler  Gleichgewichtszustand  (Bd.  I,  §.  121). 

Dass  aber  die  Function  F  für  kein  von  Null  verschiedenea 
Werthaystem  der  Variablen  verschwinden  soll,  besagt,  dasa  keine 
Verachiobung  aus  dem  natürlichen  Zustande,  bei  dem 
die  relative  Lage  der  Theilchen  geändert  wird,  ohne 
Arbeitsleistung  möglich  sein  soll^). 

)  Eme  hoinnj,i,ne  quadratische  Funot  ob  von  n.  \irnlleii  las^t  eich 
auf  unendlich  \iele  veiBohiedtae  Alten  ah  Pine  bumrae  von  hoi-hstens  n 
l  Bitiveu  oder  negativen.  Quahattn  \od  einander  vmabhangig  r  liiearer 
Functionen  der  Variablen  dai  stellen  iJie  Anzahl  der  poaitiveu  und  der 
negativen  unter  diesen  Quadraten  11t  bei  einer  und  deraelbea  tunetion  bei 
allen  dieueu  Darstell  mgen  dieselbe      Die  Functiun  heisst  wesentlich  pns  tiv 

■nenn  die  Anzahl  der  poR  tnen  Qiadiate  ^=  n  ist     Weber     Lehibuoh.    1er 

Algebra   "   Auf!     BiainsohwPig  lb9ö,  b    212 

1  Bei  re  bungsloben  idealen  FluBsigkeiten  lat  die  Sache  anders     Bei 

diesen  lat  wie  man  annimmt  je  le  ^  erschiebung  die  keine  Vol Umänderung 

zur  Foi^e  tat   ohne  Eneigie verbrauch  ausfuhrbar 

Itien    un   WeliT     Ptttlelle  DitCereiitiiügLe  chiu^en.    II  n 
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Bedingungen  des  Gleicligewichts  und  der  Bewegung. 

Die  21  Constanten  der  Function  F  muss  man  sich  durch 
Beobachtungen  für  jede  Substanz  besonders  bestimmt  denken, 
und  dann  stellen  sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  als  partielle  Differentialgleichungen  für  die  drei 
Functionen  u,  v,  w  dar.  Diese  hängen  von  den  Coordinaten  x, 
y,  s  und  von  der  Zeit  (  ab,  und  die  Beschleunigungen  sind 

d^u      d^v      dHo 
'^  ei='     Bfä '     9(9  ■ 

Zunächst  ergeben  sich  nach  §.  60  die  drei  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen : 


(x^ 

^)  +  d:v,  =  o, 

i^- 

-f|)  +  a»9  =  o, 

[z- 

■f|)  +  di,3  =  o. 

woraus  man  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  erhält,  wenn 
man  u,  v,  w  von  der  Zeit  unabhängig,  also  die  BescHeunigungen 
gleich  Null  annimmt. 

Unter  Umständen  können  noch  andere  Bedingungen  hinzu- 
treten, durch  die  diese  Gleichungen  modiflcirt  werden.  So  hat 
Fresnel  zur  Erklärung  der  optischen  Erscheinungen  in  Kry- 
stallen  die  Annahme  gemacht,  dass  die  Schwingungen  des  Licht- 
äthers ohne  Voluraänderung  vor  sich  gehen,  dass  also  der  Äether 
incompressibel  sei.  Dann  muss  divU  ^=  0  sein,  und  es  besteht 
also  für  diese  Verschiebungen  u,  v,  w,  wenn  wir  zur  Abkürzung 
8«        8,        to 

setzen,  die  Bedingung  0  =  0.  Dann  treten  zn  den  Gleichungen 
(2)  noch  die  Glioder  hinzu; 

,8®       ,8»      ,8» 

'■Ji'       W        87' 
worin  X  ein  unbestimmter  Coefficient  ist,  zu  (Jessen  Bestimmung 
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die  Bedingung   0  =  0   dient.     Dies  wollen  wir   aber  hier  nicht 
weiter  berücksichtigen. 

Zu  den  Gleichungen  (2)  treten   noch   die  Grenzbedingungen 
für  den  Oberüächendruck : 

(3)  X„  =X,     Y^  =  T,    Z„  =  Z, 

und  für  den  Fall  der  Bewegung  die  Bedingungen  für  den  Äii- 
fangszustaod,  die  darin  bestehen,  dase  für  einen  Augenblick  i  =  0 

du    dv    dw 

(4)  u,    .,     w,     g^,     ^,     ^ 
als  Functionen  des  Ortes  gegeben  sind. 

§.  64. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

"Wenn  wir  für  den  Vector  U'  die  in  dem  Zeitelement  wirklich 
eintretende  Verschiebung  setzen,  also 

setzen,  so  wird  wegen  §.  62  (14) 

(2)  :P(u,u',  =  i^.5),, 

und  durch  Integration  über  den  Raum  t 

(3)  |F(u,U')d^  =  ifd(, 

worin  T  wie  im  §.  62  (15)  die  durch  die  Verschiebung  11  her- 
vorgerufene potentielle  Energie  der  elastischen  Spannung  ist. 
Multipliciren  wir  die  Gleichungen  §.63  (2)  mit  u'  dt,  v'  d  t, 
w'  d  T,  addiren  sie  und  integriren  über  den  Kaum  z ,  so  ergiebt 
sich,  wenn  wir 


setzen,  so  dass  Tt,  die  kinetische  Energie  (lebendige  Kraft)  des 
Systems  ist,  und  wenn  wir  noch  beachten,  dass  Qdt  als  die 
Masse  des  Elementes  dr  von  t  unabhängig  ist: 
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Achter  Abschnitt. 
fs(Xii'  +  Yv'  +  7,t«'}iv  = 
-  f(i-,'ai7ä 
Nach  1-  62  (2)  ist  aber 

T'  =  —  f  (»'  div  ^  +  »'  div  ?J  +  a'  dk  3)  (i  t 
die  Aflteit  der  Verschiebung  U',   die   nach  §.  62  (7)  auch  gleich 

—  ((Xu'  +  Yv'  +  Zw')  do  +  [  F(U,  IV)  (ii, 
und  nach  (3) 

-Yv'  ■ 


,-j(XW 


ist.     Ea  ergiebt  sich  also  aus  (5) 

[e(XM'  +  Yv'  +  Zw')<^Tr4-  ((Im'  +7«'  +  Ziv')  do. 

Es  ist  endlicli 

(7)    [Q{Xu'^Yv'  +  Zw'')dT^[(Xv!-^Yv'-\-Zw')do  =  Adt 

die  in  dem  Zeitelement  d  t  bei  der  wirklich  eintretendeü  Be- 
wegung von  den  äusseren  Volumen-  und  Flächenkräften  geleistete 
Arbeit  und  demnach  ergieht  sich  aus  (6) 

(S)  -  =  ^'^^. 

d.  h.  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ist  gleich  der  Ver- 
mehrung der  gesammten  potentiellen  und  kinetischen 
Energie, 

1,  Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort  der  Satz,  daas 
die  Differentialgleichungen  für  die  elastischen 
Bewegungen  mit  ihren  Grenz-  und  Anfangsbedin- 
gungen, wenn  die  äusseren  Kräfte  gegeben  sind, 
nur  eine  einzige  Lösung  zulassen. 
Denn  sind  Mj,  Uj,  w,  und  u^,  v^,  w^  zwei  Lösungen  desselben 
elastischen  Problems,  bo  sind 
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gleichfalls  Lösungen  eines  elastischen  Problems,  bei  dem  aber 
die  äusseren  Kräfte  X,  Y,  Z,  X,  T,  Z  alle  gleich  Null  sind,  und 
bei  dem  auch  die  Änfangswerthe  §.  63  (4)  alle  Yerschwinden.  Für 
dieses  Problem  ist  also  nach  (7)  die  Arbeit  J.  =;  0  und  folglich 
ist  die  Energie  T^  -\-  T  vou  der  Zeit  unabhängig,  und  da  sie  am 
Anfang  gleich  Null  ist,  so  ist  sie  überhaupt  gleich  Null.  Dies  ist 
nur  möglich,  wenn  Tf,  und  T  einzeln  verschwinden.  Das  Ver- 
schwinden von  Ta  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Geschwindig- 
keiten 

du/dt,        dv/dt,        dtv/dt 
gleich  Null,   also  m,  u,  w  von   der   Zeit  unabhängig   sind.     Das 
Verschwinden  von  T  erfordert,  dass  die  sechs  Grössen 

^^,     Vy,     ^^     Vz,     ^«,      ^y 
gleich  Null  sind,  und  daher  m,  v,  w  die  Form  §.  61  (5)  haben. 

Die  Verschiebungen  m^,  v^,  m)|  unterscheiden  sich  also  von 
den  «2,  V2,  MJa  nur  um  Grössen,  die  die  Verschiebung  eines  starren 
Körpers  ausdrücken,  und  um  die  Functionen  «,  v,  w  vollständig 
zu  bestimmen,  müssen  also  noch  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
Constanten  hinzukommen,  die  ausreichend  sind,  um  die  Lage 
eines  starren  Körpers  zu  bestimmen. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  führt  eine  ähnliche 
Betrachtung  zum  Ziele.  In  diesem  Fall  sind  die  ti,  v,  w  als 
Functionen  von  x,  y,  ^  unabhängig  von  t  zu  bestimmen  aus  den 
Gleichungen : 

t.  x  +  div  =e  =  0, 

(9)  yr+div?)^0, 
P  Z  +  div  3  =  0, 

mit  den  Grenzbedingungen 

(10)  X„  =  X,     Yn=  Y,    Z„  =  Z. 

Haben  diese  Gleichungen  zwei  verschiedene  Lösungen  ttj,  w,, 
Wi  und  Mj,  v^,  w-i,  so  genügen  die  Differenzen 

(11)  U  =  Uj  —  tlji,      V  ^  Vi   —  Vii,      lü  ^  Wi  —  % 

den  Gleichungen 

div  1  =  0,    div  ^/_)  =  0,     div  3  ■=  0 
mit  den  Grenzbedingungen,  dass  an  der  Oberfläche  X„,  Y„,  Z„ 
gleich  Null  sein  sollen.    Daraus  aber  ergiebt  sich  nach  §.  62  (2), 
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dasa  ä  1"  für  jeden  beliebigen  Verschiebungsvector  U'  gleich 
Null  ist,  also  nach  §.  62  (7) 


--  0. 


(12)  l(u''X^v'Y^^B'Z)do  -  f  F {\i,U')  dz 

Setzt  man  hierin  u'  =  u,  v'  =  v,  w'  =  w  und  beachtet,  dasa 
X,  Y,  Z  verschwinden,  so  folgt 

(13)  F(U,  U)~0, 

also  Xx  =  0,  yy  ^  0,  Ss  =  0,  pz  ^=  0,  0s  ;=  0,  Xp  =  0,  woraus 
wieder  zu  schliessen  ist,  dass  u,  v,  w  die  Ausdrücke  für  die  Ver- 
schiebung der  Punkte  eines  starren  Körpers  sind. 

Derselbe  Schluaa  kann  aber  auch  gemaclit  werden,  wenn  an 
der  Oberfläche  nicht  die  DrucklmLfte,  sondern  die  Verschie- 
bungen w,  V,  w  gegeben  sind.  Auch  dadurch  ist  die  Lösung 
des  Problems  eindeutig  bestimmt. 

Denn  wenn  unter  dieser  Voraussetzung  zwei  Lösungen  u^, 
Vi,  Wi',  1*2,  %,  Wa  vorhanden  wären,  so  wären  die  Differenzen  (11) 
an  der  Oberfläche  gleich  Null,  und  in  (12)  würde  für  w'  —  w, 
v'  =  V,  w'  ■=  w  das  Flächenintegral  gleich  Null.  Es  würde  also 
wieder  die  Gleichung  (13)  erfüllt  sein  müssen.  Und  derselbe 
Schlnss  kann  auch  unter  der  allgemeineren  Voraussetzung  ge- 
macht werden,  dass  an  der  Oberfläche  überall 

uX  -{-  vT ^  wZ 
verschwindet. 

2.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Lösung  des  statischen 
Problems  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  an  der 
Oberfläche  von  den  drei  GrÖssenpaaren 

X,  u,       Y,  ji,      Z,  « 
je  eine  Grösse  gegeben  ist. 


Isotrope  Körper. 

Die  Ausdrücke  für  die  molecularen  Drucke  durch  die  Ver- 
schiebungen vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn  wir  noch  gewisse 
Voraussetzungen  über  die  Symmetrie  des  Körpers  hinzunehmen. 
Es  genügt  dazu,  nach  §.  62  (13)  die  quadratische  Function  F 
als  Function  der  Variablen 
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(1)  »,  =  8^. 

dw 


dw 


dx 


darzustellen. 

1.  Wir  maclien  zunächst  die  Annahme,  dass  der 
Körper  sich  in  je  zwei  entgegengesetzten  Rich- 
tungen in  elastischer  Beziehung  gleichartig  ver- 
halte, oder,  wie  wir  sagen  wollen,  dass  zwei  ent- 
gegengesetzte Richtungen  gleichwerthig  seien. 
Wenn  dann  ein  neues  Coordinatensystem  eingeführt  wird,  in 

dem  die  a;-Axe  die   entgegengesetzte  Richtung  erhält,  so  ist  m 

und  3:  durch  —  m,  —  üc  zu  ersetzen,  und  die  Function  F  muss 

also  bei  den  Zeichenänderungen 

*i)      yy      ^sj      y=i       2j„      Xy, 

^si      yy^      ^ii      yp,      —  ^i-      —  ^y 

ungeändert  bleiben. 

Es  fehlen  also  in  der  Function  F  die  Glieder  mit 

a^it-ä^s,      ^x^y^      Vv^s^i      yy^yy      SsZx,      S^Xy,      IJ^Sx,      yz^y, 

und  wenn  man  der  j/-Axe  und  der  ^-Axe  die  entgegengesetzte 
Richtung  gieht,  fallen  noch  weitere  entsprechende  Glieder  her- 
aus, und  in  F  bleiben  also  in  Folge  dieser  einen  Annahme  nur 
die  Glieder 

xl,         yfj,         ^l. 
(2)  yyz,,      e,x^,     x^yy, 

yi,         si,         xl- 
Durch  die  Annahme  1.  reduciren  sich  also  die  21  Gonstanten 
der  Function  F  bereits  auf  9. 

2.    Wir  machen   ferner   die   Annahme,   dass   die   drei 

Axen  X,  y,  s  gleichwerthig  seien. 
Daraus  folgt,  dass  je  drei  Glieder  von  F,  die  in  (2)  in 
einer  Reihe  stehen,  denselben  Coefficienten  haben,  wodurch  die 
Zahl  der  Gonstanten  auf  drei  reducirt  ist,  und  die  Function  F 
erhält,  wenn  diese  Constanten  mit  x,  A,  ^  bezeichnet  sind,  die 
Form 
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(3)  2F^Mxl  +  2,^  +  4)  +  2A(^„^,  +  ^,x^_  +  x.,,yy) 

+  f^tol  +  4  +  a;|), 

und  für  die  inneren  Druckcomponenten  ergiebt  sich  nach  §.  62  ()  ü) : 

X^  =  ){3:^  4-  ly^  -\-  As„  Y,  =  ^y,, 

(4)  F^  =  Ix^  +  Kj/y  +  ;L^„         Z^  =  (ts^, 

iTj  ^^=  IXx  -\-  ^Vy  +  K«3,  Xy  ^rrr  flXy. 

Die  drei  Conatanteii  x,  A,  jt  lassen  sich  aber  auf  zwei  ro- 
duciren  durch  die  dritte  Annahme: 

3,    daas  überhaupt  alle   Richtungen    in    dem    elasti- 
schen Körper  gleichwerthig  seien,  dass  also  der 
Körper  isotrop  sei. 
Dazn  ist   erforderlich,   dass   die   Ausdrücke   (4)   ihre   Form 
nicht  ändern,    wenn    man   zu    einem  neuen  rechtwinkligen  Co- 
ordinatensystem  übergeht. 

Es  seien  also  af,  y',  z'  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  dem 
neuen  System,  das  mit  dem  ursprünglichen  durch  die  Formeln 
zusammenhänge : 

x'  =  üiX  -\-  a^y  -^  a-iS,    x  =:  a^x'  -\-  b^y'  -\-  c,  z', 

(5)  y'  =  h,x-\-  b^y  -\-b3Z,     «/  =  «a  a;'  +  63  y'  -j-  c^  s', 
s'  =  Ci  a;  -i-  Cj «/  +  Cg  ^,     2  =  dg  a/  +  63  y'  +  Cb  ^', 

und  die  Coefficienten  a-i,  «g,  «3  ...  sind  darin  den  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  bekannten  Relationen  unterworfen,  die  wir  nicht 
hierher  zu  setzen  brauchen. 

Nach  §.  60  (9)  haben  wir  zunächst 

X^,  =  tij  X^  +  «s  X^  +  «3  X„ 

(6)  Y,.  =  H,  Y,  +  a,  r^  +  «3  r„ 
^^,  ^  a,  2;  -j-  a^  Zy  +  ctj  Z„ 

und  wenn  wir  hieraus  die  Componenten  nach  den  Richtungen 
a^,  y',  s'  bilden: 

XI;    =    %  X^.    -f-   «2   Y,,  +   «3  Z:,', 

7^  =  l,  X:c.  +  Ö2  Y^.-^h-iZ-j, 
oder  da  Zy  ^=  T,  etc.  ist: 

(7)  X;.  =  «ä  x^  +  al  Yy  +  aä  Z, 

+  2  «a  ctg  r,  +  2  Ms  a,  Z^  +  2  «1  «2  Xj,, 

(8)  Y'.  =  a,  6,  X^  +  a^  b^  Yy  +  «3  63  Z, 

+  (^ÖB  +  ösag)  r,4-(«söi  +  fe;ia,)2i-(-K6s  +  J|aj)Xy, 


yGoosle 


§.  66.  Isotrope  Körper.  ifJ9 

und  hieraus  kann  man  die  übrigen  Componenten  durch  cyklisclie 
Vertauschungen  leicht  ableiten. 
Ebenso  ist  nun: 


da^        'dx  "'  +  'dy  "'  ~^5ä(  "■' 

■  +  "^^^  fe  +  8-J  +  "='^'  fc+  ö^)  +  «'''^  iö^  +  öi) 
oder 

(9)  x^  =  alx^-\-a.^yy-\-al3,-\-a2asy,-\-a,a,s-^-\-aia2Xy, 
und  ähnlich; 

(10)  2/^.  =  2  Ol  ö,  a;.,  +  2  «2  ^»2  yy  -j-  2  «^  63 «, 

Wenn  wir  nun  die  Ausdrücke  (4)  in  (8)  substituiren ,  so  er- 
hält das  Glied  mit  x^  in  Y^-  den  Coefficienten 

«  «1  6,  +  A  («1  h  +  «s  Ö3)  =:  (X  —  A) «,  61 
(mit  Hülfe   der   bekannten  Relation   a^  fij  -f-  a.2  65  -4-  «;( J3  =^  0), 
und  es  ergiebt  sich 

Y^,  =  (y.  —  X)  (flii  J,  x^  4-  «a  &ä  i/y  +  «3  63  «j) 
+  li  [{a,  h  +  «3  ö-O  ^.  +  («3  öi  +  «1  ÖO  ^.  +  («.  &a  +  &i  «2K]- 


')  Man   kantt  diese   Trausformationen   in   folgender   Regel 
fassen:     Man  bilde  nach  (5)  die  Producte 

aus  diesen  erhält  man 

z;^  Yy:,  z;<,  r^',  zi-,  x;, 

^\      !/',      ^^         J/«!      s«.      ^y< 

x^,  Yj^,  z,.     r„  z^,   Xy 

ersetzt,  und 
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und  mit  Hülfe  von  (10) 

Nach  der  Voraussetzung  3.  muaste  aber 

K  =  fsi 

sein,  und  daraus  folgt  die  Relation 

(11)  K  =  A  +  2fi. 

Hieniacli  ergeben  sich  für  die  Componenten  des  moleciilaren 
Druclies,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

(12)  0  =  divU  =  |i^+|^  +  |^ 
setzen,  aus  (4)  die  Ausdrücke 

'7  1  ^      I      n        Ö^"  T  /3m      i'Ö  «\ 

Z^  =  l@-\-2(tTT—,       Xy  —  n  i:^ — rH~r 
'      ^  d  s^  ^        '^  \dy    '    dx/ 

Es  ist  daher 
(14,  toX  =  — +  ^  +  -j^ 

=  (l  +  C)  3^  +  F^». 
wenn  wie  früher 

(15)  -^«^Bii  +  e^  +  e^ 

gesetzt  ist.  Demnach  ergeben  sich  die  Differentialgleichungen 
für  die  Bewegung  eines  isotropen  elastischen  Körpers  nach  §.  63 
(2)  in  der  Form: 

(16)  s(5'-|j?)+(i  +  rt|-®  +  C^»  =  0, 

e  (^  -  tI)  +  (*  +  '')  It  +  '"='«  =  "' 

und  für  das  Gleichgewicht: 
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S  A'  +  (1  +  rt 

11  + 

(t<^M 

sr  +  (i  +  rt 

lf  + 

p^. 

J  Z  +  (A  +  (i) 

Ü  + 

^^W 

-.  0. 

Wie  wir  aber  gesehen  haben,  sind  durch  diese  Gleichungen 
in  Verbindung   mit   den   Grenz-    und    Anfangsbedingungen,    die 
Functionen  m,  v,  w  noch  nicht  vollständig  bestimmt,  und   wenn 
«1,  jjj,  ißi  eine  Losung  ist,  so  ist  die  allgemeine 
M  =  Ml  -4-  a  —  j-j/  +  gs, 

(18)  V  =  v^^h   -  fs+rx, 

11)    z=   lV^-\--    C    —    <l^  -\-  P^, 

worin  a,  h,  c,  p,  g,  r  Constanten  sind,  um  diese  sechs  Gon- 
atanten  zu  bestimmen,  können  wir  etwa  noch  die  Forderung  hin- 
zufügen, dass  iür  den  Coordinatenanfangspunkt 

M  =  0,  V  ^=  0,  w  ^1=  0, 

(19)  dj!__dw^         ^_^  =  o      ^  —  ?i!=rO 
ÖS        dy'"    '     dx        de  '     dy        dx 

sein  soll,  d.  h.  dass  der  Coordinatenanfangspunkt  fest, 
und  die  Deformation  seiner  Umgebung  eine  reine 
Dehnung  sein  soll. 
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Neunter  Abschnitt. 
Statische  Probleme  der  Elasticitätstheorie. 


Lineare  Deformation. 

Wenn  wir  von  der  Einwirkung  äusserer  Volurakräfte  ab- 
sehen, also  X,  Y,  Z  =  0  setzen,  so  sind  die  Gleichungen  §.  65 
(17)  befriedigt,  wenn  für  w,  v,  w  lineare  Functionen  von  x,?/,  s 
gesetzt  werden.  Dies  giebt  eine  lineare  Deformation  des 
ganzen  Systems,  und  diese  ist,  wenn  wir  die  Annahme  §.  65  (19) 
für  einen  Punkt  machen,  für  den  ganzen  Körper  eine  reine 
Dehnung.     Wir  setzen  also  (Bd.  I,  §.  83): 

u  =  cix  H-r'^  +  Z^'s, 

(1)  v  =  y'x^  ßy   +«'s, 
w  =  ß'x  -}-  a'y  4-  yz, 

worin  die  «,  ß,  y,  «',  ß\  y'  Constanten  sind.  Dadurch  sind  also 
die  Haupt gleichungen  des  Gleichgewichtes  befriedigt,  und  es  ist 
noch  die  Frage,  welchen  Grenzbedingungen  wir  durch  diese 
Annahme  genügen  können.  Dazu  bilden  wir  nach  §.  6.^  (13)  die 
Componenten  der  inneren  Druckkräfte: 

X„  =  A(«  -|-  (i  +  y)  +  2  p«,     Y,  =  2  ft«', 

(2)  r,^A(«  +  ß  +  y)  +  2^^,     2;.-2(.^', 
^,  =M«  +  ,3  +  y)  +  2(ir,    X,=  2(./. 

Die  Deformation  (1)  lässt   sich   also  immer   durch,   äussere 
Flächenkräfte  gegen  die  Oberfläche  hervorrufen,   deren  Com- 
i  nach  §.  60  (11)  durch  die  Gleichungen  bestimmt  sind: 
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§.  G7.  Beispiel  I.  17i( 

X=  1& cos{nsc)  +  2  fi  [m cos (wic)  +  / cos (ny) -\- ß' cos  (ws)], 

(3)  Y  =  A0cos(wj/)4-2ft[/cos(»3:)  +  ^cos(tti^)  +  a'cos(»i^)], 
Z  =  )^@ cos {ne)-\- 2 (i[ß'co8{nx)-'rc^ cos (ny)'^y  cos  (ns)], 

worin  w  die  nach  aussen  gericlitete  Normale  und 

(4)  @  z=  «  +  ^  +  ^ 

die  Vergröaserung    der   Volumeneinheit    oder    die    räumliche 
Dilatation  ist. 

Ist  P  die  Kraft,  die  auf  ein  Oberflächenelement  wirkt,  be- 
zogen auf  die  Flächeneinheit,  so  ist 

(ö)     X^P  cos  (Pa;).     7  =  P  cos  (Py),    Z  =^  P  cos  (P«). 

§■  67. 
Beispiel  I.     Allseitig  wirkende  Zugkraft. 

Wir  betrachten  einige  specielle  Fälle.  Es  sei  die  äussere 
Kraft  P  conatant  und  habe  die  Richtung  der  (äusseren)  Nor- 
male n.     Dann  ist 

X  =  P  cos  {ihx),     Y  =  P  cos  (bj/),     Z  =  P  cos  {nz), 
und  die  Gleichungen  §.  66  (3)  werden  befriedigt,  wenn 

(1)      e  =  3«,       pJ(n+2rt»=I^^M±^rt, 

0  —  ? p 

3Ä  +  2(1 

wird.     Wenn  also  gegen  die  Oberfläche   eines  isotropen 
1  Körpers  eine  überall  gleiche  Zugkraft  ausgeübt  wird, 
so  tritt  eine  allseitig  gleichmässige  Dehnung  ein  und  dieVolumen- 

vergrösserung  ist  mit  der  Zugkraft  proportional.    Es  ist  A  -|-  -5- 

die  Flächenkraft,  die  erforderlich  wäre,  um  das  Volumen  auf 
das  Doppelte  zu  vergrössem  (wenn  hei  solchen  Kräften  die  hier 
angenommenen  Gesetze  noch  gültig  wären). 

Wenn  statt  der  Zugkraft  eine  Druckkraft  wirkt ,  d.  h.  wenn 
P  die  Richtung  der  inneren  Normalen  bat,  so  tritt  an  Stelle 
der  Dilatation  eine  Compression,   die   denselben   Gesetzen   folgt. 
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§.   68. 

Beispiel  II.    Constante  Zugkraft  gegen  die  Endflächen 
eines  Cylinders. 

Wir  betrachten  zweitens  einen  geraden  Cylinder  von  be- 
liebiger Grundfläche,  gegen  dessen  beide  Endflächen  constante 
und  einander  entgegengesetzt  gleiche  Zugkräfte  P  wirken,  während 
die  Mantelfläche  nicht  von  Kräften  angegriffen  ist. 

Legen  wir  die  z  -  Axe  in  die  Richtung  der  Cylinder- 
Erzeugenden,  so  ist  an  der  einen  Endfläche,  wo  s  den  grösseren 
Werth  hat 

X=0,    r=0,    Z=P,    cos  (Wie)  — 0,   cos()iy)  =  0,   cos  (ras)  =  1 
und  an  der  anderen  Endfläche 
X  =  0,     r  =  0,     Z  =  —  F,     cos(»(a;)  =  0,     cos(«i/)  =  0, 

C03(HS)  =  —   1. 

Beide  Systeme  von  Gleichungen  sind  mit  einander  verträg- 
lich und  geben  nach  §.  66  (3): 

(1)  V=^l@-y2^y,    «'  =  0,     ß'  =  0. 

Für  die  Mantelfläche  ist  X  =  0,  r=:0,  2=  0,  cos(«3)=  0; 
also  ergeben  sich  mit  Benutzung  von  (1)  noch  die  Gleichungen: 

(2)  Ä@  +  2fi«  =  0,     A®  + 2(1,5  =  0,     /  =  0, 

also 

2|it« 


(3) 

«  = 

=  (i=- 

-w  «  =  ' 

»  +  r 

=  -■ 

und 

daraus: 

y  = 

(.{3J  +  2(1)' 

-r), 

(4) 

-.= 

AP 

3(1(31+ 2rt' 

8  = 

P 

r   ^ 

i 

3i  +  2(.' 

2(1-1- 

"(*") 

Man  sieht  hieraus,  dass  mit  der  Längendilatation  f,  die 
durch  die  Zugkraft  P  hervorgebracht  ist,  immer  eine  Qner- 
contraction  — «  verbunden  ist,  die  durch  die  letzte  Formel  (4) 
bestimmt  wird.     Setzt  man 
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E  =  !*_(^i_dLlfi)        ö  =  z-  « ^  _ 

so  ist  S  die  Zugkraft,  die  erforderlich  wäre,  um  ]'=1  zu  machen, 
also  die  Länge  des  ganzen  Cylinders  zu  verdoppeln.  Diese 
Grösse  heisst  der  Elasticitäts-Modulua;  6  ist  eine  zweite 
Constante,  nämlich  das  Verhältniss  der  Quercontraction 
zur  Längendilatation.  Da  eine  Zugkraft  das  Volumen 
niemals  verkleinert,  so  ist  — 2«  •<  7  und  folglich  ö  <;  '/j.  E,  ö 
sind  üonatanten  der  Substanz,  die  ati  Stelle  von  l  und  fi  ein- 
geführt werden  können. 
Man  erhält; 

,  _  g-E  _         -g        ,. 

^"^^  '■  —   (1  -^  ö)  {1  —  2  ö)  '    **  ~  2  (1  +  G)  ■'■ 

Für  die  Componenten  des  molecularen  Druckes  erhält  man 
nach  §.  66  (2) 

X,  =  0,         Yy  =  0,        Z,  ^  P, 


Beispiel  IIL     Constante  Zugkraft   gegen  die  Mantel- 
fläche eines  Cylinders, 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  gegen  die  Mantelfläche  des 
Cylinders  in  normaler  Richtttng  eine  co^lstante  Zugkraft  P  wirkt, 
während  die  Endflächen  frei  sind.  Legen  wir  wieder  die  0-Axe 
in  die  Richtung  der  Cylinder-Erzeugenden,  so  hat  man  wegen 
der  Endflächen  die  Bedingungen 
(1)  ß'  =  0,        k'  =  0,         ^  ®  +  2  ft  7  =  0 


')  Die  Dimensionen  der  hier  auftretenden  Grösse«  sind 

H  =  [»!-],   M  =  [i.-"],   [x]  =  [p]  =  [,.r'r'] 
M  =  W  =  M=[mr'r']. 

De  Lonetante  st  e  ne  e  ne  Zatl  leren  Werth  Po  son  aus  der 
Molecnlartheo  e  gle  cli  /  abgele  tet  hat  was  1  e  E  lation  X  ^=  i  ergeben 
wu  de  Spatere  Beol achtungen  liaben  be  lese  An  atme  on  Poisson 
n  cht  bestat  gt  nnd  ea  m  SEen  na  h  u«  e  j  t  g  n  I  nntn  s  i  und  /i 
se         n      n  nie        n^lli  n       e   El    t 
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und  wegen  der  Manteltiäclie: 

(2)  f  =  0,         -l©  +  2(i«  =  A@  +  2ft/J  =  P, 

also 

A  +  2,a 


und  für  die  Componenten,  des  molecularen  Druckes  aus  §.  66  (2) 
X,  ^  r^  ^  P,     Z,  =  0 

Y,    =Z^  =  Xy  =  0. 


(4) 


Torsion. 

Die  ersten  Lösungen  allgemeinerer  statischer  Probleme  der 
Elasticitätstheorie  hat  St,  Venant  gegeben,  der  die  Biegung 
und  Torsion  eines  elastischen  Stabes  unter  gewissen  ver- 
einfachenden Voraussetzungen  in  einer  grossen  Zahl  von  Fällen 
bestimmt  hat.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung 
der  Torsion,  für  die  die  Formeln  die  einfachste  Gestalt  annehmen. 
In  Bezug  auf  die  etwas  weitläufigere  Theorie  der  Biegung  ver- 
weisen wir  auf  die  Lehrbücher  der  Elasticitätstheorie  ^j. 

Wir  betrachten  einen  cylindrischen  Stab,  und  sehen  von  dem 
Einfluss  äusserer  Volumkräfte  ah.  Die  Gestalt  des  Querschnittes 
dieses  Stabes  bleibt  einstweilen  unbestimmt.  Wir  nehmen  die 
Deformation  11  folgendcrmaassen  an.  Jeder  ursprünglich  ebene 
Querschnitt  erleidet  eine  Drehung  um  eine  den  Erzeugenden 
der  Cy  linder  fläche  parallele  Axe.     Diese  Äxe  ist  für   alle  Quer- 

')  Saint  Venant,  De  la  Torsion  des  PrismeB,  aveo  dea  considerations 
Bur  leur  flexion.  Memoirea  des  Savants  etraugere.  1855.  Liouville  Journal, 
II.  Serie,  tome  I,  1855/56. 

C 1  e  b  3  c  h ,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper.    Leipzig  1862,  S.  70  f. 

Love,  A  treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticity.  Cam- 
bridge 1892.    Vol.  I,  3.  146  f. 

TtomsoH  und  Tait,  Tiieoretisohe  Physik.  Deutsch  von  Helmholtz 
unrl  Wfirtheim.     M.  IL  S.  222  f. 
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schnitte  dieselbe,  und  soll  die  Stabaxe  heissen.  Der  Drehuügs- 
winkel  ist  proportional  mit  der  Entfernung  von  einem  festen, 
etwa  dem  mittleren  Querschnitt,  so  dass  der  mittlere  Querschnitt 
nicht  gedreht  erscheint. 

Ausserdem  wird  noch  eine  Verschiebung  parallel  zur  Stah- 
axe  angenommen,  wodurch  die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte 
gekrümmt  werden.  Diese  Formänderung  soll  für  alle  Querschnitte 
dieselbe  sein.  Es  ist  nicht  nöthig  (z.  B.  bei  einem  Hohlcylinder), 
dass  die  Stabaxe  der  Materie  des  Stabes  selbst  angehört.  Wenn 
es  aber  der  Fall  ist,  so  ist  die  Axe  eine  Faser  des  Stabes,  die 
keine  Verschiebung  senltrecht  zu  ihrer  Richtung  erfahren  hat, 

"Wir  legen  die  ^-Axe  in  die  Stabaxe,  ihren  Nullpunkt  in  den 
angedrohten  Querschnitt. 

Die  geraachten  Voraussetzungen  drücken  sich  dann  durch 
die  Formeln  aus; 

(1)  «  =  — «sj/,        v^agx, 

worin  m  eine  Constante  und  toz  der  unendlich  kloine  Drehungs- 
winkel für  den  Querschnitt  s  ist. 

Die  dritte  Componente,  u\  ist  eine  Function  von  x,  y  allein. 

Wir  setzen 

(2)  W  =  mg)(^,  j/) 

und  fragen,  welche  inneren  Flächenkräfte  im  Stande  sind,  eine 
solche  Deformation  zu  bewirken. 

Eine  in  der  natürlichen  Lage  der  s-Axe  parallele  Faser 
X  =  x^,  y  -=  y^  hat  nach  eingetretener  Deformation  die  Glei- 
chungen: 

X  =  Xü  —  asya,         j;  =  i/u  -|-  asx^ 

und   ist   also  geradlinig,  aber  nicht  parallel  geblieben.     Durch 
eine  Drehung  des  Stabes  als  Ganzes  nach  der  Deformation  kann 
man  daher  jede  Längsfaser  des  Stabes  zur  Stabaxe  machen. 
Aus  den  Annahmen  (1),  (2)  ergiebt  sich 

(3)  8  =  |i  +  |i  +  |i?  =  0, 

und  für  die  Compouenten  des  moleciilaren  Druckes  findet  sich 
nach  §.  65  (13) 
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X^  =  0,     Yy  =  0,     Z,  =  0,     Xy  =  0, 
(4)  X.=Z.  =  .»(-,  +  |f), 

und  die  Differentialgleichungen  §.  65  (17)  roduciren  sich  auf  die 


(5) 


dx^ 


Wir  nehmen  ferner  an,  dass  gegen  diö  Mantel- 
fläche des  Stabes  keine  äusseren  Druckkräfte  wirken. 

Da  an  der  Mantelfläche  cos  (iis)  =  0  ist,  so  sind  von  den 
Bedingungen  §.  60  (11)  die  beiden  ersten  nach  (4)  identisch  be- 
friedigt, und  die  dritte  giebt 

Z^  cos  (nx)  -j-  Zy  cos  [ny)  =^  0 

oder  nach  (4) 

(6)     ^  cos  (wa;)  -|-  ^  cos  (ny)  —  y  cos  {nx)-\-  xco^iny)  =  0. 

Die  Bedingung  (6),  in  der  n  die  nach  aussen  gerichtete 
Normale  bedeutet,  bezieht  sich  auf  die  Begrenzung  der  in  der 
a^y-Ebene  gelegenen  Querschnitts  Hache  und  ist  eine  Grenz- 
bedingung  zur  Bestimmung  der  Function  (p  aus  der  Differential- 
gleichung (5), 

Aus  (5)  und  (6)  ist  die  Function  (p  bis  auf  eine  additive 
Constante  hegtimmt.  Zur  Bestimmung  dieser  Constanten  können 
wir  annehmen,  dass  95  ^  0  sein  soll  iür  x  =  0,  y  =  0.  Dann 
haben  die  Punkte  der  Stabaxe  überhaupt  keine  Verschiebung 
erfahren,  und  man  kann  aich  diesen  Zustand  z.  B,  dadurch  hervor- 
gerufen denken,  dass  man  zwei  Punkte  der  Stabaxe  in 
den  beiden  Endflächen  als  befestigt  annimmt. 

üeber  die  auf  den  Endflächen  anzubringenden  Druckkräfte 
können  wir  jetzt  nicht  mehr  willkürlich  verfügen.  Da  an  diesen 
Endflächen  cos  (nx)  =  0,  cos  (ny)  =^  0  und  an  der  einen 
003  (ms)  =  -j-  1,  an  der  anderen  cos  (ns)  =  —  1  ist,  ao  ergieht 
sich  für  die  eratere,  die  wir  die  obere  nennen  wollen 
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^r  =  Z,  =  0, 

u-od  für  die  untere  Endfläche  erhält  man  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Dnickkräfte. 

Die  gegen  die  Endfläche  wirkenden  Druckkräfte  sind  also 
tangential.  Ihre  Vertheilung  über  die  Flächen  ist  aber  erst 
heiiannt,  wenn  die  Function  qp  bestimmt  ist. 

Die  Kräfte  X,  Y,  die  auf  die  obere  Endfläche  wirken,  geben 
ein  Drehungsmoment  M  in  Bezug  auf  die  Stahaxe,  und  auf  der 
unteren  Endfläche  erhält  man  ein  gleiches,  aber  entgegengesetztes 
Moment,  so  dass  sie  sich  am  starren  Stabe  aufheben  würden. 
Die  Grösse  dieses  Drehungsraomentes  ist,  wenn  dq  ein  Element 
der  Quer  Schnittsfläche  bedeutet,  und  die  Integration  über  die 
ganze  Fläche  des  Querschnittes  ausgedehnt  wird, 

(8)  M=j(xT-^yX)iq 

=  ,.[j(x.  +  ,.).,+|(.|£-,||)4 

wnd  man  kann  also  co  so  bestimmen,  dass  dieses  Mo- 
ment M  einen  gegebenen  Werth  hat. 

In  den  wirklich  vorkommenden  Fällen  der  Torsion  eines 
Stabes  wird  man  kaum  je  in  der  Lage  sein,  die  Vertheilung  des 
Druckes  über  die  Endflächen  genau  zu  bestimmen;  wirklich  be- 
stimmbar wird  immer  nur  die  Resultante  sein.  Wenn  wir  aber 
die  Druckkräfte,  bei  Festhaltung  der  Resultanten,  anders  über 
die  Endflächen  vertheilen,  so  wird  zwar  im  ganzen  Stabe  der 
Zustand  geändert,  die  Aenderung  wird  aber,  wenn  die  Länge  des 
Stabes  gross  ist  im  Vergleich  zu  seinen  Querdimensionen,  nur  in 
der  Nähe  der  Enden  merklich  sein.  Darum  wird  man  die  Resul- 
tate der  Saint  Venant'acben  Theorie,  trotz  der  unbekannten 
Vertheilung  des  Druckes  auf  die  Endflächen,  doch  als  eine  gute 
Annäherung  an  die  Fälle  der  Wirklichkeit  betrachten   dürfen  i). 

')  Bei  der  allgememen  Saint  VenanfBchen  Theorie,  die  ausser  der 
Torsiott  auch  aoch  die  Biegung  berückaichtigt,  werden,  statt  der  einen 
Conetante  oi  deren  sccha  eingeführt.  Diese  lassen  sich  so  hestimmeu ,  dass 
die  reatiltirende  Kraft  und  das  resultirende  Drehungsmoment  der  Druck- 
kräfte auf  einen  der  EndquerBohnitte  beliebige  Werthe  erhalten. 
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Die  Dmekcompoii enteil  X^,  Yi  geben  ausser  dem  Drelmngs- 
moment  M  auch  noch  eine  resultirende  Kraft,  deren  Componenten 

^' =  -!(-' +  !!)■'«-    r.  =  ,.J-(.  +  |f)., 

sind,  und  diese  ergiebt,  wenn  sie  nicbt  verschwindet,  ein  Kräfte- 
paar, deasen  Hebelarm  die  Stablänge  ist.  Die  Wirkung  dieses 
Kräftepaares  muss  durch  ein  äusseres  Hinderniss,  z.  B.  die  Be- 
festigung zweier  Punkte,  aofgehoben  werden.  In  vielen  Fällen, 
z.B.  wenn  die  Querscbnittscurve  zwei  oder  mehr  Symmetrielinien 
hat,  verschwinden  die  Kräfte  X',  Z'  und  das  Gleichgewicht  kann 
auch  ohne  Befestigung  bestehen. 


Zuriickführung  auf  die  Functionentheorio. 

Die  definitive  Lösung  des  Torsionsproblema  in  einem  be- 
stimmten Falle,  d.  h.  für  eine  bestimmte  Gestalt  des  Querschnittes, 
ist  im  vorigen  Paragraphen  auf  die  Differentialgleichung: 

mit  der  Grenzbedingung: 

(2)  ll  cos(na;)  +  ^  cos(ny)  —  ^  cos{nx)  +  xcosiny)  =  0 

zurückgeführt,  und  weist  also  auf  die  Theorie  der  Functionen 
eines  complesen  Argumentes  hin.  Die  Gleichung  (1)  besagt  näm- 
lich, dass  g)  der  reelle  Theil  einer  Function 

(3)  j^  =  (p^i^i> 
des  complexen  Argumentes 

ist  (wobei  das  jetzige  g  nicht  mit  der  diittcn  Coordinate  zu  ver- 
wechseln ist).  Der  Grenzbedingung  (2),  die  sich  auf  die  Begrenzungs- 
linie des  Querschnittes,  also  auf  eine  in  der  xy-Ehene,  geschlossene 
Linie  bezieht,  können  wir  auch  eine  andere  Gestalt  geben,  durch 
die  sie  vereinfacht  wird. 

Wir  bezeichnen  mit  s   die   auf   der  Begrenzung   gemessene 
Bogenlänge,  positiv  in  dem  Sinne  gerechnet,  dass  die  positiven 
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an  zu  den  positiven  ds  so  liegen,  wie  die  positive  x-Ax-d  zur 
poaitiTen  j/-Axe.  Daon  ist,  wenn  wir  x,  y  in  der  Nähe  des  liancles 
als  Functionen  von  «,  s  betrachten  (Fig.  13): 


(4)  T-  =  ^  =  cos  {«,«), 

ausserdem  ist 

und  es  ergiebt  sich  also  aus  (2): 


dn 


=  cos  («j/); 


oder 
(6) 


(8) 


so  Isöanen  wir  die  Gleichung  (6)   in  Bgbu! 
auf  s  integriren  und  erhalten,  wem 
Constante  bedeutet 
(7)  2^  =  r^^c. 

Die  Function  ip  genügt  auaaerdeni  der- 
selben Differentialgleichung  wie  tp,  nämlich: 

und  wir  haben  also  diese  Gleichung  unter  der  Voraussetzung  zu 
integriren,  dass  i/j  am  Rande  die  durch  (7)  gegebenen  Werthe 
hat.  Die  Aufgabe  ist  also  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung 
eines  logarithmischen  Potentials  bei  gegebenen  Rand- 
werthen,  die  wir  in  §,  136  f.  und  §.  170  f.  des  ersten  Bandes 
behandelt  haben. 

Saint  Venant  hat  aber  für  dieses  Problem  einen  anderen 
Weg  eingeschlagen,  der  sehr  fruchtbar  an  einfachen  und  anschau- 
lichen Resultaten  ist.  Dieser  Weg  besteht  darin,  dass  man  über 
die  Function  %  ^'^^^  einfache  Annahme  macht,  und  dann  aus  der 
Grenzbedingung  (7)  die  Gestalt  des  Querschnittes  ableitet,  für 
die  diese  Annahme  eine  Lösung  gieht.  Wir  geben  dafür  im 
Folgenden  ein  einfaches  Beispiel. 
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Beispiel. 

Nehmen  wir  zunächst  %  =  const.,  so  ergiebt  die  Grenz- 
bedingung  §.  71  (7)  einen  kreisförmigen  Querschnitt.  Die  Grlei- 
chung  §.  70  (2)  zeigt,  dass  die  Verechiebung  in  der  Richtung 
der  Stabaxe,  tu,  über  den  ganzen  Querschnitt  constant  ist. 

Für  die  Druckcomponenten  X,  Y,  erhalten  wir  aus  §.70(4); 
Xs  ^  —  f'tt>^,     Tj  =^  fiüja;, 
und  daraus  die  Resultante 

8,  =  fX^  +.  J!  =  fiiorK 

Diese  Kraft  steht  senkrecht  auf  dem  Radius  r.  Sic  wirkt 
in  der  Ebene  des  Querschnittes  auf  Zerreissung  des  Stabes,  und 
wird  die  scheerende  Kraft  genannt.  "Wir  wollen  sie  auch 
kurz  als  Spannung  bezeichnen.  Die  Spannung  wachst  also  in 
diesem  Falle  mit  r  und  ist  am  grÖssten  an  der  Peripherie. 

Wir  wollen  ferner  für  ;;  eine  Potenz  von  ^  nehmen: 

(1)  x  =  — ■t«^"'' 

worin  a  ein  constanter  Factor  und  m  eine  ganze  positive  Zahl 
ist.  Den  Factor  a  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 
reell  und  positiv  annehmen.  Es  ergiebt  sich  daraus,  wenn  wir 
Polar  CO  ordiuaten  r,  &  einführen  und 

(2)  s  =  re'^ 
setzen ; 

(3)  (p  =  ar"^  sinmd-,    i/j  =  —  «r"'cosjKi>, 

und  es  ist   also  die  Verschiebung  in   der  Richtung  der  Stabaxe: 

(4)  w  =  am »""  sin m Q: 

Nehmen  wir  ao)  positiv  an,  so  ist  die  Deformation  des 
Querschnittes  hier  so  beschaffen,  dass  vom  Nullpunkt  2  m  Strahlen 
auslaufen,  in  denen  die  Verrückung  gleich  Null  ist,  und  in  den 
2m  Sectoren,  die  hierdurch  gebildet  werden,  ist  iv  abwechselnd 
positiv  und  negativ. 

Für .  die  Componenten  der  Spannung  erhalten  wir  nach 
§.  70  (4): 
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'       '^     V  0)//  2  da;        ' 

und  mit  Rücksicht  auf 

:=— ,««(»•  sinö'-l-ircoBö'-f-»  amr™-^  [cos(iH— 1)9- -j'«  sin  (m  —  1)  i>], 

also: 

X.  =  -  fiQ)  [»■  sin»  —  amr™-!  siii(m-  1)*J, 
-^  Tj  =  -[-  (to  [rcoa  &  -[-  ««ir'"— ^  cos(m —  1)^], 

und  wenn  man  daraus  die  Resultante  8,  bildet; 
(7)  S^  =  V^F+^  —  (i  i»  •\lr''-\-  a*mS)-5i"'-ä-|-2a}wr™cos  jm&. 
Die  Spannung  kann  in  einzelnen  Punkten  ^  0  sein.  In 
diesen  Punkten  mvms  X^  =  0,  Tj  3=  0  sein.  Es  findet  dies 
statt,  entweder  wenn  r  =  0  und  m  >  1  ist,  also  in  der  Stab- 
axe,  oder  in  Punkten,  in  denen  sinm*  =^  0,  cosm9'  ^=  —  1,  also 

(8)  »  =  »,...,  ^,  e"^^? 

^  ni  m  ni 

und 

(9)  mar'"-ä  =  1. 

Die  Spannung  ist  bei  gleichbleibendem  r  ein  Maximum,  wenn 
cosmS'  =  1  ist,  also  hei 


(2  m  — 2)  n 


(10)  S-  ^  0,    — ,    — ,    ■  ■ 

Dies  Maximum  hat  den  Werth 
(U)  8.  =  (iö(*-  +  ai 

und  wächst  also  mit  wachsendem  r. 


Elliptischer  Querschnitt. 

Die  Begrenzung  des  Querschnittes,  für  den  die  im  vorigen 
Paragraphen  angenommene  Function  %  die  Lösung  giebt,  erhält 
man  aus  der  Gleichung  §.  71  (7): 

r^  ^  2i/i  =^  c, 
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also  für  unsere  Annahme,  §.  72  (3): 

(1)  r^  4-  2ar'"  cosmö'  =  c. 
Für  den  einfachsten  Fall  m  =  1  erhält  man 

(2)  ^^  +  «/*  +  2(ia;  =  c, 
also  einen  kreisförmigen  Querschnitt,   bei   dem   die  Stab- 


axe  aber  iiiclit  im  Mittelpunkte  liegt. 
nach_§.  72  (7) 


Die   scheerendo  Kraft  ist 


S,  =  (tra  y{x  -j-  aY  '\-  y\ 

also   in  concentrischen  Kreisen   constant  und   an   der  Peripherie 
am  grössten,  ebenso  wie  in  dem  Falle  des  constanten  %. 

Für  m  ^  2  ergiebt  sich  als  Gren?;e  für  den  Querschnitt 
aus  (1) 

(3)  (1  +  2a)a;^  +  (l  -  2a)y^  =  c. 

Da  die  Curve  geschlossen  sein  muss,  so  kann  dies  nur  eine 
Ellipse  sein.  Es  muss  also,  da  wir  a  positiv  angenommen  haben, 
c  positiv  und  2«-<!l  sein.  Dann  sind  die  Halbaxen  dieser 
Ellipse 


(4) 


«  =  y^.  ^=l/r. 


«</: 


(6) 

m 


und  können  also  durch  Verfügung  über  a 
und  cbeliebig vorgeschriebene  Werthe  haben. 
Für  die  Verschiebung  w  ergiebt  sich  aus 
§■  72  (4) 

(5)  tu  ^  rag)  =  laaxy, 

und  die  Curven  eines  constanten  v)  sind 
gleichseitige  Hyperbeln.  In  den  Axen  der 
Ellipse  ist  wi  :^  0  und  in  den  vier  Quadranten 
abwechselnd  positiv  und  negativ.  Für  die 
Spannung  erhält  man  nach  §,  72,  (6),  (7) 
^«(1  — 2a)i/,         r.  =  (io,(l  +2«)ä 


-  fl  0) 


•'i^ 


+ 


Die  Linien  gleicher  Spapnung  sind  also  hier  ähnliche  Ellipsen, 
aber  sie  weichen  stärker  von  der  Kreisgeatalt  ab,  als  die  Grenz- 
ellipse   des   Querschnittes   (Fig.   14).      Man   sieht,    dass    die   am 
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stärksten  durch  die  Spannung  beanspruchte  Faser  nicht  am  End- 
punkte der  grossen,  sondern  am  Endpunkte  der  kleinen 
A  X  ü  liegt, 

§■  74. 

Cannelirte  Säulen. 

Wenn  in  dem  Beispiel  des  §.  72  m  >  2  ist,  so  giebt  es 
Punkte  in  der  Querschnittsebene,  in  denen  die  Spannung  gleich 
Null  wird,  und  wir  können  die  Conatanten  in  der  Gleichung  der 
Grenzcurve 

(1)  ,-2  —  2i^  =  c 

so  bestimmen,  dasa  diese  Punkte  auf  der  Grenze  liegen.  Diese 
Punkte  sind  dann,  wie  man  aus  der  Gleichung  §.  72  (5)  ersieht, 
Doppelpunkte  der  Curve  (1)  und  werden  sich  also  an  dem 
Stäbe  als  scharfe  Kanten  darstellen.  Das  Beispiel  des  §.  72 
bezieht  sich  also  bei  dieser  Bestimmung  der  Constanten  auf 
cannelirte  Säulen  mit  m  Rippen.  Die  Spannung  ist  Null  an 
den  Kanten,  und  erreicht  ihr  Maximum  am  Boden  der  Rinnen 
Der  Querschnitt  ist  in  2  m  Seetoren  getheilt,  in  denen  tv  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  ist. 
Wenn  die  durch  (1)  oder 

(2)  rä  -[-  2  ar'"  cos m&  ^  c 

dargestellte  Cnrvc  durch  die  Punkte  verschwindender  Spannung 
hindurchgehen  soll,  so  muss  sie  erfüllt  sein  für 

cosm*  —  —  1,       r  =  (ma)^^'     [§,  72,  (8),  (9)], 
und  daraus  ergiebt  sich  für  c  der  Werth 
/o^  /      njA;;  "*  —  2 

Die  Gleichung  (2)  atellt  eine  algebraische  Curvc  m^^'^  Ord- 
nung dar  und  man  kann  sie  in  rechtwinkligen  Goordinaten  in 
der  Form  darstellen: 

(4)  x'  +  r  + 

„     /  m.m  —  1         „   „   ,  m.m— l,m— 2,m— 3 


■■■)- 
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Für  m  ^=  3  udcI  m  =  i  hat  die  Gurve,  bei  dem  Werthe  (3) 
der  CoQstantc  c,  drei  oder  vier  Doppelpunkte,  und  muss  in 
diesen  beiden  Fällen  in  Cnrven  niedrigeren  Grades  zerfallen, 

Für  wj  =  3  erhält  man  c  =  l/27a^  und  folglich  wird  die 
Gleichung  der  Grenzlinie: 

27  ß'  (x^  +  ?/«)  +  54  «s  (xä  —  3  xy^)  —  1  =  0, 
die  sich  in  die  drei  Gleichungen: 


1  - 


-  Qax  - 


0, 


t^) 


1  +  '6ax-j-  3-]l3ay  =  0, 
1  +  '6ax  —  5f3ay  =  0 
zerlegen  lässt.     Man  erhält  also  einen  dreikantigen  Stab, 
Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist     (Fig.  15.) 
Fig.  !5.  Fig.  16. 


Für  m  =^  4  zerfällt  die  Curve  (4)  in  zwei  Hyperbeln  (Fig.  16), 
die  man  leicht  auf  folgende  Weise  erhalt.  Ke  ist  hier  c  t=  IfSa 
und  also  nach  (2): 

IGa^r*  C0S4Ö-  +  8ar'^  =  1, 
unil  durch  Auflösung  dieser  für  r^  tiuadrati sehen  Gleichung: 
(ß)  4ar2  cos4Ö-  =  — 1  +l/2  cosS». 

Es  ist  aber 

cos4&  =  (V2  C0S2&  +  1)  (V2  cos2e-  —  1), 
und  daher  nach  (6): 

iar^  (1  ±-\'2  C0S2S-)  =  1, 
oder  in  rechtwinkligen  Goordinaten : 
(7)  (l±V2)«'  +  (l+f2)!/>=  ji;, 
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wodurch  zwei  congruente  Hyperbeln  dargestellt  sind,  die  um  90" 
gegen  einander  gedreht   sind,   die  sich  in   vier   reellen   Punkten 
schneiden.    In  diesen  Schnittpunkten  ist  a;^  =:  j)*,   und  für  ihre 
Entfernung  vom  Coordinaten- Anfangspunkt  erhält  man 
_     1 

Die  reelle  Axe  ß  der  Hyperbeln   erhält   man  aus  (7),   wenn 
man  x  oder  i/  ^  0  setzt: 

ß  ...  .  ^  _   -  "     _ 

2V«yi  +  V2  Vi  +   V2 

Das  Maximnm   a  von  r  ist  also  ungefähr  lYamal   so   gross 
als  das  Minimum  ß. 
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Zehnter   Abschnitt 
Druck  auf  eine  elastisclie  Unterlage. 


Gleichgewicht    eines    von    einer    unendlichen    Ebene 
begrenzten  Körpers, 

Wir  denken  uns  einen  elastischen  Körper,  der  von  einer 
Ebene,  die  wir  zur  «y-Ebene  nehmen,  einsaitig  begrenzt  ist, 
sonst  aber  keine  Begrenzung  bat.  Gegen  diese  Fläche  sollen 
äussere  Flächendrncke  wirken.  Von  äusseren  Volumkräften  sehen 
wir  wieder  ab.  Gegen  das  Innere  des  Körpers  wollen  wir  s 
positiv  nehmen.  Im  Unendlichen  soll  der  Körper  in  seinem 
natürlichen  Zustande  verharren,  was  dadurch  ausgedrückt  sei, 
dass  die  Deformationscomponenten  m,  ij,  %ü  im  Unendlichen  so 
verschwinden,  dass 

(1)  UM,      Bv,       Rtv, 

wenn  M  die  Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  von  einem 
festen  Punkte  bedeutet,  mit  unendlich  wachsendem  B  endlich 
bleiben. 

Der  Gleichgewichtszustand  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  an 
der  Oberfläche  ^  =  0  noch   die  Componenten  der  Flächenkräfte 

(2)  X  =  x„    r=  r„  E=z, 

gegeben  sind.  Ebenso  ist  aber  auch  das  Problem  bestimmt,  wenn 
für  s  ^  0  die  Componenten  der  Verschiebung 

(3)  ..,       V,      V, 

gegeben  sind,  oder  noch  allgemeiner,  es  ist  bestimmt,  wenn  von 
jedem  der  drei  Paare 
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(4)  X„  w;       r„  v;       Z,,  w 

eine  Grösse  für  s'  =  0  gegeben  ist  (§;  64,  2.). 

Das  Problem  ist  allgemein  gelöst  von  Bouasineaqi)  cUircli 
Anwendung  der  Theorie  der  Potentiale,  auf  anderem  Wege  von 
Ceruti^)  unter  Benutzung  Von  Sätzen,  die  man  Betti^)  verdankt, 
nach  einer  Methode,  die  mit  der  Grecn'schen  Methode  in  der 
Potentialtheorie  verwandt  ist  (Bd.  I,  §,  97).  Wir  wollen  hier 
einen  anderen  Weg  gehen,  indem  wir  die  Fourier'sche  Me- 
thode der  particularen  Lösungen  anwenden. 

Dazu  wollen  wir  zunächst  den  Fourier'schen  Lehrsatz  für 
Functionen  von  zwei  Variablen,  der  hier  angewendet  werden  muss, 
in  eine  für  diese  Anwendung  geeignete  Form  bringen. 

§■  76. 

Der  Fourier'sche  Lehrsatz  für  Functionen  zweier 

Variablen. 

Wir  haben  in  §.  17  des  ersten  Bandes  für  eine  willkürliche 
Function  f(x)  einer  Variablen  x  die  Formel  (9)  abgeleitet,  in 
der  wir  jetzt  die  In tegrations variable  mit  ^  statt  mit  X  be- 
zeichnen: 

(1)  f(x)  =  ^-  I  ä«  j/(ec<,s«(«-|)(!|, 

■and  da  unter  dem  Integral  in  Bezug  auf  w  eine  gerade  Function 
von  a  steht,  so  können  wir  dafür  auch  setzen: 

(2)  /W  =  ^jt!»|/(|)oos«(^-S)<!|. 
Es  ist  aber  auch 

(3)  0  :-^  je?«  j/(0sin«(3:-g),i^, 

')  Boussinesq,  Applications  dea  potentiels  directes,  iuverses,  loga- 
rithmiqnes.    Paris  1895. 

')  Ceruti,  Ricerche  iEtorno  airequiÜbrio  de  corpi  elastici  isotropi. 
Accademia  dei  Lincei  1882. 

^}  Betti,  K1.10VO  Ciroento  1872. 
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da  hier  eine  ungerade  Fnnction  von  «  unter  dem  Integralzeichen 
steht,  und  wenn  wir  also  (3)  mit  i  =  y  —  1  multipliciren  und 
zu  (2)  addiren,  so  folgt: 

(i)  /W  =  ^J'<i«|/(0.<-<.-t>di;. 

Es  hänge  nun  f{x)   ausser  von  x  noch  von  einer  zweiten 
Variablen  y  ab,  es  sei  also 

(5)  /W=/(i«,S),    /(Ö=/(I,S). 

Dann  erbalten  wir,  wenn  wir  die  Formel  (4)  auf /(|,  y),  als 
Function  von  y  betrachtet,  anwenden: 

(6)  f(^,v)=^\<ll>\/ii.i)' 

und  wenn  wir  dies  in  (4)  substituiren ,  ao  erhalten  wir  den 
Fourier'schen  Lehrsatz  für  zwei  Variable  in  der  Form; 

(V)  f(x.y)  = 


-')>  (Iti, 


4jrM 


\do^dß  /(§,  ^)e'''(.-i)  +  <^fe-.)t?|(7^, 


und  diese  Formel  lässt  sich  durch  dasselbe  Verfahren  auf  Func- 
tionen einer  beliebigen  Anzahl  von  Variablen  ausdehnen. 

Wendet  man  die  Formel  (7)  auf  zwei  Functionen  /j  {x,  y), 
fi  {x,  y)  an ,  multiplicirt  die  zweite  mit  i  und  addirt  sie  zu  der 
ersten,   so  ergiebt  sich,  dass  (7)  auch  für  imaginäre  Functionen 

gültig  bleibt. 

§.  77. 

Darstellung   der  Yerriickungen   it,   v,   w    durch    Doppel- 
integrale. 

Wenn  wir  mit   X,  T,  Z  die    Componenten    des  gegen   die 
Fläche  s  ^  0  gerichteten  äusseren  Druckes  bezeichnen,  so  haben 
wir,  weil  jetzt  die  innere  Normale  mit  der  Richtung  der  posi- 
tiven 3-Axe  zusammenfallt,  nach  §.  60  (U)  für  die  Flache  ^  —  0 
X,  =  -  X,       r,  =  —  T,      Z,=  ~Z, 


yGoosle 


§.  77.  Darstellung  der  Vei-rückuDgen,  191 

und    das   in    §.    75    gestellte   Problem    erhält    nach    §.    65   (17) 
folgenden  Ausdruck: 

Es  sollen  u-,  v,  w  als  Functionen  der  Coordinaten 
X,  y,  0  für  positive  2  und  für  alle  x,  y  bestimmt  wer- 
den, so  dass  überall  im  Inneren  dieses  Gebietes  die 
Differentialgleichungen 

e  =  i^  +  iI  +  52-, 


(1) 


{■i  +  c)  1^  +  C^"  =  0 
erfüllt  sind,  und  ilass,  wenn  für  a  r=  0 

gesetzt  wird,  von  jedem  der  drei  Functionenpaare  P,  X; 
F,  F;  W,  Z  eine  eine  gegebene  Function  von  ä,  j/  sei. 

Ausserdem  sollen  u,  v,  tv,  &  für  unendliche  Werthe 
von  X,  y  und  für  unendlich  grosse  positive  Werthe  von 
s  verschwinden. 

Da  die  Differentialgleichungen  (1)  linear  sind,  so  kann  man 
aus  mehreren  particularen  Lösungen  iSj,  v^,  %ßi\  «21  "si  Wj .  .  . 
allgemeinere  Lösungen 

(3)  M=Mi  +  Ma  +  "-,  «  =  «,  +  %  +  ■■■,  W  =  tüi  +  W2  +  --- 
zusammensetzen,  und  wenn  man  unendlich  viele  particulare  Lösungen 
hat,  so  bann  man  auf  diesem  Wege  Lösungen,  je  nach  Um- 
ständen in  Gestalt  von  unendlichen  Reihen  oder  von  bestimmten 
Integralen  ableiten.  Es  kommt  also  jetzt  zunächst  darauf  an, 
geeignete  particulare  Lösungen  zu  finden,  die  noch  die  hinläng- 
liche Anzahl  unbestimmter  Parameter  enthalten,  dasa  man  auch 
den  Grenzbedingungen  genügen  kann. 
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Ein  solchoa  particularea  Integral  finden  wir  durch  die  An- 
nahme : 

(4)  v==lb  -^  iÄ/35)e*("»'  +  ^i'  +  i">, 
w  =  (c  -j-  a]'s)e'<"«  +  (*i'  +  ''^', 

worin  a,  b,  c,  a,  ß,  y,  h  Constanten  sind,  über  die  noch  nähere 
Bestimmungen  getroffen  werden  sollen.  Wir  nehmen  zunächst 
die  Relation  zwischen  k,  ß,  y  m\: 

(5)  «^  +  ^^  +  y^  =  0 
und  erhalten: 

(6)  8  =  [o«  +  i.,3  +  (c  +  ),)r]  "'<"*?»+'■> 
und  ferner: 

z/M  =:  ~  2haye''-'"'  +  (^v  +  Y^)^ 

(7)  Jv   =  —  2hßy  €*<■'"'  + ßif  +  y'', 
Jw  =^  —  2hyye'<-"''  +  ?v  +  r'). 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Differentialgleichungen  (1) 
ein,  so  findet  man,  dass  diese  alle  drei  befriedigt  sind,  wenn  man 
zwischen  den  Constanten  die  Relation  annimmt: 

(8)  -  (J  ^  3rt*r  =  (1 +  (•)(«« +  »(S  +  »r), 

wodurch  h  als  Function  der  übrigen  ConstE^nten  bestimmt  ist. 
Wir  nehmen  a,  und  ß  reell  an  und  setzen  nach  (5) 


(9)  Y  =  i  V^H=7^, 

worin   das   positive   Zeichen    der   Wurzel    genommen   ist,    damit 
!(,  «,  w  für  Äf  =  -|-  OD  verschwinden.     Wir  setzen  dann 
a  =  Ä{a,  ß)dadß  =  Ädadß. 

(10)  b  =  B(«,  ß)dadß  =  JBdadß, 
c=  C{K,  ß)dBcdß  =  Gdadß, 

und  verstehen  unter  A,  13^  C  willkürliche  Functionen  der  Argu- 
mente «,  ^,  ferner  setzen  wir 
(U)  h  =  11  («,  ß)  du  dß  ^  Hda  dß, 

und  nach  (8) 

(12)  yH=^-^'^^^(«A  +  ßB  +  rC). 
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Dann  ergeben  sich  aus  (4)  allgemeine  Ausdrücke  für  tt,  «,  w: 

(13)  V  =--  [[dKäß{£^ißH^)e'("''  +  P^^y'\ 


Die  Functionen  A,  B,  C  und  folglich  auch  H  werden  im  All- 
gemeinen complex  sein,  wälirend  doch  u,  «,  w  in  (13)  reell  sein 
müssen.     Dies  wird  unter  folgender  Voraussetzung  eintreten: 

Die  Functionen  Ä(—a,—ß),  B(— k,  -  ß),  G{—a,—ß) 
sollen  conjugirt  imaginär  mit  A{a,  ß),  B(a^  ß),  C{a,  ß) 
sein  oder  anders  ausgedrückt,  die  reellen  Theile  dieser 
Functionen  sollen  gerade,  die  imaginären  Theile  un- 
gerade Functionen  von  «,  ß  sein. 

Es  ergiebt  sich  dann  aus  (12),  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch 
den  Functionen  iccS,  ißS,  iyü  und  folglich  auch  den  Func- 
tionen 

A-^i&.Hg,    B  ^ißHs,     C-{-iyS^ 

zukommt.  Daraus  ergiebt  sich  aber,  dass  die  Ausdrücke  (13) 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  i  durch  — t  ersetzt,  weil  man 
gleichzeitig  unter  dem  Integralzeichen  die  In teg ratio ne variablen 
a,  ß  durch  — w,  —  ß  ersetzen  kann.  Folglich  sind  die  in  (13) 
für  M,  V,  IV  gegebenen  Ausdrücke  reell. 


§■  78. 
Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen. 

Sind  die  Functionen  A,  B,  C  bestimmt,  so  ist  unsere  Auf- 
gabe vollständig  gelöst.  Diese  Bestimmung  ist  nun  sehr  einfach, 
wenn  wir  annehmen ,  dass  an  der  Oberfläche  s  :=  0  die  Ver- 
schiebungen u,  V,  IC  selbst  gegeben  seien: 

(1)  w  =  V{x,  y),    v=V{x.  y),    to  =  W{x,  y). 
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Dann  müssen  die  A,  £,  C  den  Bedingungen  genügen: 

(2)  7(1,!/)=  fj-B(a,  |3)e«"-  +  '»<Jos(!ft 

W{x,,j)=  f|c(«,(i)e«"  +  i'»)f!«(ift 
und  die  allgemeine  Formel  §.  76  (7)  ergiebt; 

A{a,  ß)  =  ji^  I]  (7(1,  ,)c-«-5  +  ,'0  ,!|  ti,, 

(3)  S(«,ß)  =  ~  \^V((,n)e-""*fOä(d,i, 

Um  die  Functionen  J.,  B,  C  auch  unter  den  in  §.  75  ge- 
machten allgemeineren  Bedingungen  zu  bestimmen,  müssen  wir  die 
Ausdrücke  für  die  Druckkräfte  Xg,  Y^,  Z^  für  s  =  0  ableiten. 
Es  ist  aber  nach  §.  65  (13): 


'(r.  +  U)  +  ^'>'+'^l 


Wir  bezeiciinen  diese  drei  Grössen  als  Functionen  von  a;,  y  mit 

-  'X(x,  !,),    -  r(l,  J),     -  Z(»!,  !,),     [§.  17  (2)]. 
Nach  §.  77  (13)  ist  aber  (immer  für  «  =  0) 
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dv 


woraus  nach  §.  77  (12),  wenn  man  den  Werth  von  &  für  2  =^  0 
mit  &  bozeiclinet: 


(6)               »=-"i'l- 

f|e'("ti'»rJ/(«,/S)(J«f!/S. 

Ferner  ist 

•tf'J>(yB  +  ßH)dadß, 

^  +  i*i')  aCdadß, 

und  daraus  erhält  man  nach  (4); 

(8)  Y(x,y}=\j\B'(«,ß)e»"*>«d«dß, 

2(1,!/)  =  (1  C'(u,ß)e'C'*f"  dadß, 
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J'(«,(i)  =  -  iti[rA  +  «(C+  fl)], 

jgj  £■(«,«  =  ^ip[r-B  +  /i(C  +  fl)], 

und  hierzu  kommt  noch  die  Gleichung  §.  77  (12); 

(10)  rlI=:--^^^^^(«A+ßB  +  yC), 

woraus  man,  wenn  A',  B',  C  bekannt  sind,  auch  A,  B,  G,  R  be- 
rechnen kann,  oder  allgemeiner  aus  dreien  der  Grössen  A,  B,  C, 
A!,  B\  C,  H  die  übrigen. 

Die  Functionen  A',  S',  C,  II  können   aber  ebenso   aus   den 
Functionen 

X{x,y\      Y{x,y\     Z{x,y),      ®{x,y) 
bestimmt  werden,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  A,  If,  C  aus 
JJ-,  F,  W  bestimmt  haben.     Es  ergiebt  sich  nämlich  aus  (6): 


und  aus  (8): 

+  . 

A!{ 

«,«  =  j^f|x  (§,,)»-« 

•t  +  ;"3ii|,i,. 

(12)             »( 

:"'''>  =  ijj^«''''»"' 

ft  +  .'OiiSc!,, 

C'i 

'"'«"i^ii^«^'"'""" 

■!  +  -'i)dS<i,. 

Eindruck  eines  schweren  Körpers  auf  eine  elastische 
Unterlage. 

Boussinesq  hat  seine  Methode  auf  ein  Problem  ange- 
wandt, das  wir  hier  auch  noch  nach  unserer  Methode  behandeln 
wollen. 

Wir  denken  uns  auf  eine  elastische  horizontale  Unterlage 
einen  Stempel  vom  Gewicht  P  aufgesetzt,   den   wir  uns  aber  als 
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starr  vorstellen  wollen  (er  möge  etwa  aus  einem  sehr  viel 
schwerer  deformirbaren  Stoffe  bestehen  als  die  Unterlage)- 
Dieser  Körper  K  habe  die  Gestalt  eines  Cylindera,  dessen  Basis 
eine  gegebene,   beliebig   gekrümmte,   von   der   Ebene   unendlich 


E'ig.  17. 


wenig  abweichende  Fläche  ist.  Die  Kand- 
curve  ö  dieser  Fläche,  längs  der  sie  an 
den  Cjlindermantel  anatösst,  sei  eben 
und  senkrecht  auf  den  Erzeugenden  di-s 
Cylinders. 

Diese  Eandourve  sei  bis  zur  Tiete  A.  _ 
in  die  Unterlage  eingesunken. 

Die  Gestalt  der  Basisfläche  soll  dadurch  bestimmt  t 
ihre  ^-Ordinate,  von  der  Ebene  des  Randes  an  gerechnet,  eine 
gegebene  Function  Q(x,y)  sei,  die  am  Rande  gleich  Null  ist. 
Wenn  q(x,  y)  überall  gleich  Null  ist,  so  ist  die  Basiafläche  eben. 

Endlich  wollen  wir  die  Projection  der  Basis  auf  die  3;j/-Ebene 
mit  8  bezeichnen  (Fig.  17). 

Wir  nehmen  also  an,  dass  der  Körper  K  seiner  Gestalt  nach 
unveränderlich  sei,  und  dass  sich  die  Unterlage  unter  dem  Einflüsse 
des  Druckes  P  der  Gestalt  des  Körpers  genau  anschliesst. 
Diese  letztere  Voraussetzung  wird,  namentlich  in  der  Nähe  des 
Randes,  wo  sich  unendhch  grosse  Druckkräfte  ergeben  werden, 
nicht  genau  erfüllt  sein.  Indessen  werden  wir  bei  dieser  An- 
nahme doch  ein  Resultat  erhalten,  was  in  hinlänglicher  Ent- 
fernung Ton  dem  Rande  die  wirklichen  Verhältnisse  mit  einer 
gewissen  Annäherung  darstellt. 

Wir  haben  hier,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Druck  des 
Körpers  K  überall  nur  vertical  (in  der  Richtung  der  positiven 
z)  wirkt,  wenn  wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  den  Fall  einer 
ebenen  Grundfläche  des  Körpers  5^  beschränken,  also  ^  =:  0 
setzen,  für  das  elastische  Problem  in  der  Unterlage  die  fol- 
genden Grenzbedingungen  für  s  ^:=  0: 

(1)  X;  :=  0,     JTj  ^  0,    in  der  ganzen  Ebene  ä  =  0, 

(2)  2;  =  0     ausserhalb  S, 

(3)  w  ^  }c     innerhalb  S. 

Diese  Grenzbedingungen  haben  das  Eigenthümliche,  dass  sie 
nicht  einheitlich  für  die  ganze  Ebene  gegeben  sind,  sondern 
sich  zum  Theil  auf  Z^,  zum  Theil  auf  w  beziehen,  und  dieser 
Umstand  ist    für    die   Integration    im    Allgemeinen    eine    grosse 
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lit.  Einem  hierher  gehörigen  Falle  sind  wir  in  der 
Elektrostatik,  Bd.  I,  §.  133,  134,  begegnet,  bei  der  Bestimmung 
des  elektrischen  Gleichgewichtes  einer  ebenen  leitenden  Fläche, 
der  eine  gewisse  Elektricitatemenge  mitgetheilt  ist,  und  wir  haben 
dort  das,  Problem  für  den  Fall  einer  elliptischen' Scheibe  gelöst. 
Es  ist  ein  höchst  bemerkenswerthes  Resultat  von 
Boussinesq,  dass  sieb  das  elastische  Problem  auf  das 
erwähnte   elektrostatische   Problem   zurückführen  lässt. 


§■  80. 
Bedingungen  für  die  willkürlichen  E'unctionen. 

Die  Bedingungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen,   die  sich  auf 
die  ganze  Ebene  ^^  ^  0  bezieben,  ergeben  nach  §.  73  (12) 
(1)  A'  =  Q,        B'  =  0, 

und  daher  nach  §.  78  (9): 

und  nach  §.  77  (5)  (—  yä  —  „2  _|^  ß-iy. 

(3)  «^  +  (5U   =.   r(C+/7), 

also  nach  §,  7S  (10) 


A  +  2fi 


(4)  R 
und  nach  (2) 

(5)  „ 


und  nach  §.  78  (9) 

Es  ist  aber  für  ^  =  0  nach  §.  77  (13), 
(7)  tv=  ff  Cc'*"^  +  ^!'l  ddäß 

und  nach  §.  78  (8) 
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g.  81.       Zurüekfüiirung  auf  das  elektrostatische  Probh 
(8)  ^=        \\c'e^('-''  +  (>y>  dadß 


— ^T^^li«-'™» 


dß. 


Demnach  ist  die  Function  C  nach  §,  79  (2),  (3)  so   zu   be- 
stimmen, dass 

(9)  {{Ce*^'"^  +  ß^>dccdß   =   h  innerhalb  S, 


(10)  \\Ge'^'"'  +  l^yiYdadß   =   0       ausserhalb  S, 

und  die  Formel  (7)  ergiebt  dann,  wenn  man  sie  auf  einen  Punlct 
ausserhalb  S  anwendet,  die  Einsenkung,  und  (8),  auf  einen 
Punkt  innerhalb  8  angewandt,  den  Druck,  den  die  Unterlage  zu 
tragen  hat. 

Aus  §.  77  (13)  erhält  man  dann  die  Verschiebungen  ii,  v,  w 
für  jeden  Punkt  im  Inneren  des  Körpers  und  an  der  Oberfläche. 


Zurückführung  auf  das  elektrostatische  Problem. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  S  in  der  xy -Ebene  als  Scheibe 
aus  einem  homogenen  Leiter  der  Elektricität  gebildet,  der  eine 
gewisse  Elektricitätsmenge  mitgetheilt  ist,  so  wird  das  elektrische 
Potential  q)  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  dass 

1.  im  ganzen  Räume  J  tp  =  0, 

2.  für  s  ^  0  innerhalb  S 

(p  ^  k  (gleich  einer  Constanten), 

3.  für  s  =^  0  ausserhalb  S 

(p  und  seine  Ableitungen  nach  s  stetig. 

4.  Im  unendlichen  verschwindet   ip   wie  die  reciproke  Ent- 
fernung eines  Punktes  vom  Coordinatenanfangspunkt. 

Setzt  man  an  Stelle  der  Bedingung  2.  die  Bedingung 

(1)  f,  =  1, 


y  Google 


200  Zehnter   Abschnitt.  §.  Sl. 

SO  genügt  q)  =:  fc  qjj  der  Bedingung  2.  und  zuglcicb  den  übrigen 
Bedingungen  1.,  3.,  4.  Die  Constante  k  wird,  wenn  das  Problem 
gelöst  ist,  aus  der  Menge  m  der  mitgetheilten  Elektricität  be- 
stimmt. 

Aus  der  Symmetrie  der  Bedingungen  1,  bis  4.  ergiebt  sieb, 
dass  (p  eine  gerade  Function  von  ^  ist,  d.  h.  dasa 

cp  (x,  y,  —i)  —  ^  {x,  y,  s) 
sein   muss.    Daher   kann   die  Bedingung   3.   auch  durch   die   Be- 
dingung 

(2)  ^  ^  0,    für  s  =  0,     ausserhalb  S 

ersetzt  werden,  und  es  genügt,  wenn  y  für  positive  Werthe  von 
z  bestimmt  ist. 

Die  Flächendichtigkeit  ö  der  Elektricität  au  einer  Stelle  m.  y 
der  Fläche  S  erhält  man,  wenn  tp  bekannt  ist,  aus 

(3)  2^6  =  —  ^,     innerhalb  S 

[Bd.  I,  g.  134  (2)J. 

Diese  Function  9s  läast  sich  wegen  der  Differentialgleichung  1. 
nach  der  Methode  der  particularen  Lösungen  durch  ein  Integral 
darstellen : 

(4)  <f  =  jj^(«,/?)e'-("  +  ,^t^  +  )'^)  d<Adß, 

worin  y  ^=  i^a'^-^-ß^  und  (P(a,  /3)  eine  aus  den  Grenzbedingungen 
zu  bestimmende  Function  von  a,  ß  ist. 

Wenn  an  Stelle  der  Bedingungen  2.,  3,  die  Function  cp  in 
der  ganzen  Ebene  ^  =  0  gegeben  wäre,  so  wäre  die  Function  $ 
durch  den  Fouri  er 'sehen  Lehrsatz  bestimmt.  So  aber  erhält  man 
zur  Bestimmung  der  Function  0  die  folgenden  beiden  Bedingungen : 


(5)  JJä.(«,fl5«"  +  f«i»Ä/i  =  t 


innerhalb  5, 


(6J  0(«,/3)re^<"^  +  j'y>  dwc?^  —  0    ausserhalb  S, 

und  für  die  elektrische  Dichtigkeit  erhält  man  aus  (3): 
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§.  81.      Zurückfühn 


(7)     3510  = - 


\1>(«,ß)ye^('":  +  :^y>  dadß,   innerhalb  S. 


(9) 


Z  = 


In  den  Fällen  also,  in  denen  das  elektrostatische  Problem 
iür  die  Fläche  S  gelöst  ist,  können  wir  auch  die  Function 
<P  (a,  (5)  den  Bedingungen  (5),  (6)  gemäss  bestimmen. 

Die   Gleichungen   (5),  (6)   stimmen  aber  mit   (9),    (10)   dos 
vorigen  Paragraphen  iiberein,  wenn  wir 
(8)  G=0(c,,ß) 

setzen.    Es  folgt  dann   aus  §.   80   (8)   für   den  Druck  auf  einen 
Punkt  im  Inneren  von  S 

4  jr  ft  (;i  +  ft) 

und  es   wird   also    der  Druck  mit  der    elektrischen  Dichtigkeit 
proportional.     Ist  t^o  ein  Flächenelement  von  S  und 

P  =  \Zdo,  m  —  [öi^o 

der  Gesammtdruck  und  die  El oktricitäts menge,  so  ergiebt  sich 

Die  Einsenkung  w  dor  Ebene  s  =  0  ausserhalb  der  ge- 
pressten  Fläche  S  erhält  man  nach  §.  80  (7) 

(11)  li)   =:    ff). 

Nehmen  wir  den  Querschnitt  des  Stempels  K  kreisförmig 
an,  so  können  wir  die  Formeln  aus  Bd.  I,  §.  134  unmittelbar  an- 
wenden. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  den  Abstand  eines  variablen  Punktes 
von  der  Cylinderaxe  mit  r  und  den  Radius  des  ICreises  mit  a 
bezeichnen,  iur  die  Fläche  ^  :=  0: 

(12) 


also 
(IS) 

(U) 


innerhalb  S, 
ausserlialb  S, 
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(15)  G  = ^™, 

und  nach  (10) 

(16)  m  =  i T^-r^—,  F. 

Domiiaoh  ^vh^d  die  Tiefe  dor  Einsenkuiig 

die  Spannung  im  Inneren  von  S: 

(18)  ^=  ■---  f_.--^=. 

Die  Spannung  wird  also  unendlich  an  der  Peripherie  der 
eingedrückten  Fläche  S.  Dass  dies  in  Wirklichkeit  nicht  ein- 
treten kann,  ist  klar.  Der  Widerspruch  löst  sich  aber  dadurch, 
dass  die  Kante  des  drückenden  Stempels  in  der  Wirklichkeit 
nicht  scharf  bleiben  wird. 

Für  die  Depression  erhalten  wir  aber  ans  (11),  (13)  und 
(14)  einen  vollkommen  stetigen  Ausdruck,  nämlich 

(19)  w  ^  iidlM^  innerhalb  S.. 
'                  8ji(A  +  fi)« 

(20)  w  =  --^ — '-^. — ^'-^  —  arc  sin  —      ausserhalb  jS, 

4  re  ft  (Ä  -(-  fi)  ft  r 

und  f ür  r  =  a  geht  der  Ausdruck  (20)  in  den  Werth  (19)  über. 


Die  horizontalen  Verschiebungen. 

Für  die  Verschiebungen  m,  v  parallel  der  Ebene  s  =  0  in 
dem  in  §.  79  behandelten  Probleme  erhalten  wir  aus  §.  77  (13), 
wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche,  d.  h.  auf  die  Ebene  ^  tr=  0  be- 
schränken : 


(1) 
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und  wenii  wir  für  Ä,  B  die  Ausdrücke  §.  80  (5)  substituiren  und 
C—  *(k,  ß)  setzen: 


■«,          , 

}.     +     '. 

'^il'' 

'  ' 

C'*- 

i(IJ, 

(2) 

+  « 

1-    = 

- 

f 

ff* 

(», 

«8 

■  (.. 

■  +  j- 

'»lim 

f!,S. 

1  +  : 

!]i].lr* 

Nun  ist  ; 

iber 

nach 

§•  81  (4): 

9  ■ 

^1 

«(»./i),,«!. 

s  + 

,*^f 

lit. 

<J/3 

und 

folglich 

.. 

föcp 

ds 

=    - 

_P*(«- 

/i) 

e'*"' 

.  +  , 

'y  + 

'0  de 

,.dß: 

also 

wenn  man  n 

—  0  setzt; 

+  B 

03 

- 

\{ 

^"C 

,,ß.<c.  +  , 

'" 

<i« 

iß 

= 

jH 

'dl, 

und  also  für 

1     = 

=  0: 

. 

_      c 

.1 

8a! 

de 

1  +  2^ 

(3) 

i.  -\-  2(1  }   oy 

Für   den   Fall   des   kreisförmigen   Querschnittes    ist   [Bd.    I, 
§.  134  (14)]: 

(4)  'p  —  ,--— 't    r -^  .        e-"' J(ar)dK, 

^  '  '        4*fi(A  +  (i)o  J  «  V     '      • 

also,  wenn  Jj   die  Bessel'sche  Function  der  Ordnung   1  ist 
[Bd.  I,  §.  69  (6)]: 

/KN        »V  {'■  —  2rtP     «  f     ,.    ■  r  r     -.j 

(5)  ^  =  —  7^ — ,,    r    \ ^~-     ein«at/i(«r)(^a, 
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und  wenn 

■wir  also  x  =  r  cos  9-,  y  =  f  sin  &  und 

(6) 

u^  —  Q coS'&,        V  =  —  p sin  ^ 

setzen : 

(n 

P             l-sin«« 

^-4^(^  +  f.JaJ       c       ''^^'■'>- 

und  hierin  bedeutet  p   die  horizontale  Verschiebung   gegen   den 
Mittelpunkt  hin,  die,  wie  zu  erwarten  war,  von  &  unabhängig  ist. 
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Elfter  Abschnitt. 
Bewegung  der  gespannten  Saiten. 


Die  Differentialgleichungen  der  schwingenden  Saite. 

Unter  den  Problemen  der  Bewegung  elastischer  Körper  be- 
handeln wir  zunächst  die  schwingende  Saite,  für  die  wir 
die  Differentialgleichungen  auf  dem  folgenden  directen  Wege  er- 
halten können  i). 

"Wenn  die  Saite  hinlänglich  stark  gespannt  ist,  so  wird  die 
Schwerkraft  keinen  merklichen  Einflusa  mehr  auf  ihre  Bewegung 
haben,  und  wir  sehen  also  von  der  Wirkung  der  Schwere  der 
Saite  ab.  Dann  wird  die  Saite  in  ihrer  Gleichgewichtslage 
geradlinig  sein,  und  wir  zählen  auf  dieser  geraden  Linie  die 
Abscissen  x.  Den  Anfangspunkt,  3;  ^  0,  und  den  Endpunkt, 
X  ^  l,  nehmen  wir  zunächst  als  fest  an.  Vor  der  Befestigung 
aber  soll  die  Saite  durch  ein  Gewicht  P  gespannt  sein.  Dann 
ist  die  Spannung  in  jedem  Punkte  =  P,  d.  h.  wenn  wir  uns  die 
Saite  an  irgend  einer  Stelle  durchschnitten  denken,  dann  muas, 
um  das  Gleichgewicht  zu  erhalten,  an  jedem  der  beiden  freien 
Enden   eine  Kraft  von   der  Grösse  P  in  der  Richtung   der  Saite 


Wir  nehmen  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  an, 
dessen  «-Axe  mit  der  Gleichgewichtslage  der  Saite  zusammen- 
fällt, und  ertheilen  einem  beliebigen  Punkte  M  mit  der  Abscisse« 

')  Üeber  die  Geschichte  diefies  Prohlems  vergleiche  man  die  Abhand- 
lung voTi  Eiemann  „Ueber  die  Darstellbarteit  einer  ranotion  durch  eine 
trigonometrische  Reihe"  (Riemann's  Werke,  2.  Aufl.,  S.  227). 
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eine  Verschiebung  (JfjM),  deren  Projectionen  §,  »;,  £  heiaaen  mögen. 
Wir  nehmen  |,  tj,  t  als  stetige  Functionen  Yon  x  und  von  der 
Zeit  t  an,  und  cbenao  sollen  die  Differentialciuotienten 


g|     8^     8|     81      ß^     8| 
dx'    dx'    dx'    dt  '     dt'    dt 


(1) 

zunächst  noch  stetige  Functionen  von   x  und  (   sein.     Wir  be- 
trachten aber  |,  vj,  g  und  ihre   Differentialquotienten  als  unend- 
p^     ^g  lieh   Heine   Grössen   erster   Ordnung, 

n,.  deren  höhere  Potenzen  gegen  die   nie- 

drigeren vernachlässigt  werden  können. 
Die  Differentialcjuotienten  nach  x  sollen 
auch  mit  |',  i;',  £'  bezeichnet  werden. 
Wir  betrachten  ein  Element  {MM')  =  dx  der  Saite,  das 
durch  die  Verschiebung  in  (mm')  =  ds  übergegangen  sei,  und 
das  Element  ds  schliesse  mit  den  Coordinatonaxeu  die  \yinkel 
a,  ß,  y  ein.  Die  Verschiebung  (M' m')  wird  dann  ausgedrückt 
durch 

|  +  d|  =  ^^i'dx 

(2)  1]  -|-  d:j  =:  ij  -|-  Tj'dx 
t  +  dt  =  ^  ^i'dx 

und  wenn  also 

(3)  x  +  in^t 

die  Coordinaten  von  m  sind,  so  sind 

(4)  x^dx^^^dL.    Ti-^dTj,    t  +  d'C 
die  Coordinaten  von  m'. 

Es  ist  daher  mit  den  erlaubten  Vernachläaaigungen 


(5)  ds  =  V(^^+"^|)^^Fd^H^~dgä  ^  äx{l  +  g')- 

Die  Verlängerung  von  dx  ist  also  durch  ^'dx  ausgedrückt. 
Es  ist  nun  femer  nach  (3)  und  (4) 

(6)  dx  -\-  d^  =  ds  cos«,     dt)  =  ds  cos/3,     dg  =  äs  cos)», 
woraus  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

(7)  cosK  =  1,     cos|J  =  7i',    cosy  =  t'- 

Es  ist  nun  die  Kraft  zu  bestimmen,  die  auf  das  Element 
ds  wirkt.  Diese  setzt  sich  aber  aus  zwei  Theilen  zusammen. 
Es  wirkt  zunächst  auf  jedes  der  Enden  m,  m'  in  der  Richtung 
der  Tangente,  die  ursprüngliche  Spannung  P,   und  zvuar  in  m 
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gegen  den  Nullpunkt,  in  m'  gegen  den  Endpunkt  der  Saite  ge- 
richtet. Ausaecdem  aber  wird  durch  die  Verlängerung,  die  das 
Element  erfahren  hat,  eine  Vergtösserung  der  Spannung  hervor- 
gerufen, die  man  mit  der  Vergrösserung  der  Längeneinheit,  hier 
[nach  (5)]  mit  |'  proportional  annimmt,  und  die  also  =  E^'  zu 
setzen  ist.  Der  Factor  E  drückt  die  Kraft  aus,  die  erforderlich 
wäre,  um  irgend  ein  Stück  der  Saite  um  das  Doppelte  zu  yer- 
längern  (vorausgesetzt,  daas  dieses  einfache  Gesetz  auch  bei  so 
starken  Deformationen  noch  gültig  wäre,  was  natürlich  nicht  der 
Fall  ist)  und  heisst  nach  §.  68  der  Elasticitätsmodulus. 

Demnach  wirken  an  dem  Punkte  m  die  Kraftcomponenten 

X  =  —  {P  +  El')  cos«  =  —  (P  +  Er), 

r^  —  (P+  Er)cos(3  =  —  Pi)', 

Z  =  —  (P  +  £|')  C0S7  =  —  Ft\ 
und  an  dem  Punkte  m' 

'       ^     '  dx 

¥'  =  Pri'  +  ^^^  äx, 


Z'  =  w       H~ 


'ax 


und  folglich  wirken  auf  das  Element   d$   die   Kraftcomponenten 

(8)  e'^&x,        Pp^dx,       P  1^  dx. 

^  '  dx^  dx^  dx^ 

Diese  Kräfte  müssen  nun  nach  dem  Grundgesetz  der  Dynamik 
(Bd.  I,  §.  119)  dem  Produete  aus  der  Masse  p  des  Elementes  äs 
mit  den  Componenten  der  Beschleunigung  gleich  sein,  also 
gleich 

,  f)äg  ga^  gäg 

«  i'iP'       f'w-       ''dp- 

Um  fi  aiis zudrücken,  hezeichnen  wir  mit  p  das  Gewicht  der 
ganzen  Saite  von  der  Länge  I;  dann  ist  das  Gewicht  des 
Elementes  von  der  ursprünglichen  Länge  dx  gleich  pdx:l,  und 
wenn  wir  also  noch  das  Gewicht  der  Masseneinheit,  d.  h.  die 
Beschleunigung  der  Schwerkraft  mit  g  hezeichnen,  so  ist  dieser 
Ausdruck  gleich  fig;  folglich 

(10)  ''=V' 
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und  dies  läsat  aich  auch  auf  den  Fall  anwenden,  dasB  die  Saite 
nicht  durchweg  von  der  gleichen  Dicke  oder  Dichte 
ist,  nur  ist  dann  pjl  keine  Constante,  sondern  eine  gegebene 
Function  von  x. 

Danach  erhalten  wir  aus  (6)  und  (7)  die  Gleichungen: 

an  7fln_  ^Flg_d^ 

dt^         p     dx-^' 

Die  drei  Coraponenten  ^,  ij,  i;  sind  also  in  diesen  Grleichungen 
vollständig  von  einander  getrennt  und  jede  von  ihnen  wird  durch 
eine  Gleichung  der  gleichen  Form  bestimmt  Zu  ihrer  voll- 
ständigen Bestimmung  treten  noch  die  Nebenbedingungen,  dasa 
iür  «  ^  0  und  x  ^l  alle  drei  Componenten  |,  tj,  g  für  jeden 
Werth  von  t  verschwinden  sollen,  und  die  Bedingungen  des 
AnfangszTistandes,  nach  denen  für  t  ^=  0  die  sechs  Grössen 
^,  yj,  t,  di/dt,  d7j/öt,  dt/dt  in  gegebene  Functionen  von  x 
übergehen  sollen.  Diese  letzteren  Functionen  sind  aber  nur  in 
dem  Intervall  (0,  l)  für  x  gegeben. 

Die  Function  g  bestimmt  die  longitudinalon  Schwin- 
gnngen.  Diese  allein  hängen  von  der  Constante  E  ab,  ij  und 
£  sind  die  beiden  Componenten  der  transversalen  Schwingungen, 
und  es  genügt,  wenn  wir  uns  in  der  Folge  mit  einer  von  den 
drei  Componenten,  etwa  mit  ij,  beschäftigen,  für  die  wir,  wenn  wir 

a^)  -  =  ^ 

setzen,  die  Diiferentialgleichung  erbalten: 

mit  den  Nehenbedingungen : 

(U)  ij  T^  0  für  a;  =  0  und  a;  =  Z 

(15)  ^=/(^)    , 

für  i  —  0,     0  <x<l. 


(16) 


dt  " 


Bei  der  homogenen  Saite  ist  a  constant,  bei  der  inhoi 
eine  gegebene  Function  von  x. 
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Particulare  Lösungen. 

Wir  suchen  zunächst  particulare  Lösungen  der  Grleichung 
(13),  §,  83,  indem  wir  für  tj  ein  Product  ÜV  einer  Function  U 
von  t  allein  und  einer  Function  V  von  x  allein  setzen.  Es  ergicht 
sich  dann  durch  Division  mit  TJV 

1  ^lE  _  1'  ^'  "f^ 
Ü  dp     "  V'äx^' 

Es  müssen  alao  beide  Seiten  dieser  Gleichung  gleich  einer 
und  derselhen  Constante  sein,  die  wir  mit  —  m^  bezeichnen 
wollen,  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungen  ergeben: 

dP' 

da  F m^  „ 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  gehört,  wenn  a  eine  Function 
von  X  ist,  zu  dem  Typus  von  Differentialgleichungen,  die  wir  in 
§.  25  f.  betrachtet  haben,  und  die  dort  abgeleiteten  allgemeinen 
Theoreme  erhalten  alao  hier  ihre  physikalische  Bedeutung.  Wir 
wollen  uns  aber  jetzt  nur  mit  dem  Falle  beschäftigen,  wo  a  con- 
stant  ist,  also  mit  der  homogenen  Saite.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung haben  die  vorstehenden  Differentialgleichungen  die  parti- 
cularen  Integrale: 

f7=:  cosmt,        sinmi 

«   '  a 

Unter  diesen  suchen  wir  solche  aus,  die  der  Bedingung  (14) 
in  §.  83  .genügen,  also  für  a:  =  0  und  x=;-l  verschwinden.     Dies 

wird  erreicht,  wenn  wir  F=^  sin — ,  und  m  i^  annjl  setzen, 

worin  w   eine   ganze   Zahl  ist,   die  positiv   angenommen   werden 
kann. 

Wenn  man  dann  mit  t  und  A  noch  zwei  willkürliche  Con- 
stanten bezeichnet,  so  erhält  man  ein  particulares  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  §.  83  (13): 
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,            ita{t  • —  t)     .        nx 
(1)  ij„  =;  iL  cosn  ^-= sin  n    ■  - 

und  hierin  kann  n  jede  ganze  poätive  Zahl  bedeuten. 

Wenn  die  Saite  nach  diesem  Gesetze  schwingt,  so  ist  der 
Vorgang  in  Bezug  auf  dieZeit  periodisch,  und  die  Schwingungs- 
dauer  2"«  ist  gleich  21 /an.  Der  reciproke  Werth  der  Schwin- 
guDgsdauer  heisst  die  Schwingungszahl: 

(2)  ^.  =  l!  =  iyff  »BMim 

und  dies  ist  die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  in  der  Zeit- 
einheit (der  Secunde)  ausgeführt  werden.  Von  dieser  Zahl  hängt 
die  Tonhöhe  ab.  Den  tiefsten  Ton,  den  die  Saite  geben  kann, 
erhält  man  für  n  =  1.  Er  heisst  der  Grundton  der  Saite. 
Die  übrigen  heissen  die  harmonischen  Obertone.  Für  w  =  2 
erhält  man  die  Octave  des  Grundtones,  für  n  =  3  die  Quinte 
der  Octave,  für  n  =^  4  die  zweite  Octave,  für  n  =  5  die  grosse 
Terz  der  zweiten  Octave. 

Der  Ausdruck  (1)  zeigt,  dass,  wenn  a>  ein  Vielfaches  von  l/n 
ist,  tJk  fortdauernd  =^  0  bleibt.  Es  theilt  sich  so  die  Saite  in 
n  Theile,  deren  jeder  für  sich  so  schwingt,  wie  wenn  eine  Saite 
von  der  Länge  l/n  mit  ihrem  Grundton  schwingt.  Die  Theil- 
punkte  dieser  Strecken,  deren  Zahl  n  —  1  beträgt,  heissen  die 
Knotenpunkte  (Fig.  19,  20). 

Die  Formel  (2)  zeigt  die  Abhängigkeit  der  Höbe  des  Grund- 
tones von  der  Länge  l,  der  Spannung  P  und  dem  Gewicht  p 
Fig.  19.  Fig.  20. 


der  Saite,  Der  Factor  Ä  heisst  die  Amplitude  der  Schwin- 
gung. Ihr  Quadrat  bestimmt  die  Stärke  oder  Intensität  des 
Tones. 

Wenn  wir  mehrere  Ausdrücke  von  der  Form  (1)  addiren,  so 
erhalten  wir  complicirtere  Schwingungsformen  der  Saite,  bei 
denen  der  Grundton  und  mehrere  der  harmonischen  ObertÖne 
zusammenklingen,  die  ein  geübtes  Ohr  auch  wieder  von  ein- 
ander zu  trennen  weiss.  Von  der  relativen  Stärke  der  Obertöne 
hängt  nach  Heimholte  die  Klangfarbe  ab. 
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Um    diese    allgemeinereri    Schwingungsformen    darzusteUeii, 
zerlegen  wir  den  Cosinus  in  der  Formel  (1)  und  erhalten,  wenn  wir 


setzen  und  mit  T  die  Schwingungsdauer  des  Grundtones  be- 
zeichnen: 

^/  .  23rf    ,     _      .        2Tcf\     .        nx 

worin  sich  die  Summe  auf  beliebige  Werthe  von  n  erstrecken 
kann.  Durch  Bestimmung  der  Constanten  A„  und  B„  haben 
wir  dann  noch  die  Möglichkeit,  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Anfangszuatänden  zu  berücksichtigen,  und  wenn  wir  i^ie  An- 
nahme machen,  daas  die  Formel  (3)  auch  noch  gültig  sei,  wenn 
wir  die  Anzahl  der  Glieder  unendlich  nehmen,  ao  können  wir 
auch  noch  die  Bedingungen  eines  willkürlichen  Anfangszustandes 
erfüllen. 


§.  85. 
Einführung  dos  Anfangazustandes. 

Wir  nehmen  also  jetzt  die  Lösung  des  Prohlema  der  schwin- 
genden Saite  in  der  Form  an: 

^  /  ,            nat    ,    -r,     .        itat\    .        %x 
(1)         ij  =   ^  ( -!„  cos  m  - . 1-  B„  sm  n  — j-  1  am  n  —-.- 

und  verlangen,  dass  die  Constanten  J.„,  B»  so  bestimmt  werden, 
dass  dieaer  Ausdruck  für  i  =  0  einen  gegebenen  Änfangszustand 
darstelle.  Dieser  Anfangszustand  ist  nach  §.  83  (15),  (IG)  durch 
zwei   Functionen    f{x),   F (x)   bestimmt,    so    dass   für   i  =  0, 

wird.  Diese  Functionen  f{x),  F{x)  sind  nur  in  dem  Intervall 
(0,  T)  gegeben.     Es  muss  dann  aber  nach  (1) 
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■^  l  %a       •  ' 

gesetzt  werden. 

Hieraus  lassen  sich  ^„  und  B„  berechnen,  wenn  man  nach 
§.  33  des  ersten  Bandes  die  Functionen  f{x)^  l''(x)  in  Sinus- 
Reihen  entwickelt.     Man  erhält 

(4) 

5„  =  -^  [  F(«)  sin  ^  (?«. 

Die  Formeln  (3)  gelten  zunächst  nur,  so  lange  x  im  Inter- 
vall {0,  l)  liegt,  und  wenn  wir  für  andere  Werthe  von  x  die 
Formeln  (3)  als  Definition  Für  f(x)  und  F{x)  ansehen,  so  er- 
giebt  sich 

^  '       /(^  +  20  =f(x),  F{x^2l)=  F  (x), 

und  auch  durch  diese  Functionalgleichungen  sind  die  Functionen 

/  (x),  F  {x)  fiir  alle  Werthe  von  x  eindeutig  bestimmt,  wenn  sie 

zwischen  a;  =  0  und  w  ^l  gegeben  sind.     Aus  (6)  folgt 

(6)    /(f  +  x)  =  -f(l-x),        F(l  +  x)  =  -F(l-x), 

und  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  leiten  wir  durch  Integration 

in  Bezug  auf  x  die  Formel  her: 


■  const. 


(7)  2  B„  cos  ™  =  ~  I"  F(x)  dx  - 

die  dann  gleichfalls,  wenn  die  Oonstante  richtig  bestimmt  wird, 
worauf  es  hier  nicht  ankommt,  fiir  beliebige  x  gilt.  Nun  lässt 
sich  die  Formel  (1),  mit  Benutzung  elementarer  trigonometrischer 
Formeln,  so  darstellen; 

1  ^    .    /  ■        ^(x—at)    ,      .        x(a:-\-at)\ 

'J  =  2  2  ^«  (^^^  ^  -^ +  ä^^"  -i"|— ^) 

(8) 

+  2  ?  ^"  (<=os^  ^-^  -  cos«^^^), 
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und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Formeln  (3)  und  (7)  die 
folgende  Darstellung  der  Function  13 : 


(9) 


1  =  l  [/(*  +  «0  +/(«  -  «oj  +  ^  j  FW<«»^- 


Diese  zweite  Form  der  Lösung  des  Problems  rührt  von 
d'Alemhert  her,  und  ist  älter  als  die  durch  die  Fourier'sche 
Reihe,  die  auf  Daniel  Bernoulli  zurückzuführen  ist.  Wir 
haben  hier  die  eine  aus  der  anderen  abgeleitet;  jedoch  lässt 
sich  auch  die  d'Alembert'ache  Losung  direct  veriflciren. 


Diacussion  der  Lösung. 
Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  ij  gefunden  haben: 


CD 


1  =  l  [/(«  +  ««)  +/(»  -  »0]  +  r»  I  -'''(»')''== 

I  der  Differentialgleichung  §.  83  (13)  identisch,  wenn  die 
Functionen  /  (x)  überall  einen  bestimmten  zweiten  und  F  (x) 
einen  bestimmten  ersten  Differential  quotienten  hat,  mögen 
übrigens  f{x)  und  F(x)  sein,  was  sie  wollen. 

Die  Grenzbedingung  [§.  83  (14)],  dasa  i?  für  a;  =  0  und 
X  :^  l  yerscbwinden  soll,  ist  durch  (1)  befriedigt,  wenn  /(x)  und 
F(x)  den  Gleichungen  §,  85  (5),  (6)  gemäss  bestimmt  sind,  und 
wenn  ausserdem /(ic)  eine  stetige  Function  ist.     Dann  ist 

{F{x)dx  =  (i,     {  F{x)dx  =  {F(l-\-x)dx  =  0. 

Durch    diese  Voraussetzungen    ist    zugleich    die  Bedingung 
erfüllt,  dass  1;  für  i  =  0  in  /(st)  übergeht. 
Bilden  wir  aber  noch 

5T  =  J[/(»'  +  «<)-/'(»:-<>*)]  + jLl'C»;  +  «0  +  J'i"-'")]. 
SO  erkennt  man,  dass  dies  für  f  =  0  nur  dann  in  F(x)  über- 
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gellt,  wenn  auch  Doch  fix)  und  F(x)  stetige  Functionen  siiid. 
Diese  Voraussetzungen  wollen  wir  also  jetzt  machen. 

Zunächst  ziehen  wir  einen  allgemeinen  Schluss  aus  der 
Formel  (1).  Wir  setzen  at  =  !,  d.  h,  wir  gehen  in  der  Zeit  von 
i  =T  0  aus  um  eine  halbe  Schwingungsdauer  des  Grundtones 
Torwarts  (wobei  der  Aofangszustand  irgend  ein  im  Verlauf  der 
Bewegung  eintretender  Zustand  sein  kann).     Es  ist  aber 


[  ^{3;)d!a;  =  0, 


was  man  ohne  Rechnung  aus  der  Fig.  21  einsieht,  die  den  Ver- 
lauf der  Curve  y  ^=  F(x)  darstellt,  bei  der  der  Flächeninhalt 
Fig.  21.  Fig.  22, 


irgend  eines  Stückes,  dessen  Basis   2l  ist,   i 
Daraus  folgt  also  für  at  :=  l: 


=  4  [fix  + 1}  +/(« -  m  --/(?-  cc% 


=  _  Il'(l  —  x), 


und  es  ist  also  nach  einer  halben  Schwingnngsdauer  sowohl  die 
Gestalt  der  Curve  als  die  Geschwindigkeit  in  doppelter  Hinsicht 
umgekehrt,  sowohl  von  rechts  nach  links,  als  von  oben  nach 
unten  (Fig.  22). 

§■  87. 
Fortschreitende  Wellen. 


Wir  wollen  noch  einen  Fall  betrachten,  der,  obwohl  bei 
Saiten  nicht  unmittelbar  realiairbar,  doch  in  mancher  Beziehung 
lehrreich  ist.  Wir  wollen  nämlich  eine  beiderseits  unendlich 
lange  Saite  betrachten,  so  dass  die  Grenzbedingungen  wegfallen. 
Dann  sind  die  Functionen  f(x)  und  F(x)  durch  den  Änfangs- 
zustand  für  alle  Werthe  von  x  bestimmt,  und  ij   ist   durch   die 
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Formel  (1),  §.  86  für  alle  Zeiten  bestimmt.  Wir  betracliten 
zwei  Fälle. 

I.  E9  sei  F{ic)  =  0  für  alle  Wertbe  von  x,  f{x)  nur  in 
einer  endlichen  Strecke,  —  «  <:  a;  <;  m,  von  Null  verschieden. 
Dann  ist  also: 

(1)  r,=  llf(„  +  al)+f(x~at)\; 

betrachten  wir  irgend  einen  festen  Werth  von  (,  so  hB,if(x--{-at) 
nur  so  weit  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  als  a:  -[-  at 
zwischen  —  «  und  -[-  a  liegt,  also  so  lange 

(2)  ~-at  —  a<x<  —at  +  « 

ist,  und  f{x  —  at)  ist  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn 

(3)  «t  —  ci  <  a;  <  «f  +  K. 

Wenn  dalier  ui  —  «  >-  —at  +  k,  d.  h.  oi  >-  «  ist,  so  ist 
»j  ^=  0,  wenn  keine  der  beiden  Ungleichungen  (2),  (3)  hefriei^igt 
ist,  also  wenn  entweder 

X  <  —at  —  a 
oder 

—  öi  +  «<a;<flf  —  « 
oder  endlich 

at  -\-  et  <C  X, 

und  7}  ist  nur  von  Null  verschieden,  wenn  eine  der  beiden  (ein- 
ander ausschliessenden)  Ungleichungen  (2),  (3)  erfüllt  ist. 

Es  pflanzen  sich  also  von  der  anfänglich  erregten  Stelle  aus 
nach  beiden  Seiten  Wellen  mit  der   eonstanten  Geschwindigkeit 
Fig.  23. 


a  und  der  Breite  2w  fort,  deren  Höhe  halb  so  gross  ist  als  die 
Höhe  der  ursprünglichen  Welle.  A.usaorhalb  dieser  fort- 
schreitenden Wellen  befindet  sich  die  Saite  in  der  Gleich- 
gewichtslage. 

II.  Es  ssi  f{x)  =  0  für  alle  Werthe  von  x,  und  F{x')  sei 
von  Null  verschieden  in  der  Strecke  — «  <;  rc  <  w;  ausserhalb 
dieser  Strecke  sei  auch  F(x)  =  0.     Dann  ist 
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(4)  ''=^2^J    ^'^'^^''■'' 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  wieder  einen  Werth  von  ( 
festhalten,  dass  »j  ^  0  ist,  wenna^  —  af  >k,  oder  wenn  ic-J-tti^ — «i 
also  wenn 

X  <i  ~  at  —  «  oder  x  '^  at  -j-  a. 
Ist  aber  x  —  at  ■< —  k  und  x  -\-  at  "^  -\-  a,  also 
—  at  ~\-  et  <:^  X  <^  at  —  « 
(was  voraussetzt,  dass  «f  >.  a  ist),  so  hat  ij  den  constanten  Werth 

der  durch  den  Flächeninhalt  der  Curve  mit   der  Ordinate  F  (x) 
dargestellt  werden  kann     Wenn   *■  zwischen  at — a  und  at -\- a 


liegt,  so  wild  ij  stetig  von  dena  Weithe  c  zu  Null  abfallen,  und 
ebenao,  wenn  i  zwischen  —  at  -{-  a  und  — af  — a  liegt.  Die 
Figur  24  veianschaulicht  deu  ^  erlaui  ^on  tj 


ünstetigkeiten. 

Wir  haben  in  §,  86  ausdrücklich  die  Forderung  gestellt, 
dass  die  Functionen /(a;), /'(a;),  F{x)  stetige  Functionen  von  x 
sein  sollen.  Es  kommen  aber  in  den  Anwendungen  Fälle  vor, 
die  sich  einem  Zustande  stark  annähern,  in  dem  diese  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt  ist.  "Wir  erinnern  an  das  Beispiel  der  ge- 
zupften Saite,  d.  h,  einer  Saite,  die  etwa  durch  einen  schmalen 
Stift,  seitwärts  gedrängt  und  dann  sich  selbst  überlassen-  ist. 
Dann  wird  die  Curve  y  ^f{x)  nahezu  aus  zwei  geraden  Linien 
bestehen,  die  in  einem  Punkte  x  unter  einem  "Winkel  au  ein- 
ander stossen.    In  diesem  Falle  ist  also  /'  (x)  unstetig.     Ebenso 
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können  wir  uns  vorstellen,  dass  F{x)  unstetig  sei.  Dagegen  ist 
eine  Unstetigkeit  der  E'unction  f{x)  physikalisch  nicht  zulässig, 
weil  sonst  der  Zusammenhang  der  Saite  aufgehoben  wäre. 

Nun  zeigt  uns  die  Betrachtung  des  §.  85 ,  dass  auch  diese 
Fälle  durch  die  bisherige  Theorie  erledigt  werden.  Denn  wenn 
wir  uns  in  den  Reihen  §.  85  (3)  auf  eine  beliebige,  aber  endliche 
Anzahl  von  Gliedern  beschränken,  so  erhalten  wir  die  Bewegung 
der  Saite,  die  einem  stetigen  Anfangsztistando  entspricht,  der 
sich  aber  dem  thatsachlich  gegebenen  unstetigen  (der  ja  auch 
nur  eine  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  ist)  bis  zu  jedem  Grade 
nähert,  und  wir  werden  daher  auch  die  Formeln  §.  85  (8),  (9), 
die  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  darstellen,  als 'eine  An- 
näherung an  den  wirklichen  Vorgang  betrachten  können. 
Fig,  26.  Fig.  26. 


Um   nach   dieser   Methode   z,   B,   die   gezupfte   Saite   au  be- 
bandeln, setze  man 

1  =  ![/(='  + «')+/(« -»')]. 

und  man  kann  leicht   die   auf  einander  folgenden  Gestalten  der 

Saite   durch   eine  geometrische  Construction  finden,   wenn  man 

Fig.  27. 


die  Curven  f{x  -{-  at)  und  f(x  —  at)  gleichzeitig  zieht,  und  das 
Mittel  zwischen  ihren  Ordinaten  sucht;  man  erhält  so  eine 
Gestalt  der  Curve,  die  aus  drei  oder  aus  zwei  geradlinigen 
Strecken  zusammengesetzt  ist.  Die  Fig.  26  und  27  geben  zwei 
dieser  Gestalten. 

Man  sieht,  dass  sich  der  eine  Un Stetigkeitspunkt  beim  Be- 
ginne der  Bewegung  in  zwei  theilt,  die  nach  vorwärts  und  nach 
rückwärts  mit  der  Geschwindigkeit  at  fortschreiten. 
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V  Absohiiitt. 


Eine  andere  Behandlung  dieser  Probleme,  bei  der  auf  die 
Unstetigkeiten  von  vornherein  Rücksicht  genommen  ist,  hat 
Christoffel  gegeben i),  der  aus  den  geometrischen  und  mechani- 
schen Bedingungen  der  Aufgabe  Gleichungen  für  die  Bewegung 
der  Unstetigkeiten  hergeleitet  hat.  Wir  gelangen  zu  diesen 
Gleichungen  auf  folgendem  Wege. 

Es  Bei  auf  der  Saite  in  einem  bestimmten  Augenbhck  t  ein 
Punkt  mit  der  Abscisse  ^,  wo  die  Differentialquotienten  dri/dx 
und  drildt  unstetig  sind,  und  also  die  ?)-Curve  eine  Ecke  x 
bildet. 

Wir  unterscheiden  die  Werthe  der  Functionen  vor  und  hinter 
der  ünstetigkeitsstelle  durch  den  Index  1  und  2  (Fig.  28).  Wir 
■wollen  nun  weiter  annehmen,  dass  diese  Unstetigkeitsatelle  in  dem 


Zeitelement  dt  um  eine  Strecke  d|  mit  der  Geschwindigkeit  c 
fortrücke,  so  dass  d|  =  cdt  ist,  und  es  sei  in  Folge  dessen  der 
Unstetigkeitspunkt  a  in  der  Zeit  dt  nach  %'  fortgerückt. 

Die  erste  der  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  erhalten 
wir,  wenn  wir  die  Coordiuate  des  Punktes  ■/!  in  zweierlei  Weise 
ausdrücken,  einmal  als  Punkt  der  Curve  ijl,  dann  als  Punkt  der 
Curve  tj2,  und  beides  einander  gleich  setzen. 

Wir  erhalten  so 


«  +  ¥?""  = 


^t 


in, 
dt  ' 


ät 


<a+(m=<a+(i 


oder 

(1) 

Diese  Bedingung,  die  die  Fordernng  enthält,  dass  die  Curv 
Zttsammenhängend  bleiben  sollen,  kann  auch  so  ausgedrückt 

')  Untersuchungen  über  die  mit  dem  FortbeBtelieri  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  verträglichen  unstetigkeiten.  Annali  di  Matematica, 
Tomo  VIII  (1876). 
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dass  die  Verbindung  c----  ~j-  -^  ohne  üiistetigkeit  über  den 

Punkt  K  hinweggehen  musa. 

Die  zweite  Bedingung  ist  mechanischer  Natur,  und  beruht 
auf  dem  Satze,  dass  ein  Körper  von  der  Masse  jt,  der  während 
einer  unendlich  kurzen  Zeit  dt  von  einer  Stosskraft  Q  angegriffen 
wird,  eine  Geschwindigkeitszunahme  von  der  Grösse  Qdt/H'  in 
der  Richtung  der  Kraft  erfährt. 

Das  Element  der  Saite ,  das  hier  eine  plötzliche  Geschwiudig- 
keitsänderung  erfährt,  können  wir  wegen  der  unendlich  kleinen 
Winkel,  die  hier  überall  vorausgesetzt  sind  (§.  83),  von  der  Länge 
d^  annehmen,  und  seineMasse  fi  ist  also  gleich  jji?^/p(  [§.83{10)]. 
Üa  dieses  Element  plötzlich  von  dem  Theil  t;^  ^"t  ^^^  Theil  iji 
)  ist  seine  Geschwindigkeitszunahme  gleich 


(B\-Q\ 


Die  Stosskraft  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Spannung  P  am 
Anfang  des  Elementes  in  der  Eichtung  tj^,  am  Ende  in  der 
Richtung  ijj  angreifen  lassen,  und  die  Summe  der  Componenten 
dieser  beiden  Kräfte  nach  der  Eichtung  der  ij  -Äxe  nehmen.  So 
erhalten  wir,  da  wir  bei  den  unendlich  kleinen  Winkeln  den 
Sinus  durch  die  Tangente  ersetzen  dürfen,  für  diese  Stosskraft; 


und   es   ergiebt  sich   ah 
Princip  die  Gleichung 


(0  nach   dem   angeführten 


(2) 


enn  wir   c^|  =  cdt  und  Ply/p  =  «^  setzen  [§.  83,  (12)] 


und  die  zweite  Bedingung  ist  also  die,  dass  auch  a^w-   +  ' 

ohne  Unstetigkeit  iAber  den  Punkt  x  hinweggeben  raues. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 
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220  Elfter  Abschnitt.  g.  88. 

SO  köimen  wir  die  beiden  gcfandoiiGn  Bedingungen  auch  so  dar- 
stellen: 

cK+   7r^o, 

^  >  a^K-^  cK'  =  0, 

und  wenn  nun  der  Punkt  x  wirklich  ein  Unstetigkeitspunkt  ist, 

also  K  und  K'  nicht  beide  verschwinden,  so  folgt  aus  (3) 

Die  Unstetigkeit  rückt  also  mit  der  Geschwindig- 
keit a  entweder  nach  vorwärts  oder  nach  rückwärts,  und 
aus  (3)  folgt  noch 

(6)  f  =  T«. 

Wenn  nun  aber  an  einer  Stelle  x  eine  Unstetigkeit  K,  K' 
beliebig  gegeben  ist,  die  der  Bedingung  (5)  nicht  genügt,  so 
müssen  wir  eine  solche  ünstetigkeitastelle  als  durch  das  Zu- 
sammenfallen zweier  entstanden  betrachten,  von  denen  die  eine 
vorwärts,  die  andere  rückwärts  läuft.  Haben  diese  beiden  die 
Un Stetigkeiten  K^,  Ki;  K^,  S'ä,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
dieser  Grössen 

._,  a K,  -  K[  =  0,    K,  +  K,  =  K, 

^'  aK,-^Ki  =  Q,    Z;  +  Xä  =  X', 

woraus  Kj,  Ki,  ICi,  Kl  eindeutig  bestimmt  sind. 

Alle  diese  Verhältnisse  lassen  sich  leicht  auch  an  den  Aus- 
drücken für  t;  durch  die  trigonometrische  Reihe,  oder  was  das- 
selbe ist,  durch  die  willkürlichen  Functionen  nachweisen,  so  dass 
sich  diese  Ausdrücke  auch  bei  dieser  Betrachtungsweise  als  gültig 
erweisen.     Es  ist  nämlich  nach  §.  85  (9) 

2'^=r(x  +  at)+f{x~at)  +  ]^F{x  +  at)-yF{x-at) 

'i'^  =  af^x  +  at)-«f(x-at)  +  F{x  +  at)  +  F(x-at). 

Wenn  also  die  Functionen /' (a;)  und  F{x)  bei  x=  ^  eine 
Unstetigkeit  haben,  so  gehen  auch  nach  diesen  Formeln,  wenn 
t  von  0  an  wächst,  von  diesem  Punkte  aus  je  eine  Unstetigkeit 
von  drijdx  und  Sij/8f  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  vorwärts 
und  nach  rückwärts,  und  wenn  af'{x)  -\~  F{x)  bei  |  stetig  ist, 
verschwindet  die  rückwärts  laufende,  und  wenn  —  af  (x)-\-F{x) 
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stetig   ist,    die   vorwärts   laufende   Unstetig keit.     Beachtet  man 
noch,  dass  der  Ausdruck 


a/'(x  +  aO  +  ^(^  +  «0 


für  ein  feststehendes  i,  bei  x  =  ^  -{-  at  stetig  ist,  so  erkennt 
man,  dass  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  von  der  bereits  nach 
vorwärts  gewanderten  Unstetigkeit  nicht  abermals  eine  ünstetig- 
keit  nach  rückwärts  läuft.  Dies  würde  nur  dann  der  Fall  sein, 
wenn  ^  -\-  at  =  ^i  die  Abscisse  einer  zweiten  L'nstetigkeitsstelle 
von  /'  {x)  und  F{x)  wäre.  Es  würden  dann  die  von  g  und  ^i 
auslaufenden  ünstetigkeitswellen  einfach  über  einander  hinweg 
laufen, 

§.89. 
Beispiel. 

Wir  können  in  manchen  Fällen  die  Bewegung  der  Saite 
ohne  die  allgemeine  Theorie,  mit  Benutzung  der  ßedingnngeii, 
die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Bewegung  der  Unatetigkeiten 
aufgestellt  sind,  bestimmen.  Dies  soll  das  folgende  Beispiel 
zeigen.  Dazu  bemerke  man  zunächst,  dass  die  Hauptgleichung 
[§.  83  (13)]  identisch  befriedigt  ist,  wenn  ij  sowohl  in  Bezug  auf 
X  als  in  Bezug  auf  t  linear  ist.  Es  besteht  dann  die  Gestalt 
der  Saite  in  jedem  Äugenblicke  aus  geradlinigen  Strecken.  Wir 
Fig.  29- 


wollen    den    Fall   betrachten,  dass   sich  die  Saite  nur  in    zwei 
solche  Strecken  theilt  und  also  die  beistehende  Gestalt  hat  (Fig.  29). 
Da  wir  den  Anfangspunkt   der  Zeit  beliebig  wählen  können, 
so  setzen  wir 

i?i  =  aix{i-~t,), 
*•  ■'  »ja  =  »a(?  ~x)t, 

worin  Ui,  a^  zwei  Constanten  sind,  und  wodurch  der  Bedingung 
genügt  ist,  dass  die  Saite  in  den  Punkten  «  ^=  0  und  x  =  l  fest 
sein  soll.    Wir  berechnen  die  Abscisse  |  des  Schnittpunktes  jc,  von 
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Elfte, 


dem  wir  annehmen,  dass  er  mit  der  constanten  Geschwindig- 
keit a  nach  vorwärts  wandern  soll.  Wir  erhalten  |  aua  der 
Gleichung: 

a^it  -  k)  =  o,i{l  —  m, 
und  da  |   eine   ganze  lineare   Function  von  t  sein   muss,   so  er- 
giebt  sich 


i-- 


Constante  ist.     Es  folgt  dann 

It 

k  ' 

also  l  =  ati-i  und  aus  (1)  folgt  nun 
(2)  ijj  =  K  (J  —  at)  3!,    7i,^  =  a(l  —  x)  at, 

und  wenn  wir  tj,  ::=  tj,  =  tj,  a;  =  |  setzen 


(3) 

,  =  «(!- «OS     =«(!- 

-et 

Es 

ergiebt  sich  aber  aus  (2) 

W 

ll  =  «^-«')'     II-- 

—   KC(( 

(5) 

8t    ^               '             81    ^ 

««(!- 

also,  w« 

*nn  man  x  =  ^  =  ai  setzt, 

81:    ^    8t                8.1;   ^   8t, 

«i(!- 

2J), 

entsprechend  der  Bedingung  §.  88  (1)  oder  (2). 

Für  f  ^i^  0  hat  die  Saite  die  Gleichgewichtslage  und  besteht 
nur  aus  der  Strecke  ij^.  Die  Geschwindigkeit  wird  dann  durch 
die  Formel  (5)  bestimmt;  sie  ist  positiv  und  hei  ic  =  0  unstetig. 
Während  nun  at  von  0  bis  l  geht,  läuft  der  Punkt  x  mit  der 
in  der  a:-Richtung  constanten  Geschwindigkeit  a  von  0  bis  l  und 
X  beschreibt  einen  Parabelbogen  [nach  (3)].  Für  at  =  l  ist  die 
Saite  wieder  geradlinig.  Die  Geschwindigkeit  ist  durch  die  erste 
Formel  (5)  bestimmt.  Sie  ist  negativ  und  bei  a;  =  f  unstetig ; 
von  nun  an  geht  der  Endpunkt  wieder  zurück,  ist  aber  nach 
unten  gekehrt. 

Betrachten  wir  noch  die  Bewegung  eines  einzelnen  Punktes 
mit  der  Abscisse  x  als  Function  der  Zeit,  so  ergiebt  sich,  dass  dieser 
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Punkt,  BO  lange  er  der  Linie  ij^  angehoit,  aUo  wilirend  at  von 
0  bis  X  geht,  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  die  Höhe 
steigt,  Ton  da  an  aber,  während  at  von  i  bis  I  geht,  wieder 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bis  zur  Gleichgi 
Fig.  30. 


hinabsteigt. 


Von   hier  an   wiederholt  sich   das   Spiel  nach   der 
L  Seite.    In  der  Figur  30  ist  tj   als  Function  von 
at  dargestellt  für  ein  x,  das  kleiner  ist  als  ^l. 

Nach  Helmholtz^)  bewegt  sich  nahezu  nach  diesem  Ge- 
setze die  Yiolinsaite.  Der  Bogen  ertheilt  dem  Punkte,  in  dem 
die  Saite  gestrichen  wird,  eine  der  Fig.  30  entsprechende  Bewegung. 

')  Die  Lehre  von  der  Tonempfindung,  2.  Auflage,  Brauns ctweig  1865. 
Wissen  sei  aftl.  Abhandlungen,  Bd.  1,  Leipzig  1881.  Vergl.  auch  Harnack, 
Mathem.  Annalen,  Bd.  29,  S,  486  (1887). 


y  Google 


Zwölfter  Abschnitt, 
Die  Riemann'sche  Integrationsmethod 


§-  90. 


Allgemeine  Integration  der  Differentialgleichung 
der  schwingenden  Saite. 

Wir  wollen  das  Problem  der  schwingenden  Saite  noch  nach 
einer  anderen  Methode  behandeln,  die  uns  die  Lösung  unter 
noch  allgemeineren  Voraussetzungen  gehen  wird,  und  die  zugleich 
Aufschluss  gieht  über  die  Grenzbedingungen,  die  zur  vollständigen 
Bestimmung  der  Ijösung  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Riemann  hat  diese  Methode  zuerst  auf  ein  allgemeineres 
Problem  angewandt,  wie  wir  später  noch  sehen  werden  i). 

Wir  betrachten  die  Differentialgleichung  §.  Q'd  (13) 

2!l  _  „.  81a  ^  0 

lind  setzen  darin  zur  Vereinfachnng 
(1)  ot  =  j/, 

so  dass  die  Differentialgleichung  die  Form  annimmt; 

Zur  Veranschaulichung  wollen  wir  nun  x,  y  als  recht- 
winkelige Coordinaten  in  einer  Ebene  deuten.    Dem  Anfangswerth 

')  Ueber  die  Foi'tpflanaiuig  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 
weite. Eiemann's  gesaminelte  Werke,  2,  Aufl.,  S.  171.  (Letzter  Abschnitt 
diesem  Werkes.) 
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t  =  0   oder  y  ^=  0  entspricht  dann   die   x-kxe,  den  Enden   der 
Saite  X  =  0   und  x  =  l   entapreclieii  zwei   zur  y-Axa  parallele 


iiC8^-w)''^'"'=i<™'  +  ^'* 


Wir  wenden  nun  in  dieser  Ebene  das  Gause'sche  Theorem 
in  der  Form  an  [Bd.  I,  g.  39,  (9)]: 
(4,  ...i'r       8!7X 


worin  sich  das  Doppelintegral  über  ein  Fläcbenstück  S  erstreckt, 
iE  dem  Z7,  Y  stetige  Functionen  des  Ortes  sind,  und  das  einfache 
Integral  auf  die  Begrenzung  dieses 
Flächen  stück  es,  was  im  positiven 
Sinne  zu  umkreisen  ist. 
Darin  nehmen  wir 


Fig.  31. 


'dy' 


und  setzen  also  diese  beiden  Diffe- 
rentialquotienten  als   stetig  voraus. 
Dann  folgt  aus  (4)  und  (2) 
01? 


<^)  II 


dy-l'. 


--  0. 


Jetzt  wollen  wir  das  Flächenstück  S  folgendei 
nehmen.  Wir  ziehen  von  einem  beliebigen  Punkt  p,  der  die 
Coordinaten  x,,  j/i  haben  mag,  für  den  die  Function  ?;  bestimmt 
werden  soll,  die  beiden  gegen  die  Coordiuatenaxen  unter  45"  ge- 
neigten Geraden 

(6)  cc  —  y  ^x^  —  yi,    X  -\-y  =  Xi-\-  y,, 

und  begrenzen  das  Grebiet  S  durch  diese  beiden  Linien,  und 
eine  einstweilen  noch  unbestimmte  Curye  c,  die  diese  Geraden  in 
«,  ß  treffen  soll,  wie  die  Figur  31  zeigt. 

Es  ist  dann  dx  =  cly  an  («,  p)  und  äx  =  —  dy  an  (ß,  p). 
Folglich 


m 


dy  - 


^)-~\(li 


dx  +  - 


,)  = 


-np+Vih 


ä  folgt  also  aus  (5): 

osHU-WebBr,   Partielle  Diffc 
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worin  das  Integral  von  a  bia  ß  über  die  Curve  c  genommen  ist. 
Hieraus  ist  zu  sehen,  dass  die  Functäon  ^  in  dem  Punkte  p 
bis  auf  eine  additive  Constante  eindeutig  bestimmt 
ist,  wenn  längs  der  Curve  c  zwischen  w  und  ß  die  Differential- 
quotienten  drj/dx  und  dtj/dy  gegeben  sind.     Denn  dann  ist 

an  der  Curve  c  gleichfalls  gegeben,  wenn  der  Werth  von  t/  ausser- 
dena  noch  in  einem  Punkte  dieser  Curve  gegeben  ist.  Man  kann 
auch  längs  der  Curve  c  die  Function  ^  selbst  nebst  ihrem  nach 
der  Normale  genommenen  Dift'erentialquotienten  gegeben  an- 
nehmen. Der  Werth  von  ij  im  Punkte  p  hängt  hiernach  nur 
von  dem  Theile  der  Curve  ab,  der  zwischen  «  und  ß 
verläuft. 

Um  aber  die  Frage  zu  beantworten,  in  wie  weit  der  ge- 
fundene Ausdruck  für  7ip  den  Bedingungen  für  diese  Function  wirk- 
lich genügt,  setzen  wir  den  Ausdruck  (7)  nach  (8)  in  die  Form: 

oder: 

(») »'- = 1(S  -  VS)  (^^"^'"  +  ((H+Il)  (''^ +^'"- 

worin  die  Integrale  so  zu  verstehen  sind,  dass  sie  von  einem  be- 
liebigen unteren  Grenzpunkte  aus  längs  der  Curve  c  bis  zu  dem 
Punkte  «  oder  ß  zu  führen  sind. 

Lassen  wir  nun  p  variiren,  also  x^^  y^  um  äXi,  dy^  wachsen, 
so  bleibt  K  nach  (6)  ungeändert,  wenn  Xj  —  y^  ungeändert  bleibt, 
und  ß,  wenn  Xi  -\-  y,  ungeändert  bleibt,  und  es  ist 
(10)    dxa  —  dya  =  dxi  —  dj/i,     dXß  +  dyß  =  dxi  -\-  dy^, 
also  durch  Differentiation  von  (9) 
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§.  90.  Kiemann'sclie  lutegrationamethode. 

(11)  2.,,  =  (||-||)^(,!..-d„) 

Setzen  wir  längs  der  Curve  c 

(12) 

und  bezeichnen  mit  9)i(«),  9>2(«)  die  Wertlie  dieser  Functionen 
in  einem  Punlite  k,  so  ist  nach  (11) 

2  Ij  =  -  Vi«  +  n{«)  +  i>t(fi)  +  9>,(«. 

Durch  (9)  ist  t/j,  in  zwei  Bestandtlieile  t;^,  ij^  zerlegt,  wenn  wir 
setzen,  und  für  diese  ergiebt  sich  wie  in  (13); 

.|i=    ,.(„)_„.,„.  ,?< 

■  9j/i  ' 
und  folglich 

Ö_% 8^  Stjp  drj^ 

und  daraus  folgt,  dass  die  Differentialgleichung  (2)  durch  ijj  und 
durch  tjp,  also  auch  durch  rjp  =  T/'p  -\-  ijj,'  befriedigt  ist,  wenn  x,  y 
durch  all,  y^  ersetzt  wird. 

In  Bezug  auf  die  Grenzbedingungen  haben  wir  aber  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wir  nehmen  ein  Stück  a,  h  der  Curve  c,  das  von  keiner 
unter  4^^»"  gegen  die  Coordinatenaxen  geneigten  Geraden  in  mehr 
als  einem  Punkte  geschnitten  wird  (Fig.  31).  Wenn  wir  dann 
den  Punkt  p  nach  «  rücken  lassen,  so  rückt  j3  zugleich  nach 
M  und  die  Gleichungen  (13)  ergeben 

l^\   =  ^^(„),       ßV)   =  y,(„), 
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und  Entsprechendes  gilt,  wenn  wir  p  nach  (5  rücken  lassen.  In 
diesem  Falle  also  können  die  Differentialquotienten  von  ij  an  der 
Curve  ab  beliebig  gegeben  sein. 

2.  Anders  liegen  die  Verhältnisse  abor,  wenn  eine  unter  45" 
gegen  die  Axen  geneigte  Linie    etwa  eine  Linie  x  -\-  y  =  const. 
die  Curve  zv^eimal  schneidet.     Dann  wird,  wenn  p  nach  w  rückt, 
Fig.  32.  Fig.  33. 


ß  nicht  nach  k,  sondern  nach  einem  anderen  durch  «  bestimmten 
Punkt  a'  rücken  (Fig.  32),  und  wenn  dann  die  Differentialquotienten 
von  Tjp  im  Punkte  k  in  tp-iia,)  und  faC«)  übergehen  sollen,  so 
musa  zwischen  diesen  beiden  Functionen  nach  (13)  die  Relation 
bestehen : 

(14)  <p,  («)  +  y,  («)  =  T,  M  +  <P.  («'). 

diese  beiden  Functioiioii  sind  also  nicht  mehr  längs  der 
ganzen  Curve  willkürlicli. 

Ebenso  ergiebt  sich ,  wenn  eine  Linie  x  —  j/  =  const.  die 
Curve  c  in  zwei  Punkten  ß,  ß'  achneidet,  für  zwei  solche  Punkte 
aus  (13)  die  Bedingung: 

(15)  <p,(,3)  -  q>,(ß)  =  >pjß')  -  92{ß")- 

Wir  erhalten  hiernach  auf  der  Curve,  längs  deren  die  Diffe- 
rentialquotienten von  jj  gegeben  sind,  gewisse  kritische  Punkte 
a,  6,  die,  wenn  die  Curve  stetig  gekrümmt  ist,  dadurch  bestimmt 
sind,  dass  die  Tangenten  dort  einen  Winkel  von  45"  mit  der 
«-Axe  einschliesaen  (Fig.  33).  Längs  ab  können  dann  die  Diffe- 
rentialquotienten von  ij  beliebig  vorgeschrieben  sein  und  dadurch 
ist  die  Function  »j  in  dem  ganzen  Dreieck  abg  (sogar  in  dem 
Rechteck  gag'b)  eindeutig  bestimmt.  Ueber  a  und  b  hinaus 
fiiud  die  Differentialquotienten  von  ■y\  nicht  mehr  willkürlich,  son- 
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dern  an  die  Relationen  (14),  (15)  gebunden  (wenigstens  wenn  in 
ag  und  hg  die  Differentialquotienten  von  ij  stetig  bleiben  sollen). 

Die  kritischen  Punkte  können  auch  Ecken  in  der  Curve  c 
sein,  wie  wir  nachher  an  einem  Beispiele  sehen  werden. 

Die  Relationen  (14),  (15)  ergeben  sich  nach  der  Bedeutung 
(12)  der  Functionen  (p  anch  einfach  aus  der  d' Alembert'schen 
Form  des  Integrales  tj,  nach  der  ij  die  Summe  einer  Function 
von  x-\-y  und  einer  Function  von  x~y  ist.    Setzen  wir  hiemach 

so  wird 


dy 


+  U,  =  -'n''  +  y) 


eine  Function  von  x  -\-  y  allein,  und  kann  also  in  den  beiden 
Punkten  a,  w',  in  denen  x  -\-  y  denselben  Werth  hat,  keine  ver- 
schiedenen Werthe  haben.  Dies  besagt  die  Relation  (14),  und 
ebenso  wird  (15)  abgeleitet. 

Die  Form  der  Grenzbedingungen,  die  hier  vorausgesetzt  ist, 
würde  auf  solche  Probleme  anwendbar  sein,  bei  denen  vorge- 
schriebene Werthe  von  Stj/Sck,  dti/dy  nicht  in  einem  Augenblick 
über  die  ganze  Saite  gegeben  wären,  sondern  nach  einem  ge- 
gebenen Gesetze  mit  der  Zeit  über  die  Saite  dahin  wanderten; 
dieses  Gesetz  findet  dann  eben  in  der  Curve  c  seine  geometrische 
Darstellung. 

Darauf  lässt  sich  auch  ein  praktisch  wichtiges  Problem  zurück- 
führen, was  in  jüngster  Zeit  von  Wirtinger  angeregt  und  von 
Eadakovic  gelöst  ist»). 

Es  handelt  sich  dabei  um  die  Bewegung  einer  Saite  unter 
dem  Einüuss  einer  Krait  von  gegebener  (auch  mit  der  Zeit  ver- 
änderlicher) Stärke,  deren  Angriffspunkt  nach  einem  gegebenen 
Gesetze  über  die  Saite  wandert. 

Es  sind  dies  Verhältnisse,  wie  sie,  in  grossem  Maassstabe, 
etwa  bei  einer  Eisenbahnbrncke  bestehen,  während  ein  Zug 
darüber  iahrt. 

Wir  können  uns  den  Vorgang  so  vorstellen,  dass  im  Augen- 
blick t  an  der  Stelle  x  =^  ^  eine  Stosskraft  (iP  auf  ein  Mi 


^)  Radakovid:  „lieber  die  Bewegung  einer  Saite  unter  der  Ein- 
wirkuftg  einer  Kraft  mit  wanderndem  Angrifepunkt".  SitzungsbericMe  der 
Wiener  Akademie,  108,  Band,  S.  577  (1899). 
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element  (t  der  Saite  ausgeübt  wird,  worin  |  und  P  gegebene 
Functionen  der  Zeit  sind.  Dieser  Stoss  wird  eine  plötzliche  Ge- 
schwind igkeits  ander  ung  von  JA  hervorrufen,  die  gleich  P  ist. 


Die  Abhängigkeit  zwischen  ^  und  (  oder  zwischeu  |  und  y 
wird  in  unserer  a;y-Ebene  durch  eineCurve  c'  dargestellt  (Fig.  34), 
und  an  dieser  Curve  besteht  mit  Rücksicht  auf  (1)  die  Bedingv\ng 

(16)  (|2)    -ß^)    =^, 

^    '  \dyJ+       \dyJ-       «' 

während  i;  selbst  an  dieser  Linie  stetig   sein   muss.     Folglich  ist 
auch 

Ol}    I    d^dt] 

dy~^  dydx 
an  c'  stetig,  und  daraus  ergiebt  sieb 

Die  Differentialquotienten  gij/ga:,  drijdy  haben  also  an  der 
Curve  c'  vorgeschriebene  Unsfcetigkeiten : 

(''t\  fll\ 


\dxU        VnxJ- 


Man  muss  dann  bei  Anwendung  des  Gauss'schen  Satzes 
auf  die  Fläche  S  beide  Ufer  der  Curve  c'  zur  Begrenzung  rechnen, 
und  erhält  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (7)  ein  Zusatzglied -. 


-^(Xdy+Ydx), 
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wobei  aber  nur  über  den  Theil  der  Curve  c'  zu  integriren  ist, 
der  innerhalb  S  liegt,  Specielle  Beispiele  dieses  Problems  sind 
in  der  erwähnten  Arbeit  von  Radakovic  enthalten. 


tirzwunge 


§■  91. 
le  Schw 


Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Me- 
thode lässt  sich  das  Problem  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen einer  Saite  behandeln.  Wir  verstehen  darunter  die 
Bewegung  einer  gespannten  Saite,  bei  der  die  Enden  eine  vorge- 
schriebene Bewegung  haben,  während  zugleich  irgend  ein 
Änfangszustand  gegeben  ist. 

Ein  specieller  Fall  ist  es  dann,  dass  das  eine  oder  auch  alle 
beide  Enden   fest  sind.     Eine    solche  Bewegung   ist  realisirbar, 


Fig.  35. 


wenn  etwa  die  Enden  mit  Stimmgabeln  ver- 
bunden sind,  die  eine  bekannte  Bewegung 
haben. 

Die  Curve   c,   die   wir  im  vorigen  Para- 
graphen benutzt  haben,   setzt  sich  jetzt   aus 
drei  geradlinigen  Zügen  zusammen,  von  denen 
der  eine  ein  Stück  der  a;-Axe  von  der  Länge 
der   Saite,   die   wir   hier    zur   Längeneinheit 
nehmen  wollen,  ist,  während  die  beiden  an- 
deren der  «y-Äxe  parallel  nach  der  Seite  der 
positiven  y  ins  Unendhche  verlaufen.  Die  kriti- 
schen Punkte  sind  dann  die  beiden  Ecken  a,  b 
(Fig.  35).     Das  Gebiet,  in  dem  die  Function  »j  gesucht  wird,  ist 
der  in  der  Richtung  nach  A,  B  unbegrenzte  rechteckige  Streifen 
{abAB).    Die  ürenzbedingungen  seien  die  folgenden: 
(1)       für  y  = 


"  «      ß  ß'  h 


(2) 


(3) 


0  <«  <  1: 

>' 
)  = 
>  I 

1  ^ 

Hierin  müssen 


für  X  =  <1 

,     !/  >  0: 

für  a:  =  1 

=  Fix); 


=  »(!/); 


=  9'(9> 


'(H),  *'&) 
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stetige  Functionen  der  Argumente  sein  und  wegen  der  Stetigkeit 
in  den  Ecken  muss 

,p(0)=/(0),     a.(o)=/(o),    y(0)  =/'(!); 

'•>  *(0)=/(l),      v'(p)  =  F(0),      *'{0)=I'(1) 

sein.  Ferner  ist  dabei  zu  bemerken,  dass /(ai)  tind  F(x)  nur 
für  die  Argumentwerthe  zwischen  0  und  1,  fp{y),  il'{y)  nur  für 
positive  Argumentwerthe  gegeben  sind,  und  daas  ^(f/),  ^f^(y) 
durch  die  übrigen  Functionen  [nach  §.  90  (14),  (15)]  bestimmt 
sind,  worauf  wir  nachher  zurückkommen. 
Wenn  wir  nach  der  Formel  §.  90  (7): 

(6)  2,,  =  „+„  +  |'(||.,  +  |2,,) 

die  Function  tj  bestimmen  wollen,  haben  wir,  wie  die  Fig.  36 
zeigt,  vier  Theilgebiete  I,  II,  III,  IV  zu  unterscheiden.  Bezeichnen 
wir  j  etzt  die  Coordinaten  des  Punktes  p  (oderp',  p",  p"')  mit  x,  y,  so 
haben  in  dem  Gebiete  I  die  Punkte  a,  ß  die  Coordinaten  x  —  y^ 
X  -^  y,  und  ähnlich  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  «',  ß'\ 
a",  ß";  «'",  ß'"  für  die  drei  anderen  Gebiete  bestimmt.  Dann 
ergiebt  die  Formel  (5),  wenn  wir  die  Integrationsvariable  mit  w 
bezeichnen: 

(6)  t/  <:  a;,     y  +  a;  <  1 : 

2t)  =f{x  —  y)  -\-f{x  -\-  y)  -{-  {F{d)da  (im  Gebiet  I); 

(7)  !/>x,    y +  »:<  1: 

2n  =  9(:y  -  ^)  -^/(ti  +  ^)  -  j^-C^j^«  +  Jf(«)^« 

(im  Gebiet  II); 
{S)      y<x,    y-^x-:>\: 

in  =J(x  -  ^)  +  ^(^  +  2/  _  1)  +  jl<X«)(i«  +  ^W{a)da 

(im  Gebiet  III); 
(9)      J/ >  ^,     y  +  3!  >  1 : 

2^  =  y(i/-:.)+^(^+|/-l)-|^(«)c;«  +  |^(«)<?«+|5^(«)<;« 

(im  Gebiet  IV). 
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Es  bleibt  noch  übrig,  die  Functionen  <&()/),  W(^)  nacli  §.  90 
Nach  §.  90  (12)  ist  darin  zu  setzen; 
(pa  =  F(x)    an  der  Strecke  (a5), 
<Pt  =  9  (S)      .      j  „        («^). 

ip,  =  *'(!/)      „      „  „        (6B), 

w',  ß,  ß'   bezeichneten   Piinlite  haben   die 


!/,  0; 


(14),  (15)  zu  l 

Ti  =  /'  (*). 

?■■  =  '"(,), 
und   die    dort   mit   w. 
Coordinaten 

0,  jy; 
wenn  j;  •<  1  ist,  und 

wenn  !/  >  1  ist.     Wir  erhalten  dsiher: 

»W  =-F(!/)+/'(S)-5>'W 
'-fW  =  -  F(l  -  s)  +/■(!  -  s)  +  *'(!/)  I 
<t(y)  =  >P(!,  -  1)  +  ♦'(>,-  1)  -  v'(ij)  \ 
ns)  =  «(9  -  1)  -  ¥'(!;  -  1)  +  *'(</)  I 
Für  1/  =  1  ergeben  beide  Ausdrücke  nach  (4)  für  $(1)  und 
9*'(1)   denselben   Werth,  und   es   sind  also    durch   (9)   und   (10) 


-i/,  0, 


0,  y- 


(10) 
(11) 


h/<  1, 


y  >  1- 


Fig.  ] 


0{y)  und   ^(y)  als   stetige  Functione 
für  beliebige  Ärgumentwerthe  bestimmt. 

Zur  Vereinfachung  wollen  wir  bei  der 
weiteren  Discussion  dieser  Resultate  die  An- 
nahme machen,  dass  ij;  (j;)  =  0  ist.  Dies  ent- 
spricht dem  Falle  der  schwingenden  Saite,  in 
dem  das  eine  Ende,  3;  r=  1,  fest  ist,  wäh- 
rend das  andere  Ende  x  ^^  0  in  einer  ge- 
gebenen Bewegung  begriffen  ist. 

Dazu  kommt   ein  beliebiger,  an  die  Be- 
dingungen (4)  gebundener  Anfangszustand 
[F(l)  =  0,/(1)  =  0]. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  (10); 
»(</)=        J'W +/'&)-')'■(!/)> 

und  wenn  man  in  den  Gleichungen  (11)  hiervon  Gebrauch  macht: 
,,,,  «W  =  -  r(2-9)  +/(2-!,)  -  v'is), 


(12) 


!/<  1, 


f  M  = 


J^(!/ -  1) +/' (S -1)- 2  <P' (!)-!). 


l<!/<2. 
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Hierdurch  sind  die  Functionen  0(y)  und  'l^(y)  in  dem  Inter- 
vall 0  <;«/<;  2  bestimmt. 

Ist  i;  >.  2,   so   wenden   wir   die   Formeln  (11)   an,   und   er- 
halten 

»(!/)=  'f(!/-l) -?>'(!/). 
«'(9-1)  =  lt(s-2)-v'(!/-2), 
also  durch  Addition  dieser  beiden  Formeln: 

(14)  a>(l,)  =  'I>(!/-2)-?.'(s)-  ?.'{!/-2), 
und  ebenso  aus  (11) 

>t'(!l)  =<I>(!/-l)-.p'(i,-l), 

*(»-!)  =  V&  -  2)  -  y' (9  -  1), 
woraus  wieder  durch  Addition: 

(15)  sr(,)  =  .F(!,  -  2)  -  2  ip'  (S  -  !)• 
Daraus  ergiebt  sich  dann  für  jedes  positive  y 

0(t}  +  2)  =  0{y)  -  <p'(s)  —  <p-{y  +  2), 

0{y  +  4)  =  *(j/  +  2)  -  cp'(y  +  2)  -  <p'(y  +  4), 


und  folglich  für  ein  beliebiges  ganzzahligea  n 

(16)  0(i/  +  2«)  =.  'Piy)  -  cp'iy)  ~2cp'(v  +  2) 

—  2  ^'  ()/  4-  2  n  —  2)  —  -p'  ()/  -j-  2  n), 
und  auf  demselben  Wege 

(17)  'F(j  +  2  »)  =  ^(J)  -  2  y'(!/  +  1)  -  2  ,p'(s;  +  3) 

-2<p-(!,  +  2»-l). 
Wir  wollen  als  Beispiel  die  Annahme  machen  <p' (y)  =  e"''-^, 
worin  X  eine  relle  Zahl  ist.    Um  za  reellen  Resultaten  zu  kommen, 
haben  wir  in  den  Endformeln  den  reellen  Theil  und  den  imagi- 
nären Theil  für  sich  zu  betrachten. 
Es  ist  dann 
9)'(y)  +  29.'(j/+2)  +  -.-2cp'(i/  +  25i-2)-f  q)'(;/+  2«) 
=  6-'-^(l  +  2e^-'>-  +  2e*-"  4-  .-  +  2e'="-^>-^-  +  e^""") 

oder  wenn  1  eine  ganze  Zahl  ist: 
und  ebenso 
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2ip'{y  +  1)  H-  2^-{y  -^~  3)  +  -■■  +  2<p'{y  +  2«  -  1) 

Wenn  also  X  nicht  eine  ganze  Zahl  ist,  so  bleiben  die  Ausdrücke 
(16)  und  (17)  mit  wachsendem  n  in  endlichen  Grenzen  einge- 
schlossen. Ist  aber  k  eine  ganze  Zahl,  so  wachsen  diese  Aus- 
drücke unter  fortwährendem  Schwanken  zwischen  unaufhörlich 
wachsenden  ürrenzen  und  diese  Eigenschaften  der  Bewegung  über- 
tragen sich  auch  auf  den  Ausdruck  (9)  für  jj. 

Wir  haben  früher  gesehen  (§.  84),  dass  die  Schwiogungs- 
dauer  des  Grundtons  unserer  Saite  (von  der  Länge  1  und  mit 
dem  Werthe  a  =  1)  bei  festgehaltenen  Enden  gleich  2  ist,  und 
dass  die  Schwingungsdauer  des  n^'"^  harmonischen  Obertones 
gleich  2/n  ist  Bei  der  Annahme,  die  wir  hier  gemacht  haben, 
ist  2/A  die  Schwingungsdauer  der  gezwungenen  Bewegung  des 
Anfangspunktes  unserer  Saite,  und  es  folgt  also  daraus,  dass  die 
Schwingungsamplituden  der  Saite  in  endlichen  Grenzen  einge- 
schlossen bleiben,  wenn  die  Scbwingungadauer  des  Endes  nicht 
mit  der  Schwingungsdauer  eines  der  harmonischen  Obertöne  über- 
einstimmt. Fällt  aber  die  Schwingungsdauer  des  Endpunktes  mit 
der"  Schwingungsdauer  eines  der  Obertönc  zusammen,  so  wachsen 
die  Amplituden  unaufhörlich.  Hat  also  der  eine  Endpunkt  der 
Saite  eine  Bewegung,  die  zum  Grundton  der  Saite  harmonisch 
ist,  so  wird  die  Saite  in  kräftige  Mitscbwingung  versetzt.  Selbst- 
verständlich gelten  aber  unsere  Formeln  nur  so  lange,  als  die 
allgemeine  Grundlage  der  Theorie,  die  auf  der  Annahme  unend- 
lich kleiner  Bewegungen  beruht,  noch  zulässig  ist. 


§.92. 

Fortschreiten   einer   Erschütterung  des   Endpunktes 
der  Saite. 

Diese  Betrachtungen  sind  geeignet,  ein  Paradoxon  aufzu- 
klären, was  sich  in  dem  Problem  der  schwingenden  Saite  zeigt 
und  darin  besteht,  dass  sieb  die  beiden  Variablen  x,  y,  obwohl 
sie  in  der  Differentialgleichung  [§.  90  (2)]  ganz  gleichartig  vor- 
kommen, in  Bezug  auf  die  Grenzbedingungen  ganz  verschieden 
verhalten. 
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Nehmen  wir  z,  B.  eine  einseitig  unbegrenzte  Saite  an,  die 
an  ihrem  Ende  x  =  0  einen  für  alle  Zeiten  gegebenen  Be- 
wegungszustand hat,  ao  dass 

(1)      ,=/(!/),     H  =  -!■'(»).     für  a^  =  0,    -«<!,<  +  ", 

SO  können  wir,  wenn/(i/),  F(y)  für  alle  Werthe  Yon  j/  belcannt 
sind,  ebenso  integriren,  als  ob  bei  einer  ganz  unbegrenzten  Saite 
der  Anfangszii stand  gegeben  wäre,  und  wir  erhalten 


(2) 


2^=/(y-^)+/(y  +  a:)  + 


(F{a)da. 


Fig.  37. 


Da  es  nun  physikalisch  undenkbar  ist,  daaa  ein  später  ein- 
tretender Zustand  des  Endes  einen  Einfluas  auf  frühere  Zustände 
der  Saite  hat,  so  ist  dies  Resultat  bei  beliebigem  /  und  Z  nur 
dadurch  zu  verstehen,  dass  noch  ein  an-- 
derer  Einfluss  aus  dem  unendlichen  her 
wirlisani  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  F{y)  =  0  und 
/(!/)  nur  in  einem  Intervall  um  den  Null- 
punkt herum  von  Null  verschieden  an, 
so  wird  t)  in  der  a;j/- Ebene  nur  in  zwei 
unter  45"  gegen  die  Axen  geneigten 
Streifen  von  Null  verschieden  sein.  Es 
wird  also  eine  Welle  längs  der  Saite  aus 
dem  Unendlichen  hereinlaufen  bis  an  das 
feste  Ende  und  von  da  ins  Unendliche 
zurückkehren. 

Durch  (2)  ist  tj  als  Summe  einer 
Function  von  x-\-y  und  einer  Function 
von  X—  y  dargestellt,  und  wenn  nun  jj  in  einem  Punkt  x,  y  un- 
abhängig sein  soll  von  den  Werthen  der  Functionen  /,  F,  wie  sie 
für  grössere  Werthe  von  y,  also  später  stattfinden,  ao  muBs 
der  Theil,  der  von  x  -\~  y  abhängt,  wegfallen,  es  muss  also 
F(y)  =  —  f  (y)  sein  und  in  Folge  dessen 

n  =f(y~  x)- 

Wenn  also  unter  den  sonstigen  Voraussetzungen  der  B'igur 
diese  Bedingung  noch  befriedigt  ist,  so  wird  der  in  der  Fig.  37 
nach  unten  laufende  Streifen  wegfallen,  und  es  wird  von  der  Zeit 
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der  Erschütterung  an  eine  Welle  längs   der  Saite  nach  vorwärts 
laufen. 


Einfache  harmonische  Schwingungen. 

Bereits  Lagrange  hat  die  allgemeine  Differentialgleichung 
der  analytischen  Mechanik  auf  unendlich  kleine  Oscillationen 
materieller  Punktsysterae  nnd  besonders  auf  das  Problem  der 
schwingenden  Saite  angewandt.  Auf  dieses  Hülfsmittel  hat  Lord 
Bayleigh  zurückgegriffen  und  daraus  eine  Integrationsmethode 
hergeleitet,  deren  Grundgedanken  wir  hier  kurz  darlegen  und 
auf  einige  einfache  Probleme  anwenden  wollen  i). 

Wir  betrachten  zunächst  ein  System,  dessen  Lage  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  einander  unabhängiger  veränderlicher  Grössen 
3i)  äa  -  ■  ■,  a«i  die  wir  seine  Coordinaten  nennen,  bestimmt  wird,  wie 
wir  es  in  §.  121  des  ersten  Bandes  erklärt  haben.  Dieses  System 
soll  unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  nicht  näher  bestimmter 
Kräfte  eine  stabile  Gleichgewichtslage  haben,  der  die 
Werthe  Null  der  Coordinaten  entsprechen.  Durch  eine,  anfäng- 
liche Störung  führe  dieses  System  nun  Schwingungen  um  diese 
Grleichgewichtslage  aus,  bei  denen  wir  voraussetzen,  dass  die 
Werthe  der  Coordinaten  g^,  g^,  ...,  g„  immer  unendlich  klein 
bleiben.  Nach  Bd.  I,  §.  121  hat  die  potentielle  Energie  V  dieses 
Systems  in  der  Gleichgewichtslage  einen  Minimumwerth,  den  wir 
gleich  Null  annehmen  können.  Wenn  wir  also  V  nach  Potenzen 
von  qi,  q^  ...,  5„  entwickelt  annehmen,  und  mit  den  Gliedern 
zweiter  Ordnung  abbrechen,  so  ist  V  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  g;,  die  nur  verschwindet,  wenn  die  sämmt- 
lichen  g,-  verschwinden,  und  ausserdem  nur  positive  Werthe  an- 
nimmt (eine  definite  positive  Form). 

Wir  setzen 
(1)  2r=-  ^Cj,>,q>,q^, 

worin   die   Coefficienten   Chk  Constanten    des   Systems    sind   und 
Cftt  =^  Cj^k  ist,     Bezeichnen  wir  mit  t  die  Zeit,  mit  ql  den  Ditfe- 


^)  Lagrange,  Meoanique  analylique,  Seooude  Partie,  Section  VI.  Sur 
les  oscillations  tres  petites  d'un  Systeme  quelconque  de  Corpe  (Paris 
1811).  —  Rayleigh,  Theory  of  Sound  (London  1894). 
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rentialquotienten  dqn/dt^   so   ist  auch  die  kinetische  Energie  T 
eine  definite  positive  Form  zweiten  Grades  der  Variablen 


(h,  q.^--- 


<U. 


oichnen : 


die  wii 

(2)  2T  =  ;2a,,3;ä;„ 

worin  die  a^-k  =^  aiih  gleichfalls  Conatanten  des  Systems  sind. 
Hieraus  erhält  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in 
der  Lagrange'schen  Form  Bd.  I,  §.  123: 

Wir  erhalten  also  in  (3)  ein  System  linearer  Differential- 
gleichungen mit  constanten  Coefficienten ,  das  nach  Bd.  I,  §,  59 
integrirt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  (3)  werden  nach  (1)  und  (2): 


(4) 


*3i 
'  dp  ' 


-  Cnäi  - 


-  c.iä,, 


'"»  äP 
&=  1,  2,  ... 


(5) 
worin 


und  von  diesem  System  suclien   wir   ein   particulares  Integral   in 
der  Form 

qh  =  AcoB(mf  —  k),        ili  =  1,  2,  ...  n, 
und  a  von  k  unahhängig  sein  sollen. 
Es  ergiebt  sich  dann  zur  Bestimmung  von  m,  A^^,  ...  Ä„  das 
System  von  Gleichungen 
(6)  Ai{an.jn^  —  Cn,)  -\-  _4a(«at«^  —  c^i,)  +  ■  ■  ■ 

-|-  Ä„{a„jcm<'—  c„^)  =  0, 
woraus  man  die  Gleichung  n'*""  Grades 


(7) 


1^-- 


a,„A- 


l2„A  ^  Cs„, 


flnnÜ.  - 


erhalt,   deren   n  Wurzeln  die   Grössen  X  :^  mj',  m^,  ...ml   sind. 
Für  jede  dieser  Wurzeln  erhalt  man  aus  (6)  die  Verhältnisse  der 

Wir  erhalten  so  aus  (5)  n  verschiedene,  einfache 
harmonisehe  Schwingungen,  aus  denen  sich  die  all- 
gemeine Bewegung  des  Systems  zusammensetzt. 
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Nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra^)  kann  man  durch 
eine  lineare  Substitution  zwei  ciuadratische  Formen  gleichzeitig 
so  transformiren,  daae  in  jeder  von  ihnen  nur  die  Quadrate  der 
Variablen  vorkommen.  Sind  die  Farmen  definit  und  positiv,  so 
haben  alle  diese  Quadrate  positive  Coefficienten,  die  man  für  die 
eine  der  beiden  Formen  noch  willkürlich,  etwa  gleich  1  annehmen 
kann. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Functionen  T  und  V  an, 
80  ergiebt  sich,  dass  man  an  Stelle  der  Coordinaten  ^j,  gj,  ...  g„ 
ein  anderes  System  von  Coordinaten  ßi,  ^a,  ...  Qn  einführen  kann, 
in  dem  die  Functionen  T  und  V  die  einfache  Form  annehmen : 

,„         2?=    «;•+    «H — h    «;■. 
^'         2F  =  «.,'e>  +  ».,'«H — i-»»äeä, 

und  darin  sind  die  twf,  »?»|  . . .  m?  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7), 
Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  Fund  T,  wie  wir  angenommen 
haben,  positive  definite  Formen  sind,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
alle  reell  und  positiv  sind,  und  dass  also  die  g^  nach  (5) 
periodische  Functionen  der  Zeit  sind.  Wenn  diese  Wurzeln  alle 
von  einander  verschieden  sind,  so  sind  die  Qj,  Q^,  ...  Q„  durch 
die  in  (8)  liegende  Forderung  als  lineare  Functionou  der  Variablen 
2n  32)  ■■■9«  eindeutig  bestimmt.  Es  können  aber  auch 
gleiche  Wurzeln  vorkommen,  und  dann  giebt  es  unendlich  viele 
Bestimmungs arten  dieser  linearen  Functionen, 

Die  Variablen  Q^,  Qo,  ...  heissen  nach  Rayleigh  normale 
Coordinaten  des  Systems,  Sie  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
daas  die  einfachen  harmonischen  Schwingungen  nur  je  eine  dieser 
Variablen  verändern.  Für  diese  Variablen  werden  die  Differential- 
gleichungen (3) 


(9)  öfr  =  Äu  cos  (nti,  t  —  Kft), 

worin  Ali  willlcürlich  ist. 


')  Vergi.   z.  B,  Hesse,   Analytischo    Geometrie  des   Raumea,   3.   Auil. 
Leipzig  1876,  S,  270,  498, 
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§■  94- 
Variirte  Systeme. 

Durch  das  Vorhergehende  ist  das  Problem  der  kleinen 
Schwingungen  eines  Systems  auf  die  Bestimmung  der  normalen 
Coordinaten ,  also  im  Wesentlichen  auf  die  Auflösung  einer 
(jleichuDg  «'""  Grades  zurückgeführt.  Dies  Resultat  lässt  sich 
nun  mit  Vortheü  atiwenden,  um  den  Einfluss  zu  bestimmen,  den 
kleine  Aenderungen  in  der  Verfassung  des  Systems  auf  den 
Schwingungs  vor  gang  haben. 

Um  dies  zu  zeigen,  gehen  wir  aus  von  einem  System  S, 
dessen  Lage  durch  die  normalen  Coordinaten  Qi,  bestimmt  ist, 
so  dass  also  die  Functionen  T  und  V  durch  die  Formeln  (8), 
§.  93  dargestellt  sind.  Daneben  betrachten  wir  ein  zweites  da- 
von nur  unendlich  wenig  verschiedenes  System  S',  in  dem  T 
und  V  die  allgem einen  Ausdrücke  §.  93  (1),  (2)  haben.  Wir 
nehmen  dann  die  Grössen 

«11  —  1,  «121  ■■■  «i.ii       (^11  —  «'n  C}2,  ■■■  Ci„, 

«ai.    «23    ~    ll   ■■■    «2h;  Cji,    C22    VlL   ■■■    Call, 


als  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  an,  deren  höhere 
Potenzen  und  Producta  gegen  die  niedrigeren  zu  vernachlässigen 
sind. 

Die   dem  System   S'   entsprechenden   harmonischen   Schwin- 
gungen seien  nach  §.  93,  (5) 

(1)  ^'J'  cos (pit  —  «1),    Äf  cos (fij t  —  «2)  ■  - ■  ^i"'  cos (it„ t  —  «„), 

so  dass  (*|^,  ft|,  ...  (1^  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  §.  93  sind 
und  sich  von  m^,  »«|,  ...  m^  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
unterscheiden.  Ebenso  sind  A'^^,  wenn  h  von  h  verschieden  ist, 
als  unendlich  kleine  Grossen  zu  betrachten. 

Die  Gleichungen  {6J,  §.  93  erbalten  die  Form 

(2)  Äf^  («1 ,  ftg  —  ci  0  +  ^f  («2 .  (^^  -  c. ,) 

-^-■■■  Äf(a,.^tLi  -c„,)  =  0, 
worin  h  und  fc  beide  von  Null  bis  n  gehen. 
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Nehmen  wir  zunächst  aus  den  Gleichungen  (2)  die  heraus, 
in  denen  h  =  Ji  ist,  so  sind  darin  nach  der  Voraussetzung  alle 
Glieder  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  mit  Ausnahme 
des  A*™ 

A^h^a^hd  —  Cfih). 
und  es  muss  also  auch  dieses  Glied,   d.  h,  (as/,fi^  ~  ciä)  unend- 
lich klein  in  der  zweiten  Ordnung  sein,  und  kann  mit  der  hier 
festgehaltenen  Annäherung  =  0  gesetzt  werden.     Es  ergiebt  sich 
hieraus 

ahh^l  —  ChH  =  a,,b{ml  —  (tg), 
und  da  j!i|  —  (il  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist, 
so  kann  auf  der  rechten  Seite  «^1,  durch  1  ersetzt  werden.    Man 
erhält  so 

(3)  mf,  —  fi/^  =  öfthmg  —  Csft, 

wodurch  die  Variation  der  Perioden  der  einzelnen  harmonischen 
Schwingungen  bestimmt  ist. 

Betrachten  wir  zweitens  eine  der  Gleichungen  (2),  in  der  h 
Yon  k  verschieden  ist,  so  bleiben  zwei  Glieder,  die  nicht  unend- 
hch  klein  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

und  wenn  man   deren  Summe  Null  setzt,   und,  was  erlauht  ist, 
fih,  %Ä,  Cfcfc  durch  m|,  1,  mf  ersetzt: 

^1,     _  CThft  ml  —  Chk  ^ 
^w  ~      ml  —  ml 


(4) 


Anwendung  auf  die  schwingende   Saite. 

Obwohl  diese  Betrachtungen  zunächst  nur  auf  solche  Systeme 
passen,  deren  Lage  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Variablen 
bestimmt  werden  kann,  so  werden  sie  von  Lord  Rayleigh  doch 
unbedenklich  auf  Systeme  angewendet,  in  denen  dies  nicht  der 
Fall  ist,  wie  z,  B.  auf  die  Schwingungen  eines  nicht  starren 
Körpers,  und  die  Resultate,  die  er  dadurch  gewinnt,  sind  sehr 
beachtenawerth ;  sie  sind  der  Beobachtung  zugänglich  und  stehen 
mit   der  Erfahrung  im   besten   Einklang.    Wir  wollen   hier   eine 
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Anwendung   auf  die   Transversaischwingungen    einer   gespanntem 
Saite  machen. 

Wir  nehmen  an,  daas  die  Schwingungen  in  einer  Ebene 
stattfinden,  und  bezeichnen  wie  im  §.  83  mit  »;  die  Ordinate 
eines  Punktes  mit  der  Absoisse  x,  so  dass  7/  eine  Function  von 
X  und  t  ist.  Die  Länge  der  Saite  ist  I,  die  Masse  eines  Ele- 
mentes der  Saite  ist  [§.  83  (10)] 

pdx 

^       gl 

oder  wenn  wir  p  =  QgJ  setzen,  so  dass  p^  das  Gewicht  und 
p  die  Masse  der  Ijängeneinheit  ist: 

(i  =  Qdx. 
Da  die  Geschwindigkeit  dieses  Elementes  8»j/8f  ist,  so  ergiebt  sich 
für  die  kinetische  Energie  der  ganzen  Saite  der  Ausdruck 

(1)  2T  =  |j(||p«, 

und  wir  wollen  auch  den  Fall  nicht  ausschliessen ,  dasa  q  eine 
Function  von  x,  die  Saite  also  inhomogen  ist. 

Um  auch  den  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  zu  bilden, 
bedenken  wir,  dass  auf  das  Saitenelement  dx  im  Zustande  der 
Elongation  »j  nach  §.  83  (8)  in  der  Richtung  der  jj-Äxe  die 
Kraft  wirkt 

Ppiäx, 
dx^ 

wenn  P  die  Spannung  der  Saite  bedeutet.  Die  Verschiebung 
des  Elementes  ist  i),  und  um  diese  Verschiebung  hervorzubringen, 
ist  also  eine  Arbeit  zu  leisten  von  der  Grösse 

2      dx^  ' 
(Der  Factor  \  rührt  daher,  dass  die   Verschiebung   gleichzeitig 
mit  der  Kraft  von  Null  an  bis  zu  ihrem  actuellen  Werthe  wächst, 
vergl.  Bd.  I,  §.  126,  4.)  und  hiernach  erhalten  wir  für  die  poten- 
tielle Energie  V  der  gespannten  Saite  die  Gleichung: 
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oder  wenn  mau  partielle  Integration  anwendet,  und  beachtet,  dass 
^  für  X  ■=  0  und  X  =  l  verschwindet: 


(2) 


27  = 


^10' 


Dieser  Ausdruck  ist  also  von  q  unabhängig. 

Wir  nehmen  nun  die  Function  ij  von  x,  die  für  a;  =  0  und 
X  z=  l  verschwindet,  in  eine  Sinuareihe  entwickelt  an.  Wir  be- 
zeichnen mit  p(j  eine  Conatante,  von  der  die  Function  p  längs 
der  ganzen  Saite  nur  unendlich  wenig  abweichen  soll,  und  setzen 


C.('. 


(S) 


und  für  den  Fall,  da( 
Länge  homogen  ist: 

(4)     ,= 


=  Po  ist,  die  Saite  also  in 


»;i(*" 


( 


-  Qj  sin  - 


T  +  - 


Die  Goefficienten  g^,  q^,  33  - . .  oder  ^1,  Q^,  Q^,  ...  sind  Func- 
tionen der  Zeit,  die  von  dem  Änfangszustande  abhängen.  Wir  be- 
trachten sie  als  die  Coordinaten  des  Systems,. das  von  unserer 
Saite  gebildet  ist. 

Die  Anzahl  der  Coordinaten  ist  hier  unendlich.  Wollte  man  die 
Eeihen  auf  eine  endliche  Zahl  von  Gliedern  beschränken,  so 
müsste  die  Saite  durch  ein  anders  eingerichtetes  mechanisches 
System  ersetzt  werden,  das  aber  mit  der  Saite  um  so  mehr 
Aehnlichkeit  haben  würde,  je  grösser  die  Anzahl  der  beibehaltenen 
Glieder  ist. 

Bilden  wir  zunächst  aus  (3)  die  kinetische  und  potentielle 
Energie 

so  ergiebt  sich  aus  (1)  und  (2) 


(5) 


<^}^k  =  —-J  \  Q  Sil 


h%x 


Iznx 


aJl 


dx, 


und  mit  Hülfe  der  Formeln: 
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-dx=^Oih^h),       { ('sin  ^— y  dx  =  II 
coa  — j—  cos  —. —  ax  =:  0  {h^K).        I  cos  -   ,1   ax  =  ^l, 

(7)  «„.  =  0  (i  a  t),     »„,  =  ^^ 

Pol. 
allgemein,  und  für  den  Fall  der  liomogerien  Saite  p  =  p^; 
(8)  öftii  =^0,    Ä  ^  fc,        aj,h  =  1. 

Für  den  Fall  der  homogenen  Saite  sind  also  die  Variablen 
^11  ^2'  $S'  ■■•  normale  Coordinaten  und  es  ergiebt  sich  aus 
(7)  nach  §.  93  (8),  wenn  Qt,gl  wieder  gleich  p  gesetzt  wird; 

w  -  =  /i  =  xl/f  =  "«l/ff 

in  üebereinstimmung  mit  §.  84.    Es  entspricht  fc  ^  1  dem  Grund- 
ton, die  höheren  h  den  harmonischen  Obertönen. 

Da  wir  q  — ^  po  als  eine  unendlich  kleine  Grosse  voraus- 
gesetzt haben,  so  können  wir  die  Formeln  des  §.  94  anwenden, 
und  erhalten  zunächst  für  die  variirte  Periode  fi-s  des  fc*™  Ober- 
tones nach  §.  94  (3),  da  hier  c^h  =  ml  ist: 

l>,l   =  ml  [l  -  (ay.H  -  1)], 
oder  nach  (5) 

(10)         pü  =  mü  [l  -  A  j  (p  _  (,,,  (,i-a  ^^J  da,] . 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dass  in  der  Mitte  der  sonst 
homogenen  Saite,  also  bei  x=^\l,  auf  einer  unendlich  kurzen 
Strecke  von  der  Länge  i.  ein  Uebergewicht  von  der  Grösse  po  ff  A 
vertheilt  sei,  so  ist  p  —  p^  überall  mit  Ausnahme  der  Strecke  X 
gleich  Null  und  in  dieser  Strecke  =  pg.  Das  in  (lOj  vorkom- 
mende Integral  reducirt  sich  also  auf  p,,  A  siu^  (i  ä  jc)  und  es  ist, 
wenn  Jh  eine  gerade  Zahl  ist,  (i|  ^=  m\,  und  es  tritt  also  keine 
Aenderung  in  der  Tonhöhe  der  geradzahligen  Obertöne  ein.  Ist 
aber  h  eine  ungerade  Zahl,  so  ergiebt  sich 


(11)  ,„.  =  „,ji(i_?i), 
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so    dass   also   alle   ungeradzahligen   Obertöiie    und   speciell    der 
Grundton  tiefer  werden.    Durch  Entwickelung  der  Quadratwurzel 
kann  man  dafür  auch  setzen 
(12)  ft,  -«»;,(l-  \y 

Zum  Vergleich  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  dass 
das  Gewicht  Qa^g  gleichmässig  über  die  ganze  Saite  vertheilt, 
diese  also  wieder  homogen  sei.  Dann  hätte  man,  um  die  ver- 
änderte Periode  m'h  zu  erhalten,  in  (9}  p  durch 

p-{-  Qo^g  =  pO-  +  VO 
zu  ersetzen,  und  würde  finden 

,»i  =  m,  (i  -  ^), 

also  eine  geringere  Vertiefung  des  Tones  als  bei  der  vorigen  An- 
nahme, 

Auf  dieselbe  "Weise  kann  man  auch  die  Veränderung  der 
Tonhöhe  bestimmen,  wenn  das  Zusatzgevricht  an  einer  anderen 
Stelle  der  Saite  liegt,  und  findet,  dass  Töne,  die  an  der  Stelle, 
wo  das  Zusatzgewicht  angebracht  ist,  ihre  Knotenpunkte  haben, 
in  ihrer  Hohe  nicht  geändert  werden.  Wenn  die  Abscisse  der 
belasteten  Stelle  nicht  in  rationalem  Verlialtniss  zur  Saitenlänge 
steht,  so  werden  alle  Obertöne  verändert.  Die  Schwingungszahlen 
stehen  dann  auch  nicht  mehr  im  Verhältniss  ganzer  Zahlen  zu 
einander,  und  die  Obertöne  sind  daher  nicht  mehr  Unter  ein- 
ander harmonisch.  Ist  die  Belastung  an  einer  Stelle  angebracht, 
deren  Abscisse  in  rationalem  Verhältniss^  zur  Saitenlänge  steht, 
so  zerfallen  die  Obertöne  in  Reihen,  so  dass  die  Töne  einer  und 
derselben  Reihe  unter  einander  harmonisch  sind,  wie  in  dem 
oben  betrachteten  besonderen  Falle  die  Obertöne  von  gerader 
und  von  ungerader  Ordnungszahl. 


Variation  der  Amplituden, 

Nehmen  wir  an,   dass   die  Saite  in  dem  ?!.""  Oberton  allein 
schwingt,  so  ist  im  Falle  der  homogenen   Saite,    da  hier  die 
Coordinaten  normal  sind  [§.  93  (9)]; 
(1)  oft  =  JftCos{m^(  —  «ft),     ^,,=0,    k'^h 
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und  folglich  [§.  95  (4)]: 

/nx  l/  2      ,  ,      ,  ,   ■     hitx 

(2)  1)  t=  1/  — ^  J.ft  cos  {»»(,  t  —  «ä)  sin  ^y-  ■ 

Für  die  inhomogene  Saite  aber  erhalten  wir  [§.  94  (1)]: 

(3)  3,,  =  Af  cos  (ftft  (  —  Kj,), 
und  folglich 

(4)  ^  =  |/^(  <=0B  (^,  (  -  «.)  |]  4"'  Sin  ^ . 

Darin  sind  dieVerhaltnisse  ^f  :  Af  nach  der  Formel  §.  94  (4) 
zu  bestimmen: 

^^''J  ^      ml  —  mg 

Bestimmt  ma~n   diesen  Wei'th  nach  den   Formeln   §.   95  (5) 
bia  (9)  (c;^fc  =  0),  so  folgt: 

Äf  2  h^         i       .    hnx    .    lax   , 

wofür  man  auch,  da  /(  von  /e  verschieden  ist,  setzen  kann: 

Um   hiervon   eine   Anwendung   zu   machen,    wollen  wir   die 
Variationen  der  Knotenpunkte  bestimmen. 

Wenn    p  =  po    ist,    so    erhalten    wir    die   Abscissen  |    der 
Knotenpunkte  für  den  A*™  Oberton  aus  der  Gleichung 
■     hnS 

™  -r  =  »• 

also 

(6)  J  =  ^,    8  =  1,2,.../.-!. 

Bei  der  inhomogenen  Saite  werden  diese  Knotenpunkte  eine 
Verschiebung  Ä|  erleiden,  die  sich  aus  der  Gleichung 


2^<»,i„*fÜi+il)  =  c 


und  man  findet  daraus  durch  Zerlegung  des  sinua,  mit 
Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  S  |  mit  Benntzung  von  (5) : 
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oder  wenn  man  beachtet,  dass  j4^\  wenn   h  von  h   verschieden 
ist,  unendlich  klein,  also  ä^Af^  zu  vernachlässigen  ist: 

(7)  ä|  ^ =1^ i]  Af^sin  ^. 

Nehmen  wir  beispielsweise  Ä  ^  2,  so  ist  für  die  homogene 
Saite  nur  ein  Knotenpunkt  in  der  Mitte.  Es  ist  also  s  =^  1  zu 
setzen  und  in  (7)  fallen  alle  Glieder,  in  denen  h  gerade  ist, 
heraus.     Man  findet 

(8)  H  =  ^^  «'  -  4"  +  At>  -  4"  +  ■■■)■ 

Nehmen  wir,  ähnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen,  an,  dass 
bei  X  ^=^  \l  ein  kleines  Gewicht  po  ^ 3  angebracht  sei ,  so  ist 
nach  (5): 

.   .   fcn 

^  _  4A  ^^''"'T  _-2k   .    kn  /_1 ]_\ 

^W  -     ;    k^--  4  —    l  ^"'  4    \k~2        fc  +  2; 

Es  ergiebt  sich  also  nach  (8): 
also  [Bd.  I,  §.  34  (4)]: 


Es  wird  also  der  Knotenpunkt  um  A/2  gegen  die  belastete 
Stelle  hin  verschoben. 

Dieselbe  Methode  laast  sich  auch  auf  die  Schwingungen  einer 
elastischen  Platte  anwenden,  die  nicht  vollständig  homogen  oder 
nicht  vollständig  kreisförmig  ist.  Dies  ist  von  Zenneck  durch- 
geführt und  durch  schöne  Beobachtungen  bestätigt  worden  (An- 
nalen  der  Physik  und  Chemie.     Neue  Folge,  Bd.  67,  1899). 
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Schwingungen  einer  Membran. 


§■  97- 
Differentialgleichungen   der   schwingenden   Membran. 

Eine  Membran  ist  ein  elastischer  Körper  von  der  Gestalt 
eines  dünnen  Häutchens,  der  einer  Biegung  keinen  Widerstand 
entgegensetzt,  wohl  aber  einer  Ausdehnung.  Eine  solche  Membran 
sei  in  einer  gegebenen  festen  Randcurre  durch  eine  längs  des 
Randes  überall  constante  Zugkraft  F  ausgespannt ,  und  wir 
nehmen  an,  dass  sie  im  Gleichgewichtszustande  in  einer  Ebene 
liegt,  die  wir  zur  xy-Ehene  machen. 

Für  das  Gleichgewicht  sind  dann  die  molecularen  Druck- 
kräfte durch  §.  69  (4)  bestimmt: 

XS  =  P,    Y^  —  P,    Z',  =  % 
^^  r?  =  0,     Z£  ^  0,    X»  =  0. 

"Wenn  die  Membran  durch  eine  anfängliche  Störung  aus 
der  Gleichgewichtslage  herausgebracht  ist,  wobei  wir  den  Rand 
festhalten  wollen,  so  wird  sie  Schwingungen  ausführen,  wobei 
sich  dann  auch  die  Druckkräfte  mit  der  Zeit  ändern.  Wir 
nehmen  an,  dass  bei  der  Bewegung,  die  wir  immer  als  un- 
endlich klein  ansehen,  auch  die  Druckkräfte  nur  unendlich 
wenig  von  den  in  [1)  angegebenen  Werthen  tür  das  Gleich- 
gewicht abweichen.  Diese  unendlich  kleinen  Abweichungen  sind 
Functionen  von  x,  y.  Wir  setzen  voraus,  dass  sie  von  s 
unabhängig  sind. 

Gegen  die  Oberfläche  der  Membran  sollen  keine  äussere 
Druckkräfte  wirken.      Bezeichnen    wir    mit   n   die   Richtung  der 
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Normalen  an  der  Oberfläche  der  bewegten  Membran  in  ilirer 
augenblicklichen  Lage,  so  geniigen  die  Druckkräfte  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung  den  Gleichungen  §.  60  (11): 

X^  cos  («,  X)  4-  Xy  cos  (m,  y)  +  X,  cos  (n,  z)  =  0, 

(2)  Y^  cos  (w,  X)  4-  Yy  cos  («,  i/)  +  T,  coa  («,  s)  ^  0, 

2'^  cos(m,  x)  -[-  -^y  cos(«,  y)  "j-  -^5  cos(h,  ^)  ^=  0. 

Es  mögen  nun  u,  v,  w  die  Componenten  der  unendlich  kleinen 
Verschiebung  sein,  die  ein  Punkt,  der  in  der  Gleichgewichtslage 
die  Coordinaten  ic,  j/,  0  hat,  zur  Zeit  t  erfahren  hat,  so  dass 
X  -\-  u,  y  -\-  V,  w  die  Coordinaten  dieses  Punktes  zur  Zeit  t  sind. 
Bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  können  wir 
dann  w  auch  als  die  momentane  Erhebung  der  Membran  an  der 
Stelle  X,  y  zur  Zeit  t  über  die  icy-Ebene  betrachten,  und  es  ist 
dann  w  eine  Function  von  x,  y,  durch  die  die  ,?- Ordinate  der 
Oberfläche  der  Membran  in  ihier  augenblicklichen  Gestalt  dar- 
gestellt ist. 

Nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  ist 
dann 

cos(m,  X)  ^  —  cos(m,  s)  -^, 

cos(m,  y)  =  — cos(w,  0)^-, 


'    f+(r:)'+(rj 

Mit  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen  Grössen  hölierer 
Ordnung  kann  man  also 

cos(«,  «)  =  1,      cos{»,  x)  =  —  t:—,    cosfw,  y)  =:^  —  ^-— 

geilen.     Es  sind  aber  nach  der  Voraussetzung 

^         ^         X   —  P        Y   —  P 

dx'      dy'         ""  '         "  ' 

Xy=Y^,        Z,=  Z„        Zy  =  r„        2, 
unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  und  es  folgt  also  aus 
(2)  mit  Vernachlässigung  von  Grössen  höherer  Ordnung: 
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z. 

= 

P 

6x 

2« 

= 

P 

8J 

2, 

= 

0, 

(3) 


von  denen  die  letzte  besagt,  dass  Zi  unendlich  klein  von  einei- 
höheren  Ordnung  ist. 

Die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  erhalten  wir  nun 
aus  der  letzten  der  Gleichungen  §.  60  (10): 

wenn  wir  —  Z  durch  die  Beschleunigung  ersetzen,  für  die 
wir,  mit  Vernachlaasigung  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer 
Ordnung,  d^w/dt^  setzen  können.     So  finden  wir  nach  (3) 

oder  wenn  wir  F/q  =  c*  setzen: 

Hierzu  kommen  die  Nebenhedingungen 

(7)  10  t=  0     für  den  Rand  der  Membran, 

(8)  »=/(x,>,),       '^  =  F{X,,)    fnr<  =  0, 
wenn  /,  F  gegebene  Functionen  von  x,  y  sind. 


Die  einfachen  Töne  der  Membran. 

Um  die  Methode  der  particularen  Integrale  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung (6)  des  vorigen  Paragraphen  anzuwenden, 
setzen  wir 

(1)  w  =  e""  W, 

worin  fc  eine  Constante,  W  eine  Funktion  von  x,  y  allein  be- 
deutet. Dann  ergiebt  sich  für  W  die  partielle  Differential- 
gleichung 
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Die  Constante  ft  nehmen  wir  reell  an,  da  sonst  in  dem  Aus- 
druck (1)  MJ  mit  wachsendem  t,  dem  absoluten  Werthe  nach, 
entweder  unbegrenzt  wachsen  oder  gegen  Null  abnehmen  würde. 
Beides  ist  unzulässig,  wenn  die  particulare  Lösung  (1)  dem  Satze 
von  der  Energie  entsprechen  soll.  Aus  der  Forderung,  dass  die 
particulare  Lösung  der  Grenzhedingung  §.  97  (7)  genügen  soll, 
ergiebt  sieh  die  Grenzbedingung  für  die  Function    W: 

(3)  TT  =  0    für  den  Rand  der  Membran. 

Wir  werden  sehen,  dass  diesen  Bedingungen  nur  für  gewisse, 
wenn  auch  unendlich  viele  Werthe  der  Constante  fc  genügt 
werden  kann.  Sind  diese  Werthe  bestimmt,  so  bilden  wir  die 
Summe 

(4)  M)  =^  21  ^^  ^''""  "^f" 

worin   die  A^t  noch   unbestimmte   Constanten   sind,   die   aus   den 
Bedingungen  des  Anfangszustandos: 

zu  bestimmen  sind. 

Damit  der  Ausdruck  (4)  reelle  Werthe  ergiebt,  miisBen  darin 
JB  zwei  conjugirt  imaginäre  Glieder  vorkommen.  Dadurch  zer- 
fällt (4)  in  eine  Summe  von  Gliedern,  deren  jedes  in  Bezug  auf 
(  periodisch  ist.  Die  Periode  hängt  aber  ausser  von  c  auch 
noch  von  dem  betreffenden  Werthe  von  fc  ab.  Die  Periode  eines 
jeden  dieser  Glieder  entspricht  der  Schwingungsdauer  eines  ein- 
fachen Tones,  den  die  Membran  bei  geeigneter  Erregung  zu 
geben  vermag,  und  im  Allgemeinen  werden  alle  diese  Töne 
gleichzeitig  ansprechen.  Unter  diesen  Tönen  ist  der  tiefste  der, 
der  dem  kleinsten  Werthe  von  h  entspricht.  Dieser  heisst  der 
Grundton  der  Membran,  die  anderen  die  Obertöne.  Diese 
Obertöne  sind  aber  nur  dann  zu  dem  Grundton  oder  unter  ein- 
ander harmonisch,  wenn  die  entsprechenden  Werthe  von  fc  in 
rationalen  Verhältnissen   stehen,   wie   es   bei   den   Schwingungen 
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der  homogenen  Saite,  im  Allgemeinen  aber  nicht  bei  der  Membran 
der  Fall  ist. 

Ehe  wir  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Differentialgleichung 
(2)  eingehen,  behandeln  -wir  einige  besondere  Fälle. 


Rech'teckige  Membran, 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  die  Membran  durch 
ein  Rechteck  von  den  Seitenlängen  a,  h  begrenzt  ist  und  legen 
den  Coordinatenanfangspunkt  der  a:,  j/  in  eine  Ecke  dieses 
Rechtecks,  die  a:-Äxe  in  die  Seite  a,  die  y-Äxe  in  die  Seite  6. 

Wir  suchen  wieder  particulare  Löaungen  der  Ditierential- 
gleichung  |.  98  (2),  die  aus  einem  Product  einer  Function  von 
X  und  einer  Function  von  y  bestehen,  und  finden  leicht 

sinwic  ain/3j/,    coewa;  sin/^y,    sin  ax  cosßy,    coscca;  cos  ßy, 
wenn  a,  ß  zwei  Constanten  sind,  die  der  Bedingung 

(1)  fe^  =  «s  +  ß^ 

entsprechen.     Von   diesen   vier  particularen   Lösnngen   hat   aber 
nur  die  erste 

(2)  sin  ax  sinßy, 

die  Eigenschaft,   an   den  beiden  Randlinien  x  :^  0   und   y  =  0 
zu  verschwinden. 

Damit  dieses  aber  auch  an  den  beiden  Randlinien  x  ^  a 
und  y  =  b  verschwinde,  müssen  die  Constanten  «,  ß  die  Form 
haben 

(3)  „='^,       ß  =  "^, 

worin  m  und  n  ganze   Zahlen   sind,    die  wir  positiv   annehmen 
können.     Aus  (1)  ergiebt  sich  dann  für  fc  der  Ausdruck 


(4) 


'i%^- 


Diese  Formel  stellt  unendlich  viele,  aber  discrete  Werthe 
von  fc  dar,  die  von  den  Dimensionen  des  Rechtecks  abhängig  sind. 

Jeder  dieser  Werthe  von  fc  entspricht  einer  einfachen  perio- 
dischen Schwingung  mit  der  Schwingung* 
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(5)  T=T.,.  =  t^^       .    ' 

und  man  erhält  dieser  Schwingungsdauer  entsprechend  die  parti- 
cularen  Lösungen  der  Hauptgleichung  §.  97,  (6): 


Sind  Ä  =  Am,H  und  B  =  JB^^„  constante  Coefficienten,  die 
mit  m  und  «  wechseln,  so  ist  die  allgemeine  Lösung 

(7)     w  =  y^  (  J.  cos  — ^  -  +  /}  sm  -jjr- 1  sm  m  —  sm  n  -^ , 

und   die  Constanten   A  und  B   werden   durch  die  beiden  Glei- 
chungen 


'«> 


Ä    sm  m  ~  sm  n  -^  ^  /(.«,  y) 
^_-_smm—  ainw-^  ^  Fix,  y) 


bestimmt,   wenn  man  die  gegebenen  Functionen /(a;,  y),  F(x,  y) 
durch  Fourier'sche  Doppelreihen  darstellt. 
Man  findet,  wenn  man  mit 

smm  —  smtt-ri-  dx  dy 
a  b  '^ 

multiplicirt  und  über  die  Fläche  des  Rechtecks  integrirt: 
4     r  r    ,,      ,    .        nx    .       WM  ,     , 


(9) 


„  2  r  f  f  ,  ,      ,    .       nx    .       %y  .     , 

nah]  J      ''  '^■'  a  b  ^ 


§.  100. 
Harmonische  Obertöne. 

Wir  fragen,  welche  unter  den  einfachen  Tönen  der  Membran 
unter  einander  harmonisch  sind,  oder  mit  anderen  Worten,  welche 
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der  durch  §.  99  (4)   dargestellten  Werthe  von  ft  unter  einander 
in  rationalem  Verhältnisa  stellen. 

Es  seien  also  Ic,  k'  zwei  solche  Werthe,  die  den  ganzen 
Zahlen  m,  n  und  m',  n'  entsprechen,  und  k:li'  =  h-.h',  worin 
h  und  h'  positive  ganze  Zahlen  sind,  die  wir  ohne  gemein- 
schaftlichen Theüer  annehmen  können.     Dann  ist 


and  wenn  nun  a'^  und  i"  nicht  in  einem   rationalen  Verhältniss 
stehen,  so  müssen  beide  Seiten  von  (2)  verschwinden,  also 


Wenn   wir   m  und  n   ohne   gemeinschaftliche   Theiler 
annehmen,  so  folgt  hieraus,  wenn  l  eine  ganze  Zahl  ist: 
(3)  m'  =  Im,    n'  =  In, 

und  es  ergieht  sich  also  eine  Reihe  von  harmonischen  Tönen  aus 

fc,     2  fc,     3  h,    4  fc,  .  .  .  (k) 

wenn  h  dadurch  gebildet  ist,  daas  für  m,  n  in  §.  99  (4)  irgend 
zwei  positive  relative  Primzahlen  genommen  werden. 

Wir  bekommen  dann  eine  Reihe  (k)  von  harmonischen 
Tönen,  von  denen  wir  den  ersten,  h,  als  den  (relativen) 
Grundton  bezeichnen  können.  Den  absolut  tiefsten  Ton  (Grund- 
ton der  Membran)  erhalten  wir,  wenn  wir  m  :^  1,  n  =  1  setzen. 

Nehmen  wir  nun  irgend  ein  anderes  Paar  relativer  Prim- 
zahlen Ml,  Wi,  80  erhalten  wir  eine  zweite  Reihe  (/f,)  möglicher, 
harmonischer  Töne: 

Äi,     2kl,    '^K    i\-,  ■  ■  ■  ih) 

und  so  fort,  zu  jedem  Paar  relativer  Primzahlen  m,  n  eine  Reihe 
harmonischer  Töne;  und  wenn  o^,  ö*  nicht  in  rationalem  Ver- 
hältnisse stehen,  so  sind  je  zwei  Töne  verschiedener  Reihen 
nicht  harmonisch. 

Anders  ist  es  aber,  wenn  a^  und  6*  in  einem  rationalen  Ver- 
hältnisse stehen.  Dann  können  auch  die  Töne  verschiedener 
Reihen  harmonisch  sein. 
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Setzen  wir  in:ter  dieser 

worin  k,  ß  positive  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind, 
so  lautet  die  Bedingung  (l)  für  die  Harmonie  zweier  Reihen  (fc) 
und  (fc') 
(6)  h'^  {am^-^  ß  w')  =  h-'  (mm'^  +  ß  n'^). 

Wenn  irgend  zwei  Töne  einer  Keihe  (k)  unter  einander  har- 
monisch sind,  so  sind  je  zwei  Töne  dieser  Reihe  harmoniaoh,  und 
wenn  also  ein  Ton  der  Reihe  (k)  mit  einem  der  Reihe  (k')  har- 
monisch ist,  so  ist  jeder  Ton  der  einen  Reihe  mit  jedem  der 
anderen  harmonisch.  Wir  nennen  dann  die  heiden  Reihen  har- 
monisch. Suchen  wir  also  alle  zu  einer  hestimmten  Reihe  (fe) 
harmonischen  Reihen  (&')  auf,  so  können  wir  in  (5)  m  und  n 
relativ  prim  annehmen,  und  erhalten,  wenn  wir 

am^  -{-  ßn^  =  y, 
hm'  ^=  3",    hn'  =  «/,    h'  =  m 
setzen,  aus  (5)  die  Gleichung 
(6)  ys3^KX^4- |3j/', 

und  es  kommt  also  auf  die  Lösung  der  zahlentheoretischen  Auf- 
gabe an: 

alle  Lösungen  der   unbestimmten   Gleichung   (6)  in 
ganzen  Zahlen  x,  y,  m  zu  finden,  wenn  a,  ß,  y  ge- 
gebene ganze  Zahlen  sind. 
Die   Lösung    dieser  Aufgabe  ist    dadurch  vereinfacht,   daas 
man    eine    Lösung    von    (6)   kennt,    nämlich  ^  :r=   l,   3;  =  m. 

Einfacher  noch  ist  die  Frage,  oh   in   verschiedenen   Reihen 
die  gleiche  Schwingungsdauer  vorkommen  kann. 

Daea  dies  nicht  vorkommen  kann,  wenn  o?-  und  ö^  incommen- 
surabel  sind,  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar.     Unter  der  Vor- 
aussetzung (4)  aber  kommt  es  darauf  an,  zu  ermitteln,  ob 
anfi  +  /5n'-'  =  nm'^  +  ß  n''^ 

')  7ergl.  über  die  zahlentlieoretiBclie  Aufgabe  Dii'ichlet-Dedakind, 
Vorlesungen  über  Zablentbeoi'ie,  4.  Aufl.,  §.  15S. 
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seia  kann,  oder,  wenn  wir  den  gern  ein  BchaftUchen  Werth  beider 
Seiten  dieser  Gleichung  mit  y  bezeichnen,  alle  Lösnngen  der 
unbestimmten  Gleichung 

in  ganzen  Zahlen,  oder,  wie  man  sich  in  der  Zahlentheorie  aus- 
drückt, alle  Darstellungen  einer  Zahl  y  durch  die  quadratische 
Form  ax^  -|-  |5yä  zu  finden.  Die  Anzahl  dieser  Darstellungen 
ist  immer  endlich,  weil  es  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer 
Zahlen  geben  kann,  fiir  die  die  positive  ganze  Zahl  ax^  -j-  ^**^ 
eine  gegebene  Grenze  nicht  überaclireitet.  Wir  wollen  hier  auf 
diese  zahlentheoretieche  Aufgabe  nicht  naher  eingehen,  für  die 
wir  auf  den  IV.  Abschnitt  von  Dirichlet-Dedekind's  Vor- 
lesungen über  Zahlentheorie  verweisen  und  begnügen  uns  damit, 
fiir  den  besonderen  Fall  «  t=  ^  ^  1,  also  für  die  quadratische 
Membran,  ein  Paar  einfache  Beispiele  anzuführen: 


(') 


Eine   einfache  Schwingung  der  rechteckigen  Membran  wird 
dargestellt  durch  ein  einzelnes  Glied  der  Summe  §,  99  (7); 


2 
5 
10 
55 

=  !■ 

+  1', 
+  2>  = 
+  3>  = 
+  8'  = 

+  7.= 

§•  loi- 

23 

8' 
7a 

+  1'. 

+  1", 
+  1", 
+  1'. 

Kn 

oteiilinien. 

(1) 

W 

=  [a  cos  -^  ^- 

worin  die  1 

ächwingungsdauer 

(2) 

2"  =^  — 

c 

ist. 

Setzei 

1  wir 

-i/mä" 


+  i= 


worin  M  eine  positive  Constante,  ^   einen   zwischen  0  und   %Tt 
gelegenen  Winkel  bedeuten  möge,  so  erhalten  wir 
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(3)  W^M  sin  f-p  ~i-  A  sin  m ^  sin n ^ ■ 

3f  heisst  die  Ainplituüe  der  Schwingung  und  die  Grosso 
-^  +  ^,  oder  vielmehr  ihr  Ueberschuss  über  das  nächst  klei- 
nere Vielfache  von  2  31  die  Phase.  Indem  man  den  Anfangs- 
punkt der  Zeit  oder  die  Phase  nm  eine  constante  Grösse  ändert, 
erhält  man  endlich  aus  (3) 


m 


W^  Ml 


2  3lt 


»a 


und  man  sieht  daraus,  dass  W  über  die  ganze  Membran 
gleich  Null  ist,  wenn  (  gleich  einem  Vielfachen  von 
i^ist. 

Wenn  andererseits  x  gleich  einem  Viel&chen  von  a/m  oder 
y  gleich  einem  Vielfachen  von  b/n  ist,  so  ist  W  für  alle  Zeit 
gleich  Null.  Wir  haben  also  zwei  Systeme  gerader  Linien,  die 
den  Seiten  des  Rechteckes  parallel  sind,  in  denen  die  nach  der 
Formel  (4)  schwingende  Membran  dauernd  in  Ruhe  bleibt.  Solche 
Linien  heissen  Knotenlinien.  Sie  theilen  die  rechteckige  Mem- 
bran in  mn  rechteckige  Felder  von   den   Seiten   a/m,  bfn,   und 

W  ist  in  benachbarten  Feldern  zu  jeder  Zeit  abwechselnd  positiv 

und  negativ. 

Wenn    nun    bei    einer  zusammengesetzten   Schwingung,   die 

durch  eine  Summe  mehrerer  Ausdrücke  der  Form  (3): 

dargestellt  wird,  Knotenlinien,  d.  h,  Linien,  in  denen  w  dauernd 
gleich  Null  ist,  vorhanden  sein  sollen,  so  muss  der  von  der  Zeit 
abhängige  Factor 


m:^+^) 


in  allen  Gliedern  der  Summe  (4)  derselbe  sein.  Es  muss  also 
die  Schwingungsdauer  T  und  die  Phase  in  allen  G-liedern  der 
Summe  (4)  dieselbe  sein.  Es  kann  dies,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  vorkommen,  wenn  a^  und  h^  in  rationalem  Verhältnias  stehen, 
und  man  erhält  unter  dieser  Voraussetzung  als  Bedingung  für 
die  Knotenlinien 
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(5)  ;^  M  s 

worm  sich,  wenn  -     ■ 

m,  n  erstrecken  kanu,  für  die  am^  -\-  ßn'-^  einen  und  denselben 
Werth  y  hat.  Da  jedes  Glied  der  Summe  (5)  mit  einem  be- 
liebigen Factor  M  multiplieirt  sein  kann,  so  ist  in  der  Glei- 
chung (Ö)  eine  grosse  Menge  von  möglichen  Gestalten  von 
Knotenlinien  oder,  wie  man  auch  sagt,  von  Klangfiguren  ent- 
halten, deren  Discussion  aber  nicht  ganz  einfach  ist.  Wir  wollen 
einige  Beispiele  betrachten, 

§.  102. 
Klangfiguren.     I.  Beispiel. 

Nach  §.  100  (7)  ist  5  =  1^  +  2^  =  2^  +  l«,  und  wir  erhalten 
also  aus  (5)  §.  101,  wenn  wir  der  Einfachheit  halber  a^h  ■=  7t 
setzen, 

M  sin  X  sin  2 ^  -}-  M'  sin  ^x  sin ?/  ^  0 
oder 
(Ij  sinic  sinj/  {Maosy  +  M'  cos^)  =  0; 

der  Factor  sinic  ainy  verschwindet  nur  am  Rande  und  eine  freie 
Knotenlinie  erhalten  wir  also  nur  aus  der  Gleichung 

Jf  cos  J/  -|-  M'    cos  X  =:  a. 

setzen  wir  JW'  —  ~  AJSf,  so  ergiebt  sich  daraus 
(2)  COS)/  ^:  A  cosa:, 

und  wir  können,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  k  als  einen 
positiven  echten  Bruch  annehmen.  Die  übrigen  Fälle  werden 
durch  Vertauschung  von  x  mit  at  —  x  oder  von  x  mit  y  auf 
diesen  zurückgeführt. 

Da  (2)  für  x  ^=  y  ^=  n/2  befriedigt  ist,  so  geht  die  ge- 
suchte Linie  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrates.  Für  x  ^=  Q 
und  X  ^  n  wird 

y  =:  arc  cos  A,        y  =2  tc  —  arc  cos  A, 
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während  für  j/  =^  0   kein   reeller   Werth   von   x   vorhanden  ist. 

Die    Knot€Qlinie    hat    ungefähr    die    Gestalt    der    Curve    jiv   in 

der  Fig.  38.     Sie  besteht  aus  zwei  con-  Yis.  38. 

gruenten    Zweigen,    deren   Tangente   im 

Mittelpunkte  unter  dem   Winkel  arctgA. 

gegen  die  a:-Axe  geneigt  ist,  und  die  die 

Grenzlinie    bei    ji    und  v    rechtwinklig 

schneidet.     Wird  X  ==:  0,  so   geht  diese 

Curve  in  die  Gerade  y  -^^  Ttjl  über,  und 

wenn   A  =  1  ist,  in  die   Diagonale   des 


§.  103. 
IL   Beispiel. 

10  =  P  -[-  3^  =  3^  4-  \K 
Die  Gleicbung  für  die  Knotenlioie  wird: 

M  sin  3!  sin  3 )/  +  ü'  ain  y  sin  3a;  =  0, 
oder  nach  Abwerfung  des  Factors  sina;  siny,  dessen  Verschwinden 
die  Randlinien  darstellt,  mit  Rücksicht  auf  die  trigonometrische 
Formel 

sin  '6x  =  sin  x  (4  cos^  x  —  1)  ^  sin  a;  (2  cos  2  ^  -|-  1), 
siu  3 2/  =  sin y  (4 cos^  y  —  \)  ^  &my (2 cos 2 ^  -|-  1), 
wenn  wieder  JM''  =  —  iLM  gesetzt  wird 


(1) 


1 

Cü^^y—         : 


l  (cos* 5^  —    -   )- 


Man  sieht,  dass  alle  in  der  Gleichung  (1)  enthaltenen  Curven 
durch  die  vier  Punkte 

"=  =  !■    T-      »=1'    T 

hindurchgeben. 

Bei  der  Discussion  dieser  Gleichung  kann  man  l  als  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Briich  (einschliesslich  +  1)  betrachten, 
da  die  anderen  Fälle  auf  diesen  durch  Vertauachung  von  x  und 
y  zurückgeführt  werdeü.  Die  Randlinien  y  =^  0,  j/  ^=  Jt  werden 
dann  von  keiner  dieser  Cnrven  geschnitten,  weil  für  solche 
Schnittpunkte  coa^a;  >-  1  oder  negativ  ausfallen  würde. 
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ehnte 


•  Abschn; 


Die    Schnittpunkte   der  Randlinien   x  =   0,   s:  =  n   erhält 
man  aus 

1  +  3A 
co.^y  =  -  ^— , 

und  diese  Schnittpunkte  werden  also  reell,  wenn  A  >  ^  1/3  ist. 
Liegt  also  J.  zwischen  — 1  und  ^1/3,  so  verläuft  die  Knoten- 
linie ganz  im  Inneren  des  Rechteckes.  Die  Figuren  39  bis  45 
geben  die  ungefähren  Gestalten  einiger  dieser  Klangäguren, 
die  in  der  Reihenfolge  der  aufsteigenden  Werthe  von  k  ge- 
ordnet sind. 
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^-  104. 
Kreisförmige  Membran, 

Wenn  die  Membran  durch  einen  Kreis  begrenzt  ist,  so  fiilirt 
man  zur  Integration  der  Differentialgleichung  (2),  §.  98  Polar- 
coordinaten  r,  (p  in  der  a;i/-Ebene  ein.  Man  erhält  nach  Bd.  I, 
§■  42  (4): 

dW 

(1)  ^^  +  ^¥"^+^^^=0. 

Hat  die  Membran  die  Gestalt  eines  vollen  Kreises  vom 
EadiuB  a,  so  muss  W  endlich  bleiben,  wenn  r  die  Werthe  von 
0  bis  a  durchläuft,  und  muss  dieselben  Werthe  wieder  annehmen, 
wenn  9)  um  2)1  wächst  Wir  werden  also  die  particularen  Lö- 
sungen von  (1)  in  der  Form 

(2)  W^Me''"'!' 

annehmen,  worin  m  eine  ganze  Zahl  und  R  eine  Function  von 
r  allein  ist,  für  die  sich  aus  (1)  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

(3) 

oder 

(4) 

ergiebt.  Man  erkennt  hierin  die  Differentialgleichung  derBessel'- 
schen  Function  J«(fcr)  [Bd.  I,  §.69  (12)]  und  diese  Function 
J^Qir)  ist  die  einzige  Lösung  dieser  Differentialgleichung,  die 
für  r  =  0  endlich  bleibt. 

Es  ist  also,  wenn  C  eine  Constante  bedeutet, 

(5)  W=  CJ^(kr)e*'-'^ 

zu  setzen,  und  damit  diese  Function  am  Rande  der  kreisförmigen 
Membran,  also  für  r  =  a  verschwinde,  ist  h  aus  der  transcen- 
denten  Gleichung 

(6)  J^(ha)  =  0 

zu  bestimmen.  Diese  transcendente  Gleichung  haben  wir  im 
§,  71  des  ersten  Bandes  näher  untersucht.    Wir  haben  dort  ge- 


d^R    I     1  dE 

dr^  ^"  r    dr 
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sehen,  dass  die  Gleichung  J^  (p.)  =  0  unendlich  viele,  aber  nur 
reelle  Wurzeln  hat,  von  denen  wir  nur  die  positiven  zu  beriick- 
sichtigen  brauchen,  Wir  wollen  sie,  der  Grösse  nach  ge- 
ordnet, mit 

-l™,!,    K.'i,    Ä,„,3,    .   .    . 

und  allgemein  mit  Ä™^„  bezeiclmen^  Dann  haben  wir  für  ft  einen 
der  Werthe 


zu  setzen,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  zu  der  reellen  Form  über- 
gehen, und  mit  Am,«,  B,^„,  C^,«,  D^,«  willkürliche  Constanten  be- 
zeichnen, den  aUgemeinen  Ausdruck  von  w  in  der  Form 


(') 


"=  i  ±•'-(-'=7?^) 


-  coswiy 
t     . 

i 

-  cos  mq) 


§.   105. 
Bestimmung  der  Constanten. 

Die  Constanten  A^,«  ■  ■  ■,  die  in  dem  Ausdruck  (7),  §.  104 
für  w  noch  unbestimmt  bleiben,  sind  aus  dem  Anfangszustande, 
d.  h.  aus  den  Werthen  von  w  und  div/dt  für  (  =^  0  zu  bestimmen. 
Wenn  für  i  =  0 

(1)  «=/(r,  .p) 

ist,    so    ergiebt    sich    aus    (7)   für  i  =  0,   wenn   wir   zur   Ver- 
einfachung a  =^  1  setzen: 

(2)  /(r,  <f)  ^  '^Jm(Ki,i^r)  (.äm,„  cosmqo  -|-"  ^■n,«  sinmcp). 

Hieraus  können,  ähnlich  wie  bei  der  Fourier'schen  Reihe, 
die  Coefficienteii  ^„,„,  B^,«  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
gedrückt werden.  Es  ist  nämlich  für  irgend  zwei  ganze 
Zahlen  m,  m' 
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ferner,  wenn  m  nicht  gleich  Null  iat 

l  coä^mipdfp  =  \  sm^mq>dfp  ^  n 
und  wenn  m  von  m'  verschieden  ist: 

cos m  fp  cos m'  ipd(p  =  0,  sin mcp  smm'  (pd(p  :^  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  für  ein  feststehendes  m : 
2  A^,„J^{f.^,„r)  =  —  1  f(r,(p)  cosmcp  dq), 

^  -Bffl.K  Jm{^m,vii')  =  —     /(»"i'iP)  siiimqo  dqo, 

wobei  in  der  ersten  dieser  Fotmeln  für  m  =  0  die  rechte  Seite 
noch  durch  2  zu  dividiren  ist. 

Desgleichen  wenden  wir  die  Formel  an: 

(4)  /J/,(«)  J,  +  ,  («  -  «/.(ffl  .).„  W  = 

((i'^.-)  [  J„.(«r)J,(|5,-)riir, 

die  wir  im  §.  70  des  ersten  Bandes  bewiesen  haben.  Aus  ihr 
folgt,  wenn  Im,^  und  !,„_„.  zwei  verschiedene  Wurzeln  von 
J^{X)  =  0  sind: 

(5)  [  J^i^m,^r)  J„{i.,„^^,r}rdr  =  0, 

und  durch  den  Grenzübergang,  wie  er  in  Bd.  I,  §.  70,  IV  ge- 
macht ist  [Bd.  I,  §.  69  (10)]: 
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Danach  erliält  man  aus  (3) 


(') 


0  0 

I}.n,n[-l.  +  i(K,n)V='-  {  \  f{r,(p)J,n{K,nr)  Bir>m^rdrd<p. 

worin  wieder  auf  der  rechten  Seite   der  ersten  Formel  im  Falle 
j»  :^  0  durch  2  zu  dividiren  ist. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Constanten  G™,„,  Z),„,„ 
aus  der  die  Anfangsgeschwindigkeit  darstellenden  Function  ab- 
leiten. 

§.  106. 

Klangfiguren. 

Eine  einfache  Schwingung  wird  hei  der  kreisförmigen  Mem- 
bran durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(1)  W=Msinß^^J\  jJ^^-\  smm(<p~q>,) 

dargestellt,  worin  die  Schwingi 
^       2w 


(2) 


'  cfc 


ist.  Der  Ausdruck  (1)  verschwindet  aher,  von  t  unabhängig, 
ausser  am  Rande  noch,  wenn 

(3)  "^  -  f»  =  iT 

und  wenn 

worin  h  eine  ganze  Zahl  und  J.™,„p  irgend  eine  Wurzel  von  J™ 
bedeutet,  die  kleiner  ist  als  X^^n-  Als  Knotenlinien  erhält  man 
also  aus  (3)  ein  System  von  m  Radien,  und  aus  (4)  ein  System 
von  w  —  1  concentrischen  Kreisen. 

Ausser  diesen  wären  nach  (2)  Knotenlinien  nur  dann  möglich, 
wenn  i.^^„=  2.^t^„i  wäre,  für  irgend  zwei  von  einander  verschiedene 
m,m\  also  nur  dann,  wenn  zwei  verschiedene  Functionen  Jm  und 
J^t  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  hätten.  Dass  dies  der  Fall 
ist,  ist  sehr  unwahrscheinlich. 
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Elliptische  Membran. 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung,  auf  die  wir  daa  Pro- 
blem der  schwingenden  Membran  zurückgeführt  haben, 


(1) 


dx'' 


dy' 


+  ft^Tf  = 


0 


elliptische   Coordinaten    einführen   wollen,    so    können  wir  nach 

Bd.  I,  §.  52 

(2)  x-\r  yi  =  cob(w  +  iv), 

also 

,  X  ^  cosM  COS  iv, 

^    '  y  =  ismusmiv 

setzen,  so  dass  constante  Werthe  von  v  Ellipsen  entsprechen, 
unter  denen  eine,  v  =  v^,  als  Grenze  der  Membran  betrachtet 
werden  möge.    Aus  der  Formel^ 

dx"^  -f  dy'^  —  sin(w  +  iv)  am(u  —  iv)  (du^  -\~  dv^) 
=  (sin^M  —  &m^iv)  (du^  -\-  dv^) 
können  wir  dann  nach  Bd.  I,  §.  41  (13)  die  Transformation  des 
Differ  ential  aus  d  r  u  cke  s 

ableiten,  wenn  wir 

e  ^  e'  ^  sin^H  — ■  sin^j^i,     e"  =  1 
setzen.      Wir    erhalten    so    die   Differentialgleichung   (1)   in   der 
Gestalt ; 
(4)  ^  ^'^    "L^  fc^(sin^M  -  sin^»^)  W  =  0. 


zlW  ^- 


Setzen  wir,   um   particulare   Losungen   dl 
erhalten 

(5)  W=  ÜV 

und  nehmen  an,   dass   V  nur  von  m,  V  nur  v 
ergiebt  sich  aus  (4)  durch  Division  mit  UV: 


Gleichung   zu 


ü~d^~ 


/;2  sinäj(  =  - 


}^d_^V  _ 
V  ~dvi 
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und  da  hier  die  linke  Seite  nur  von  u,  die  rechte  nur  von  v 
abhängt,  so  müssen  beide  Seiten  gleich  einer  Constanten  —  A 
sein.  Man  erhält  so  für  U  und  V  die  beiden  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen 2*^' Ordnung: 

Die  Integration  dieser  beiden  linearen  Differentialgleichungen 
gelingt  aber  nicht. 


Parabolische  Begrenzung. 
Wenn  wir  zwei  Variable  m,  v  durch  die  Substitution 

(1)  a;  +  ij,  =  l- (..  +  !,,■)■ 
oder 

(2)  X=    -(Mä   —   yi),       y^i^v 

einführen,  so  ergiebt  sich  durch  Elimination  tou  v  und  von  t* 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  sowohl  constanten  Werthen  von  M 
als  auch  constanten  Werthen  von  v-  Parabeln  entsprechen. 
Alle  diese  Parabeln  haben  ihren  Brennpunkt  im  Coordinaten- 
anfangspunkte  und  ihre  Axe  in  der  Richtung  der  3;-Äxe.  Die 
concave  Seite  liegt  bei  den  ersteren  nach  der  Seite  der  nega- 
tiven X,  bei  den  letzteren  nach  der  Seite  der  positiven  x.  Eine 
Membran  kann  etwa  begrenzt  werden  durch  eine  Parabel  der 
einen  und  eine  der  zweiten  Art,  u  ^  Uf,,  v  ■=  v^  (oder  auch 
durch  drei  und  vier  Parabeln). 
Aus  (1)  ergiebt  eich 

und  hieraus  erhält  man,  wie  bei  den  Ellipsen: 


«■  +  II'   V  0 


9»T7  I    &^W\ 


+  V'  \öu'  ^   811'  , 
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also  die  tranaformirte  Gleichung  §.  98  (2): 

(4)  ^_|_?_5_  +  t.(„>  +  „,)T7=0. 

Setzt  man  wieder 

(5)  W=  ÜV 

und  ßimmt  ü  nur  von  tt,  V  nur  von  v  abhängig  an,   so   erhält 
man  die  beiden  Gleichungen: 

^  +  {!,'«'  +  j)  y  =  0, 


dv^ 


.  ß^v^—  A)  F=0, 


"worin  l  eine  Conatante  ist. 

In  den  heiden  zuletzt  betrachteten  Fällen  sind  die  bei  ein- 
fachen Schwingungen  auftretenden  Knotenlinien  confocale  Para- 
beln, deren  Parameter  man  aus  den  transcendenten  Gleichungen 
r;=0,  F=0  erhält. 


Integration   der  Differentialgleichung   für  parabolische 
Begrenzung. 

Wenn  man  in  der  Differentialgleichung,  a.uf  die  wir  das 
Problem  für  den  Fall  parabolischer  Begrenzung  zurückgeführt 
haben: 

(!)  S  +  (*'-+')f=0 

für  M^  eine  neue  Variable  einführen,  so  kommen  wir  auf  eine 
Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  lineare  Functionen  der 
Variablen  sind,  und  die  sich  also  nach  §.  3  durch  hyper- 
geometrieche  Reiben  integriren  lässt.  Diese  Reihen  stellen  sich 
in  imaginärer  Form  dar.  In  reelle  Form  lassen  sich  die  be- 
stimmten Integrale  bringen,  durch  die  man  die  Function  U 
darstellen  kann. 

Wir  machen  zunächst  in  (1)  die  Substitution  [§.  3  (8)] ; 
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(2)  Ü  =  e"^"'"'  X, 

du  \aw     '  / 

--_=  e'/ttfc«^    .     --4-  2^fcM  -, \- (ilz  —  Iz^ uA  X  U 

du^  Ldu'    '  rfw     '    ^  '    J 

wodurch  (1)  in  die  Form  übergeht: 

(5)  ^^f-+2ii«^  +  (J  +  it)2  =  0. 

Wenn  man  nun  für  u^  eine  Variable  x  einführt,  indem  man 

(4)  -;*«.  =  ^ 

setzt,  80  ergiebt  sich  aus  (3): 

und  dies  ist  genau  die  Forra  der  (ileichung  §.  6  (3),  wenn  man 
dort 

1  ,        1         U 

setzt.    Die  Integrale  sind  also  [§.  6  (5),  §.  7,  I^] 

X,  ^  Lim  F(ri    t  —  tx>    tti  ^»■^  )i 

(6)  "-       ^'^      *         *^     .^  -^ 
X.^V^LimFfL    l-ä,    J,    hx), 

oder  wenn  man  nach  §.  13  (3)  zu  der  Darstellung  durch 
bestimmte  Integrale  übergeht  und  einen  constanten  Factor  weg- 
lässt : 

X,  =V^LimfsI-*  (l  —  s)l-'{-^Y*^'(\.-'hsx)-'f'ds, 

ier  Grenzübergang  un' 
1  erhält  so : 


und    hierin    lässt  sich   der  Grenzübergang  unter   dem   Integral- 
zeichen ausführen.     Man  erhält  so : 


x.  =  VS|»f-(i-.)^.(j^-J", 


y  Google 


und  folglieh   nach  (2)   und  (4)   die  beiden  Integrale  der  Difte- 
rentialgleichong  (1) 

(8) 

0,  ^u(sl-'  (l_s)l-'  e^'['"''(^-|)  +  A'°si^]  ds. 

Man  sieht  leicht  durch  die  Substitution  s  ^i:  1  —  s^ ,  dass 
diese  Ausdrücke  für  üj,  f/g  ungeändert  bleiben,  wenn  i  mit  — i 
vertauscht  wird,  und  so  üudet  man  die  Integrale  von  (1)  in 
reeller  Form 

(9) 

f7.  =  «|sr-'(l-s)h'oos[t«.(.- ^)  +  ilog~]ds. 
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Allgemeine  Theorie  der  Differentialgleicliuiig  der 
schwingenden  Membran. 


§■  110. 
Gleichgewichtslage   einer  Membraa. 

Wir  hahen  im  vorigen  Abschnitt  die  Theorie  der  Schwin- 
gungen einer  Membran  auf  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  z/ M -I-  /cä  M  =  0 

zurückgeführt,  mit  der  Nebeubedingung,  dass  W  am  Rande  einer 
gegebenen  Fläche  S  in  der  3;y-Ebene  verschwinden  soll.  Es  be- 
deutet hierin  ^  die  Operation 


"  ö«* 


(2) 

und  w  kann  aufgefaeat  werden  als  die  Ordinate  einer  krummen 
Oberfläche,  die  sich  über  der  Flache  S  erhebt.  Wir  betrachten 
nur  solche  Lösungen  der  Differentialgleichung  (1),  bei  der  u  und 
seine  ersten  Difterentialquotienten  endliche  und  stetige  Functionen 
von  X,  y  sind. 

"Wir  haben  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Verschie- 
bungen der  Membran  immer  nur  unendlich  klein  seien.  Dieser 
Voraussetzung  wollen  wir  dadurch  Rechnung  tragen,  dass  wir 
uns  u  mit  einem  unendlich  kleinen  conatanten  Factor  behaftet 
denken.  Es  sind  dann  von  seibat  schon  die  Differentialquotienten 
dieser  Verschiebungen   gleichfalls   unendlich  klein.     Ob   wir  uns 
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u  selbst  unendlich  klein  oder  ins  Endliche  vergrössert  denlien, 
ist  dann  gleichgültig. 

Wir  tonnen  auch  den  Fall  betrachten,  dass  u  am  Rande 
von  S  nicht  gleich  Kuli  ist,  sondern  vorgeschriebene  Werthe  hat. 
Es  würde  dann  die  Membran  nicht  durch  eine  ebene  Curve,  son- 
dern durch  eine  Raumcurve,  die  aber  von  der  Ebene  nur  un- 
endlich wenig  abweicht,  begrenzt  sein. 

Die    Gleichgewichtslage    der    Membran    wird    dann 
durch  die  Differentialgleichung 
(3)  ^u  ^  0 

und  durch  die  Grenzbedingung,  dass  u  am  Rande  vorgeschriebene 
Werthe  haben  soll,  bestimmt.  "Wir  wollen  zunächst  die  Eigen- 
sehaiten  der  Lösungen  dieser  letzten  Gleichung  etwas  naher 
betrachten,  um  den  charakteristischen  Unterschied  dieser  und 
der  Gleichung  (1)  deutlich  hervortreten  zu  lassen. 

Die  Differentialgleichung  (4m  =  0  haben  wir  in  §,  136  des 
ersten  Bandes  schon  betrachtet,  wo  sie  zur  Bestimmung  des 
logaritbmischen  Potentials  diente.  Dort  handelt  es  sich  um  die 
Integration  für  das  Gebiet  ausserhalb  eines  gegebenen  Flächen- 
stücks, wobei  noch  eine  Bedingung  fürs  Unendliche  hinzukam. 
Hier  betrachten  wir  immer  nur  ein  endliches  Flaehenstück  S,  auf 
dessen  Grenze  s  die  Function  w  gegeben  ist,  von  der  wir  ausser- 
.  dem  voraussetzen,  dass  sie  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  end- 
lich und  stetig  ist.  Dies  schliesst  die  Voraussetzung 
ein,  dass  auch  die. vorgeschriebenen  Randwerthe  längs 
des  ganzen  Randes  endlich  und  stetig  sind  und  über- 
all eine  endliche  Derivirte  haben. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  auch  hier  eine  Function  m, 
die  in  einem  Gebiete  S  der  Differentialgleichung  ^  w  =  0  ge- 
nügt und  mit  ihren  ersten  Ableitungen  endlich  und  stetig  ist, 
ein  logarithmisches  Potential  (für  das  Gebiet  S)  nennen. 
Das  Mittel  der  Untersuchung  dieser  Functionen  bildet  der 
Gauss'sche  Integralsatz  [Bd.  I,  §,  39  (8)]: 

j(||  +  1?)  -i/  =  -  j  [Zcos(«i)  +  r™(«!,)]  d,, 

aus  dem  man,  wenn  man 
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setzt,  die  Formel  ableitet: 

8t» 


B^"*"' 


worin  M)  und  w  irgend  zwei  im  Inneren  von  S  stetige  Functionen 
sind,  df^  äs  die  Elemente  der  Fläche  und  des  ßandes  von  S  und 
n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  unter  allen  Functionen  u 
mit  denselben  Randwerthen  die  zu  bestimmen,  für  die  das  In- 
tegral 

den  kleinst  möglichen  Werth  hat,  ao  verfahren  wir  nach  den 
Vorschriften  der  Variationsrechnung'). 

Man  ersetzt  m  in  ü  durch  u  -^^  bw,  worin  b  eine  Uonstante, 
Ml  eine  stetige  Function  mit  den  Randwerthen  Null  bedeutet  und 
ordnet  ß(M  -\-  bw)  nach  Potenzen  von  b: 

(6)  il{u~\-  sw)  = 

<-i/\ii.      !  /du  dw    ,    du  dw\    -,•    ,      „  n  /    ■, 
*W  +  '•  J  fe  8¥  +  8^  äij  <i/+  .'ß(»), 

und  wenn  nun  ß{«)  ein  Minimum  sein  soll,  so  muss  der  Coei'fi- 
cient  der  ersten  Potenz  von  b,  den  wir  die  erste  Variation 
von  Sl(u)  nennen,  verschwinden,  weil  sonst,  wenn  s  hinlänglich 
klein  und  mit  geeignetem  Vorzeichen  gewählt  wird, 

Sl{u  -f  £w)<ß(M) 
wäre. 

Es  ist  also  für  die  Function  w,  die  iß  zum  Minimum  macht, 
und  für  ein  beliebiges  am  Rande  verschwindendes  lo: 

C/dudw 
^  '  ]\dx  dx    '    öy  öyj  " 

und  folglich  nach  (4) 
(8)  (  w^udf  =  0, 

i  folgt,  dass  z/m  =  0  ist. 


']  Wir  verweiBen  hier  auf  das  Lehrbuct   der  Variationsrechiiung  i 
Ä.  Kneaer,  Braunschweig  1900. 
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Das  Integral  Sl(uj  hat  folgende  Bedeutung: 
Wenn  n  die  Ordinate  einer  über  S  ausgospanuten  krummen 
Oberfläche  ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieser  Oberfläche 


^-.(V'+(£T+(li)'^/- 

und  wenn  wir  beachten,  dass  du/dx^  du/dy  unendlich  klein  sind, 
80  ergiebt  sich,  wenn  mit  F^  der  Flächeninhalt  des  ebenen 
Stückes  S  bezeichnet  wird,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern 
höherer  Ordnung: 

(9)  F=F.  +  iil{«-). 

Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 
I,  Eine  ursprünglich  ebene,  am  Rande  gleich- 
förmig gespannte  Membran  nimmt  innerhalb 
einer  von  der  Ebene  unendlich  wenig  abweichen- 
den Randcurve  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der 
Flächeninhalt  so  klein  wie  möglich  wirdi). 


§■  111. 
Der   Green'sche   Satz  für    das   logarithmische  Potential. 

Wenn  ^m  =^  0  ist,   so  ergiebt  sich  aus   §.   110  (4)   für   ein 
beliebiges  to: 


'1  Aus  der  Existenz  eines  Minimutns  wolHen   Gauss,  W.  Thomson, 
Dirichlet  «nd  Eiemann  auf  die  Möglichkeit  IL'        g  d     Gl  '  h 
Jii^O  hei  beliebig  vorgeschriebenen  Raadwerth  n      hl         n     P      m    an 
hat  fürdieaeSthiiiBsweiae  den  Namen  „Diriciilet      h      Pn^        »gfht 
Dagegen  ist  mit  Recht  eingewendet  worden,  das    fdlt        l()d 
nur  positive  Werthe  annehmen  kann,  zwar  die  Ei.   te  t  G 

aber  nicht  die  eines  Minimums  evident  iat  (Riem    nn      D     to    D         t 
Art,  16  und  „Theorie  der  Abei'schen  Funütion  n     math  ma      h    W    k 
3.  Aufl.,  S.  30,  S.  96).    DaesRiemann  diese  Seh  gk    t  w  tl    mpt      1 

hat,  ergieht  sich  aus  dem  Art.  17  der  Doctor-D        t  d  m  B 

denken  theüweise,   abev   nicht  vollstätidig  begeg     t  (      gl         h  A  k    6 

zu  der  Dissertation,  Werke  8.  47).  Die  Darstell  g  d  og  b  nd  l  t 
Buchungen,  die  von  Schwarz,  C.  Neumann       d  A  d  1  m  Z       te 

angestellt  sind,  das  Dirichlet'aehe  Princip  d       b  f,     B  w 

setzen,  liegt  nicht  in  dem  Plane  dieses  Werk  [  1  d  \  tkl  P 
tentialtheorie"  uud  „  Rand  wert  h  -  Aufgaben"  in  Bd  II  d  E  kl  p  d  d 
mathematiseken  Wissenschaften). 

Biflm»nn-WeliBr,   PartleUe  »itfeientialgleichungBn.  jg 
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,,.  {  /dw  du    ,    dw  dü'\  j.  f      3m, 

und  wenn  wir  w  =:  u  annehmen: 

(.,    .(.)  =  j[(g)"  +  0J./  =  -|.||.. 

Daraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  u  am  Rande  verschwindet, 
es  in  der  ganzen  Elache  S  verschwinden  muss.  Denn  es  folgt 
in  diesem  Falle  aus  (2),  dasa  ß(w)  =  0  sein  muss.  Da  die  Ele- 
mente des  Flächenintegrals  aber  niemals  negativ  sein  können, 
so  muss 

ll  =  ».  1^  =  »' 

also  M  constant  und  wegen  der  verschwindenden  Randwerthe  =  0 
sein. 

Sind  %,  «a  zwei  Lösungen  von  iJu  =  0  mit  denselben 
Randwerthen,  so  ist  jt  =  Mj  —  u^  eine  Lösung  mit  verschwin- 
denden Randwerthen,  also  identisch  0  and  folglich  m^  =;  u^.  Da- 
mit ist  bewiesen: 

IL   Ein  logarithmisohes  Potential  m  ist   durch  die 

Randwerthe  innerhalb   S  eindeutig   bestimmt, 

und  wenn  die  Randwerthe  Null  sind,  identisch 

gleich  Null. 

Aus  §,  110  (4)  ergiebt  sich,  wenn  man  m  mit  tv   vertauscht 

und  dann  beide  Formeln  subtrahirt: 

(3)  |(»^..-.^»)./=-|(»|!-.||)<is, 

und  wenn  also  sowohl  z/ti  als  z/w  verschwinden: 

Wenn  nun  r  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes  q  von 
einem  festen  Punkt  p  ist,  also  wenn  x,  y  und  a,  h  die  Coordi- 
naten  von  g  und  p  sind: 

r  =  V(I  -  .)>  +  (9  -  6)', 
SO  genügt  IV  =^  logr  der  Bedingung  z/w  ^  0,  und  wir  erhalten, 
wenn  der  Punkt  p  ausserhalb  S  liegt,  aus  (4): 
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Liegt  aber  p  innerhalb  S,  so  wird,  logr  in  dem  Punkt  jj  uuend- 
licb,  und  um  die  Formeln  (3),  (4)  anwenden  zu  können,  miieaen  wir 
p  durch  eine  Hülle  von  dem  Gebiet  S  ausschliessen.  Diese 
Hülle  wählen  wir  kreisförmig  mit  dem  Mittelpunkt  p  und  dem 
Radius  q  und  erhalten  aus  (4): 

woraus  sich,  wenn  p  unendlich  klein  wird,  und  mit  «^  der  Werth 
von  M  in  dem  Punkt  p  bezeichnet  wird,  ergiebt; 
,„,  1    :/,         du  dlogr\    , 

worin  n  die  nach  innen  gelichtete  Normale  bedeutet. 

Die  entsprechende  Formel  für  drei  Variable  haben  wir  in 
§.  96  des  ersten  Bandes  besprochen,  und  zur  ÄMeitung  des 
Green'schen  Satzes  verwandt.  Wir  bezeichnen  die  Formel  (6) 
auch  hier  als  den  Green'schen  Satz.  Er  giebt  einen  Ausdruck 
für  die  Function  u  für  einen  beliebigen  Punkt  im  Inneren  von 
S,  wenn  die  Wertbe  von  u  und  du/dn  am  Rande  bekannt  sind. 

Da  nun,  wenn  p  ein  innerer  Punkt  ist,  die  in  (6)  unter  dem 
Integralzeichen  stehende  Function  und  ihre  nach  ti  und  b  ge- 
nommenen Derivirten  beliebiger  Ordnung  in  dem  Integrations- 
intervall durchaus  endlich  bleiben,  so  schliessen  wir  aus  (6),  wenn 
wir  eine  Function  mit  endlichen  und  stetigen  Derivirten  beliebig 
hoher  Ordnung  eine  analytische  Function  nennen: 

III.  Ein  logaritbmisches  Potential  ist  in  seinem  Ge- 
biete jS  eine  analytische  Function^). 

)  P  1      m  h  t  gt  (M  th  m    A      1       B     d  44)     d        die 

Et  11   t  d    tet  D  ff       t   Iq  ten  j    1       e  d     ng 

ttggtmdE  klbkt  Ft  tlmTyl'- 

hlht  whlt         Warn         Iw  tgb         h- 

1  h     t        t  lyt       h       F        t         d     b    i      "V        !1  & 

d      d      P     kte    j  i       t  t  ht     d  dl    h       Um- 

gbg  jlPktpml  &lt  dhiie 

T   jl  h     E    li     d      t  Hb         t  w    d  d  t    III         t  d   1       h  le- 

gdtd        IFtnulg        lg/  dm^  lythe 

Ft  Im&bt  ml  dl         IPt  hntdse 

F      t  gl     km  g     t  bl   1  1  ng    d     P     kt  i  m  t  den 

Cdt  j  d     T     ih  6dtlft  dd     Integrat  ou 

()        h         dPt  h  gfhtwl       kann 
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WeiiE  wir  in  der  Formel  (1)  w  ^^  l  setzen,  so  ergiebt  sich 

(7)  [rl^^-^"- 

und  wenn  wir  daher  die  Formel  (6)  auf  ein  G-ebiet  anwenden, 
das  von  einem  um  p  beschriehenen  Kreis  vom  Radius  r  begrenzt 
ist,  so  ist  logr  conatant,  dlogr/dn  =^ — l/r,  ds  =  rd&  zu 
setzen,  und  es  folgt 

also: 

IV.    Der  Werth  ttj,    des   logarithmischen    Potentials 
M  in  einem  beliebigen  Punkt  p  ist  gleich   dem 
arithmetischen  Mittel  aller  auf  einer  um  p  be- 
acbriebenen  Kreislinie  stattfindenden   Wortbe. 
Hieraus  ergeben  aicb  verscliiedene  Folgerungen: 
V.  Das  logaritbmische  Potential  ii  kann  in  keinem 
Punkt  innerhalb   S  einen  Maximum-   oder  Mi- 
nimumwerth  c  haben. 
Denn  wäre  ein  solcher  vorhanden,  eo  könnte  man   um   ihn 
eine  Kreisperipherie  beschreiben,  auf  der  u  überall  kleiner  oder 
überall  grösser  als  c  wäre,  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  IV. 
Und  ebenso  schiiesst  man: 

VI.   Ein  logarithmischea   Potential  kann    nicht   in 

einem   endlichen   Flächenstiick  constant  sein, 

wenn  es  nicht  überall  constant  ist. 

Denn  nehmen  wir  das  Gegcntheil  an,  und  wählen  für  p  einen 

Punkt   an   der  Grenze   dieses  Gebietes,   so  können  wir  um   ihn 

eine  Kreisperipherie  legen,  auf  der  u  theils   gleich  c  und  theils 

nur   kleiner   oder   nur    grösser    als  c   ist,    was    gleichfalls    dem 

Satz  IV.  widerspricht.     Endlich: 

VIL   Eine   Linie  innerhalb   S,    in    der  u  einen    oon- 

stanten  Werth  c  hat,  scheidet  Fläcbentheile, 

in   denen   u   kleiner   als   c   ist,   von   aolchen,   in 

denen  u  grösser  als  c  ist. 

Denn  wäre  in  der  Nähe  irgend  eines  Punktes  p  einer  solchen 


e  M  zu  beiden  Seiten  kleiner  als  c,  so  könnte  man  wieder  um 
ine  Kreislinie  legen,  auf  der  m  nirgends  grosser,  wohl  aber 
c  wild,  während   doch  Up  =■-  c  ist.    Also  erhält  i 
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den   gleiclien  Widerspruch.     Ebenso,   wenn  u   zu    beiden   Seiten 


QiQi 


Endiich  fügen  wir  noch  hinzu: 
VIII.   Die  Grleichgewichtsfläche  der  gespannten  Mem- 
bran hat,   wenn   sie  nicht  eben  ist,    überall   eine 
sattelförmige  Krümmung. 
Denn  dasProduct  der  beiden Hauptkrümmuugen  (das  Gausa'- 
sche  Krümmnil gsmaaas)  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 

1     __    dx^dy^       \dxd  y) 

und  wegen  z/  u  =  0  haben 

8^^    ^"^^     8^ 
immer  entgegengesetzte  Zeichen. 

§.  112. 
Die  Gleichung  der  schwingenden   Membran, 

In  mehrfacher  Hinsicht  anders   wie  die  Differentialgleichung 
^u  =  0  verhält  aich  die  Differentialgleichung  der  schwingen- 
genden  Membran 
(1)  Ju^lc^u^O^ 

Ein  wesentlicher  Unterschied  stellt  sich  schon  bei  folgender 
Betrachtung  heraus: 

Wenn  wir  in  der  Formel  §.  110  (4)  tc  ^  u  setzen,  und  an- 
nehmen, dass  u  der  Gleichung  (1)  genüge,  sa  ergiebt  sich,  wenn  u 

')   GauBB,   DisquisitioneB   generales   circa   euperficieE   ourvas,   "Werke, 

Bd.  4,  S.  230  (auch  in  Oatwald's  Ctassikern). 

')  Mau  vergleiche  über  diese  DiSerentialgleichung; 

H.  Weber,   Uebcr   die  Integration  der  partiellea  Differentidgleichaug  etc. 
Matliematlsohe  Annalen,  Bd.  I  (1868). 

Pookele,  Ueber  die  partielle  Differentialffleichmig  Ju  -(-  'c^'*  =  0  (Leip- 
zig 1891). 

Poii  -       -  _     .       .      . 
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mit  seinen  ersten  Dift'erentialquotienten  stetig  ist,  was  wir  jetzt 
immer  stillschweigend  Yorauasotzen  wollen: 


du  , 


Wäre  nun  h^  negativ,  so  wurde  man  daraus  wie  beim  loga- 
rithmischen  Potential  soWiessen  können,  dass  w  identisch  gleich 
Null  sein  müsste,  wenn  es  am  Eande  gleich  Null  ist,  und  dass 
also  überhaupt  die  Lösung  von  (1)  durch  gegebene  Randwertbe 
eindeutig  bestimmt  ist. 

Bei  positiven  Wertben  von  h^  ist  dieser  Schluss  aber  nicht 
mehr  gestattet,  und  in  der  That  sind  gerade  solche  Lösungen  von 
(1),  die  am  Rande  verschwinden,  wie  wir  gesehen  haben,  hei  der 
Theorie  der  Schwingungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
von  Bedeutung,  Es  bat  sich  in  den  früher  behandelten  Bei- 
spielen gezeigt,  dass  es  bei  gegebenen  Flächen  jS  Lösungen  u  mit 
verschwindenden  Rand  wer  then  ftir  unendlich  viele,  aber  nur  discrete 
Werthe  von  ifc*  giebt,  und  man  sieht  leicht,  wenn  es  für  ein  be- 
stimmtes ifcä  eine  Lösung  «i  mit  vorgeschriebenen  Randworthen 
und  eine  v^  mit  verschwindenden  Randwerthen  giebt,  dass  es 
dann  unendlich  viele  solcher  Functionen  u  mit  den  gleichen  Rand- 
werthen geben  muss,  nämlich,  wenn  l  eine  Constante  ist: 

Wem)  es  umgekehrt  für  dasselbe  Ä^  zwei  Lösungen  u,  Ui 
von  (1)  mit  denselben  Randwertben  giebt,  so  ist  ihre  Differenz 
Ui  ^  li-  —  li-i  eine  Losung  mit  verschwindenden  Randwerthen. 

§.  113. 
Analogen  des  Green'schen  Satzes, 

Ebenso,  wie  wir  für  die  Untersuchung  der  Differential- 
gleichung des  logarithmischen  Potentiales  eine  particulare  Lösung 
logr  benutzt  haben,  so  wenden  wir  auch  hier  eine  particulare 
Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  an.  Nehmen  wir  wie  früher 
einen  festen  Punkt  p  und  einen  variablen  Punkt  q,   deren  Ent- 

f er  nun  g  .___. 

r  —  ^f{x  —  af  -\-  {y  —  hy 
ist,  und   führen   um  p  Polarcoordinaten  r,  9-  in  der  Ebene   ein, 
so  orbalten  wir  aus  §.  112  (1)  [vergl.  §.  104  (1)]: 
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(1)  7  ~87-  +  r>i)5i +  *"«  =  »■ 

Wir  suchen  particulare  Integrale  w,  die  von  &  unabhängig 
sind,  die  also  der  Differentialgleichung: 

,     dto 
-,   dr  -,— 

1  _,^  +  t=„  =  0 
r      dr       ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(2)  f!?  +  l^  +  t..,  =  o 
^  ''  dr^    '    r  dr    ' 

genügen.  Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  für  die  Bessel'- 
schen  Functionen  0'"  Ordnung,  und  ihre  particularen  Lösungen 
sind  die  beiden  Functionen  Bd.  I,  §.  73: 

(3)  J{kr),        K{kr). 

Die  erste  von  diesen  Functionen  ist  für  alle  endlichen  Wertlie 
von  r  endlich,  und  stetig,  und  erhält  für  r  =  0  den  Werth  1, 
die  zweite  wird  unendlich  für  r  =  0,  und  zwar  so,  dass 

(4)  K{lcr)  =  — ■  —  logftf  -\-  funct.  cont. 

[Bd.  I,  §.  73  (6),  §.  74  (14)]. 

Wenn  wir  in  der  Formel  §.  111  (3): 

(6)         j(»^«;-..4»)<i/  =  -|(»||-»|f)<is 

für  M  und  w  zwei  Lösungen  der  Differentialgleichung  §.  112  (1), 
die  innerhalb  S  stetig  sind,  einsetzen,  so  ergiebt  sich: 

und  folglich: 

und  wenn  p  ausserhalb  S  liegt,  so  ist  aucl^ 

(8)  j(«C*,)g_.^M).,  =  „. 

Wenn  aber  p  innerhalb  S  Hegt,  so  erhält  man  wie  oben 
§.  Ul  mit  Rücksiebt  auf  (4) 
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(9)  .,,=_^j(i(,„)||_ 


huter  Abschnitt. 

dKßr)\ 


und  hieraus  kann  man  wie  in  §,  111  schliessen: 

I.   Eine  Lösung  der  Gleichung  ^ii  -\~  h^u  =  0,   die 
innerhalb  S  mit  ihren   ersten   Derivirten   end- 
lich und  stetig  ist,  ist  eine  analytische  Function. 
Dieser  Satz  ist  noch  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  III. 
für  das  logarithmiache  Potential. 

An  Stelle  der  Function  K(hr)  können  wir  nach  (6)  auch 
andere  Functionen  setzen.  Wenn  wir  nämlich  unter  v  eine  be- 
liebige analytische  Lösung  von  ^v-^h^v=^0  verstehen,  wie 
wir  sie  uns  leicht  in  beliebiger  Menge  durch  trigoiiometrische 
oder  Beaserscbe  Functionen  herstellen  können,  und  dann 
(10)  l  =  K{kr)  +  'ü 

setzen,  so  ergiebt  sich  aus  (9): 

(11)  ,..  =  _'f(i|if  _.")<(», 

und  über  ein  Gebiet,  das  den  Punkt  p  nicht  enthält: 

^    '  i  }\    on  dn/ 

Zum  Beweis  der  Forme!  (11)  ist  es  aber  nicht  nöthig,  die 
Stetigkeit  der  Differentialquotienten  von  u  vorauszusetzen.  Das 
Wesentliche  dabei  ist  nur,  dass  die  Gleichung  (12)  für  jeden 
Theil  von  S,  der  den  Punkt  j>  nicht  enthält,  befriedigt  ist. 

Lassen  wir  also  die  Stetigkeit  der  Derivirten  von  u  in  ein- 
zelnen Punkten  oder  Linien  dahingestellt,  und  zerlegen  S  in  zwei 
Bestandtheile  S'  und  S",  so  dass  diese  ünstetigkeitsstellen  alle  in 
S"  enthalten  sind,  so  wird  die  Formel  (11)  und  damit  der  Satz  \. 
für  S'  richtig  sein,  wenn  nur  das  über  die  Begrenzung  ö  von  S" 
erstreckte  Integral 

ist,  worin  wir  unter  v  die  ins  Innere  von  S"  gerichtete  Normale 
an  iJ  verstehen  wollen.  Da  wir  S"  auf  Linien  und  Punkte  zu- 
sammenziehen können,  und  die  Function  u  selbst  als  stetig  vor- 
ausgesetzt ist,  so  gilt  die  Formel  (11)  für  jede  Lage  des  Punktes 
p  innerhalb  S,     Wir  können  also  den  Satz  I.  so  ergänzen: 
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IL   Ist  V  =  k  —  K{ltr)  eiue  überall  endliche  analy- 
tische Lösung  der  Gleichung  /iv  -\-  li^v  ^=  0,  und 
w  eine  stetige  Löaung  derselben  Gleichung,  deren 
Derivirte   höchstens   in   einzelnen    Punkten    oder 
Linien    unstetig    werden,    jedoch   so,    daas   die 
Gleichung  (13)  über  jede  die  etwaigen  Unstetig- 
keiten    einscbliesaende   Hülle  <J  erstreckt,  be- 
friedigt ist,  so  ist  u  in  dem  ganzen  Gebiete  S 
eine  analytische  Function, 
Da  man  in   die   Function  l  eine  beliebige   endliche  Anzahl 
linear  vorkonimender  willkürlicher  Constanten  aufnehmen    kann, 
so   können   wir   dieser   Function  noch  weitere  Bedingungen  vor- 
schreiben, z.  B.,   dass   sie  in  gewissen  gegebenen   Punkten  =  0 
werden  soll. 


§,  114. 
Der  Mittelwerthsatz. 

Eine  andere  Gestalt  nimmt  hier  der  Mittelwerthsatz  an,  den 
wir  in  §,  111,  IV.  für  das  logarithmische  Potential  ausgesprochen 
haben. 

Wir  wenden  die  Formeln  (8)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
auf  ein  um  p  als  Mittelpunkt  beschriebenes  kreisförmiges  Gebiet 
vom  Radius  r  an,  und  erhalten,  wenn  wir  die  Ableitungen  der 
ßessel'schen  Functionen  J(x)  und  K{x)  mit  J'(x),  K'(x)  be- 
zeichnen, da  hier  d/dn  =  —  d/dr  ist: 

(1)  »,  =  J  JTCir)  jl^  «  -  '^  K'(kr)^ud», 

(2)  0  =  i  J('")  j'l^  i»  -    f  J'(/")|.rt, 

und  wenn   wir  die  Formel  (1)  auf  die  Function  u  =  J(lc  r)   an- 
wenden : 

(3)  1  =  ^  [-K (* ')  J' C' >■)  ~Jßr)K' p. r)-J. 

Wenn  wir  daher  (1)  mit  J(kr),  (2)  mit  —  K(kr)  multi- 
plicireu  und  addiren,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3) : 
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(4)  u,JQ:r)- 


2  %   \ 


IIL  Das  arithmetische  Mittel  der  Werthe  von  w 
auf  einer  Kreislinie  mit  dem  Radius  r  ist  gleich 
dem  Werthe  von  «  im  Mittelpunkt,  multipli- 
cirt  mit  der  Function  J(kr)  für  die  Kreisperi- 
pherie. 
Dieser  Satz  zeigt,  ,dass  sich  unsere  Function  m  anders  ver- 
hält, wie  das  logaritbmisohe  Potential, 

Wenn  zunächst  m^  =  0  ist,  so  zeigt  die  Forme!  (4),  dass  u 
auf  keiner  um  den  Punkt  p  gelegten  Kreisperipherie  ein  unver- 
änderliches Vorzeichen  haben  kann,  und  dass  also  u  auf  jeder 
solchen  Kreislinie  wenigstens  zweimal  =  0  werden  muss.     Also: 

IV.  Durch  jeden  Punkt,  in  dem  die  Function  m  ver- 
schwindet, geht  eine  Linie,  in  der  u  =  O.ist, 

V.  Eine  Linie,  in  der  m  — 0  ist,  scheidet  Flächen- 
theile,  in  denen  u  positiv  ist,  von  solchen,  in 
denen  u  negativ  ist. 

Es  kann  hier,  anders  wie  beim  logaritb mischen  Potential, 
Punkte  und  Linien  geben,  in  denen  u  einen  Maximum-  oder 
einen  Minimumwerth  hat.  Diese  extremen  Werthe  können 
aber  niclit  gleich  Null  sein. 

Die  Gleichung  J{1)  =  0  hat,  wie  wir  in  §.  71,  Bd.  I  gesehen 
haben,  unendlich  viele  Wurzeln,  von  denen  die  kleinste  wtr^  2,4048... 
ist.     Wenn  wir  also  r  =  ct/k  setzen,  ao  folgt  aus  (4) : 

I  ud»  =  0. 

VL   Es   muss   also    auf   einer    Kreisperipherie,    deren 
Radius  den  Werth  a,/k  hat,  wo   auch  der  Punkt  ji 
liegen  mag,  die  Function  u  ihr  Zeichen  wechseln, 
also  gleich  I^ull  werden,  vorausgesetzt  natürlich, 
dass   das   Gebiet    S,   in    dem    u   gegeben   ist,    eine 
hinlängliche  Ausdehnung  hat. 
Ist  die  Function  m  in   der   ganzen  unendlichen   Ebene  ge- 
geben, so   folgt  hieraus,   dass  die  Ebene  durch  Null -Linien  in 
Felder  getheilt  ist,  deren  Ausdehnung  wenigstens  in  einer  Rich- 
tung endlich  ist,  in  denen  u  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist. 
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§.  115. 
Harmonische  Functionen, 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  am  Rande  der  Fläche 
S  verschwindenden   Lösungen   der  Differentialgleichung 
(1)  ^u-irh^u  =  0 

in  der  Fläche  S,  weil  diese  Functionen  die  einfachen  periodi- 
schen Bewegungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
bestimmen.  Wir  nennen  sie  die  harmonischen  Functionen 
der  Fläche  S.  Sie  treten  nur  für  gewisse  Werthe  der  Con- 
stante  k^  auf,  deren  jeder  eine  einfache  Schwingung sform  be- 
stimmt. Diese  Werthe  der  Constanten  k^,  die  in  unendlicher 
Zahl  vorhanden  sind,  müssen  für  eine  gegebene  Form  der  Fläche 
S  bestimmt  werden,  wenn  das  Schwingungsprohlem  gelost  werden 
soll;  es  kann  dies  aber  erst  dann  geschehen,  und  zwar  durch 
Lösung  einer  transcendenten  Gleichung,  wenn  die  particularen 
Lösungen  für  ein  unbestimmtes  k^  bekannt  sind.  Es  kann 
bei  besonderen  Formen  der  Fläche  S  vorkommen,  wie  wir  es  z.  B, 
bei  der  quadratischen  Membran  gesehen  haben,  dass  für  einen 
und  denselben  Werth  von  fc^  ^^ei  oder  mehr  harmonische  Func- 
tionen «1,  «2, ...  möglich  sind,  und  zwar  giebt  es  dann  immer  eine 
ganze  Schaar  a,  itj  +  aj  m^  -|-  ■  ■  ■  mit  willkürlichen  Coefficienten 
öl,  »a  ...  Die  Ermittelung  solcher  Fälle  hängt  von  zahlentheoreti- 
schen Fragen  ab,  über  die  uns,  abgesehen  von  dem  einfachsten 
Fall  der  rechteckigen  Fläche,  nichts  bekannt  ist. 

Andererseits  können  für  solche  Werthe  von  k^,  für  die  eine 
harmonische  Function  ü  der  Fläche  S  existirt,  die  Randwerthe 
einer  Lösung  der  Gleichung  (1)  nicht  beliebig  vorgeschrieben 
sein;  denn  nehmen  wir  in  der  Formel  (6),  §.  113  für  w  eben 
diese  harmonische  Function  [/,  so  ergiebt  sich  für  die  Randwerthe 
von  u  die  Bedingung; 

J  8  « 
Für  die  allgemeine  Theorie  der  harmonischen  Functionen  ist 
die  Zurückführung  auf  eine  Minimums-Äufgabe  von  Werth,  wenn 
auch,  was  die  Beweiskraft  dieser  Betrachtung  betrifft,  dasselbe 
einzuwenden  ist,  wie  in  Bezug  auf  das  Dirichlet'sche  Princip. 
(§,  110,  Anmerkung.) 
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§.  IIG. 
Die  harmonische  Grundt'uüction. 

Wir  stellen  folgende  Aufgabe: 

I.  Es  wird  unter  allen  in  S  stetigen  am  Rande  von 
S  verschwindenden  Functionen  eine  solche,  u, 
gesucht,  die  unter  der  Bedingung 

(1)  ^uHlf=  1 

das  Integral 

(^)         -«- 11(11)' +Q>/ 

so    klein    als    möglich    macht,     wenn     df    alle 
Flächenelemente  von  S  durchläuft. 
Dass,    wie    in    der    analogen   Aufgabe    des   logarithmiachen 
Potentials,  die  Function  -w  =  0  sei,  ist  durch  die  Bedingung  (1) 
ausgeschlossen.     Wir  setzen  nur  Abkürzung,  wenn  u,  w  zwei  be- 
liebige Functionen  sind : 

Wir  nehmen  eine  solche  stetige  Function  m  an,  deren  Deri- 
virte  in  einzelnen  Linien  oder  Punkten,  aber  nicht  in  Flächen  un- 
stetig sein  können  und  beweisen  nun  zunächst,  um  die  Bedingungen 
für  die  gesuchte  Function  aufzustellen,  Folgendes: 

1.  Das  Integral  jJJ(tt)  kann  noch  verkleinert  wer- 
den, wenn  es  eine  am  Rande  verschwindende 
stetige  Function  w  in  S  giebt,  deren  erste  Ab- 
leitungen endlich  sind  und  die  den  Bedingungen 
genügt,  dass 

(4)  \uwAf  =  0, 

(öj  i^  (w,  %v)  nicht  =  0. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  existire  eine  solche  Function  w, 
so  setzen  wir 


(6)  j,o.<i/  = 
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{7}  E7  =  (1+A^ö)«  +  Am, 

worin  h  und  a  Constanten  bedeuten. 

Es  verschwindet  hiemach  17  am  Kande,  und  es  ist  nach  (4): 

und  wenn  also  sowohl  JJ  als  ii  der  Bedingung  (1)  genügen  sollen, 


1  -|-  ftäo;  ::=  yi  —  feam 
sein.    Hieraus  soll  die  Constante  a  als  Function  der  Constanten  Ä 
bestimmt  werden;  a  wird  reell,  wenn  h,  hinlänglich  klein  ist,  und 
wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird,  so  ist  o  =  ^iw( 
für  fe  =  0,  bleibt  also  endlich. 

Ist  a   so  bestimmt,   so  genügt  TJ  der  Bedingung  (1),    'Es   ist 
aber 

ß((7)  =  (l  +  Ä3ffl)sß{M)  -4-  2A(1  +  ÄSa)ß(M,  «)-f/iäß(w), 
und  hierfür  kann  man  auch  setzen: 

(8)  il{JJ)  =  ß(M)  +  2Äß(M,  w)  -j-  h^@, 

indem  man  alle  Terme,  die  mit  li^  und  höheren  Potenzen  von  h 
multiplicirt  sind,  in  W^®  zusammen fasst. 

Da  nun  @  und  ß{M,  w)  endlich  sind,  so  kann  man,  wenn 
ß  (ü,  w)  nicht  verschwindet,  Ji  so  klein  annehmen,  dass 
2  ß  (m,  w)  -)-  A  0  im  Vorzeichen  mit  ß  {u,  w)  übereinstimmt,  und 
wenn  man  dann  dem  fo  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt,  so 
wird  ß([/)  — ■  il(u)  negativ,  also 

ß(ü)<ß(M),       . 
w.  z.  b.  w. 

Hiernach  muss  also,  wenn  ß  {u)  der  gesuchte  Minimumwerth 
ist,  für  jedes  der  Bedingung  (4)  genügende,  am  Rande  ver- 
schwindende w 

(9)  ß(M,  w)  =  0 

sein.     Wir  führen  jetzt  an   Stelle   von  iv  eine  neue  Function  t) 
ein,  indem  wir 

setzen,  und  die  Constante  ^  so  bestimmen,   dass   die  Bedingung 
(4)  identisch  befriedigt  wird,  nämlich  [wegen  (1)]: 


(10)  t^^iuiidf. 
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Vie 


i-  Äbeclinitt. 


Die  I'unction  ^  ist  dann  an  keine  weitere  Bedingung  ge- 
bunden, als  dasB  sie  innerhalb  S  stetig  und  am  Rande  von  S 
gleich  Null  sein  soll. 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  von  w  in  (9)  substituiren ,  so 
folgt 

(11)  £i(u,  ^)  —  itP.{ii)  =  0, 
und  wenn  wir  also 

(12)  ß(M)  =  /c^ 

setzen,  also  mit  h"^  den  gesuchten  Minimumwertli  selbst, 
also  eine  Constante  bezeichnen,  so  erhalten  wir  aus  (11),  wenn 
wir  für  ft  den  Werth  (10)  einsetzen: 

(13) 


ß(M,  tj)  —  fts  [uTjäf  =  0. 


Wir  zerlegen  jetzt  die  Flache  S  in  7 
an   einer  Curve  ö  zusammenstossen.     Dit 


i  Theile  S'  +  8"._  die 
i  Grenzcurve  ö  wählen 


wir  90,  dass  alle  etwa  vorhandenen  Un- 
stetigkeiten  der  Derivirten  von  u  innerhalb 
S"  liegen,  dass  die  Grenzcurve  6  höchstens 
in  einzelnen  Punkten  a,  ß,  .  ,  .  mit  der 
Grenze  s  von  S  zusammenfällt  und  dass  an 
ö  die  Derivirten  von  u  stetig  sind. 

Die  Function  rj  muss  stetig  und  an  der 
Grenze  s  gleich  Null  sein.     Wir  wählen  sie 
so,  dasa  ihre   Derivirten  in  S"  stetig  sind, 
lassen  sie  aber  sonst  unbestiramt. 
Das  Fläehenintegral 

n/       \         [ /'öud'n    .    'du  dv\  j, 

ßC»,'i)  =  J(ä^äi  +  e^8i)''/ 

zerfällt  dann  in  zwei  Theile  ß'  (m,  tj),  ß"  («,  ij),  in  denen  df  die 
Elemente  df,  df"  von  S'  und  S"  durchläuft.  Verstehen  wir 
noch  unter  v  die  ins  Innere  von  S"  gerichtete  Normale 
an  fl,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Satz  §.  110  (4),  da  die  Ableitungen 
von  M  in  S',  die  von  t;  in  S"  stetig  sind: 

£l'(u.,  1?)  =  —  ^7]Judf'   +  {j/^dö, 
ß"(M,  ,))  =  —■  j  uA^idf"  —  I  M  1^  dö, 
und  daraus  durch  Addition  nach  (13): 
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(U)  ^ni^^  +  '^=«)<^/'  +  Jm(^^  +  lc^ri)df" 

Nehmen  wir  zunächst  ij  innerhalb  S"  und  an  der  Grenze  tf 
gleich  Null  an,  so  ergiebt  sich 

U{^M  +  /i;äM)(^/  =  0, 

und  da  »j  in  S',  abgesehen  von  dem  Grenzwerth  Null,  willkürlich 

ist,  80  folgt  hieraus 

(15)  ^u  +  ft^M  ^  0. 

Diese  Gleichung  ist  hierdurch  zunächst  nur  für  die  Fläche 
jS'  bewiesen.  Da  aber  S'  jeder  Theil  von  S  sein  kann,  mit 
etwaigem  Ausschluss  solcher  Linien  und  Punkte,  in  denen  die 
Ableitungen  von  u  unstetig  sind,  so  ist  die  Gleichung  (15)  in 
der  ganzen  Fläche  5  befriedigt. 

Wir  machen  in  der  Formel  (14)  noch  eine  zweite  Annahme 
über  Tj.  Wir  nehmen  einen  willkürlichen  Punkt  p  innerhalb  S' 
an,  und  nehmen  eine  Function  A  wie  im  Satz  §.  113,  IL,  d.  h. 
eine  Lösung  der  Gleichung 

^A-f /cU  =  0, 
die  im  ganzen  Gebiete  8,  mit  Ausnahme   des  Punktes  p  endlich 
und  stetig  ist,  und  im  Punkt  p  logarithmisch  unendlich  wird. 

Wir  nehmen  tj  :=  2.  innerhalb  8"  und  setzen  ^  willkürlich, 
jedoch  stetig,  in  das  Gebiet  S'  bis  zum  Rande  s  fort,  so  dass  7} 
am  Rande  s  den  Werth  Null  erhält.  Dies  ist  möglich,  wenn  wir 
A  in  den  etwa  vorhandenen  Berührungspunkten  a,  ß,  . . .  von  s 
und  (J  gleich  Null  annehmen,  was  nach  der  Schlussbemerkung  in 
§,  113  gestattet  ist.     Es  ergiebt  sich  dann  aus  (14): 

und  damit,  mit  Rücksicht  auf  §.  113,  II.  der  Satz: 

2,  Die  am  Rande  von  S  verschwindende  stetige 
Function  w,  die  dem  Integral  £l(u)  unter  der 
Bedingung  (1)  den  kleinsten  Werth  fc*  ertheilt, 
ist  eine  analytische  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

^u  -^  k^u  ^  0, 
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Es  ist  also  u  eine  harmonische  Function  dor  Fläche  S.    Wir 
nennen  sie  die  harmonische  Grundfunction. 

Aus  2.  ergehen  sich  über  diese  Function  noch  weitere  Folge- 
rungen : 

'6.   Die  harmonische  Grundfunction  hat  innerhalb 

S  überall  dasselbe  Vorzeichen. 
Wenn  nämlich  die  Function  u  theils  negativ,  theils  positiv 
wäre,  so  miisste  eine  Linie  l  exiatiren,  an  der  u=0  ist,  und 
wir  könnten  eine  Function  m'  bilden,  die  überall,  wo  u  positiv 
ist,  mit  M  übereinstimmt,  und  wo  u  negativ  ist,  ^  ■ —  u  ist.  Es 
ist  dann 

j'«''d/=l,    a{u')  =  ii(u)  =  i: 

An  der  Linie  l  können  aher  die  Difi'erentialquotienten  von 
m'  nicht  immer  stetig  sein,  weil  u'  zu  beiden  Seiten  von  l  das- 
selbe Zeichen  hat,  was  nach  §.  114,  V.  hei  einer  der  Differential- 
gleichung ^u-\-k^u  =  0  genügenden  Function  "mit  stetigen  Diffe- 
rentialquotienten nicht  möglich  ist.  Es  würde  also  £l(u')  nach 
dem  Satze  2.  durch  Abänderung  von  u'  noch  verkleinert  werden 
können,  was  der  Voraussetzung  widerspricht,  dass  Si(it)  =^  Sl(u') 
der  kleinste  Werth  dieses  Integrals  sei.  Der  harmonischen 
Grundfunction  entspricht  eine  mögliche  Schwingung  der  Mem- 
bran, die  wir  die  Grundschwingung  oder  (in  akustischer 
Anwendung)  den  Grundton  nennen;  Linien,  in  denen  die 
Function  u  gleich  Null  wäre,  würden  bei  dieser  Schwingung 
Knotenlinien  sein.     Wir  haben  also  den  Satz; 

4.  Die  Grundachwingung  hat  keine  Knotenlinien, 
und  ferner; 

5.  Die  harmonische  Grundfunction  kann  in  keinem 
Punkte  im  Inneren  von  S  verschwinden. 

Denn  die  Annahme,  dass  u  in  einem  Punkte  p  gleich  Null 
sei,  widerspricht  nach  4.  dem  Satze  §.  114,  IV.  und  hieraus  folgt: 

6.  Es  giebt  für  ein  gegebenes  Gebiet  S  nur  eine 
hartnonische  Grundfunction,  wenn  wir  von  einer 
blossen  Aenderung  des  Vorzeichens  absehen. 

Angenommen,  wir  hatten  zwei  solcher  Functionen  Ui,  t*a,  die 
nicht  in  conatantem  Verhältniss  stehen,  die  also  den  Differential- 
gleichungen 

Ju,  -j-  fe^M,  =  0,         z^%  -|-  fcUia  =  0 
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genügen.     Wir  bezeichnen  mit  h,  c  Constaiiten  und  setzen 

Danii  kann,  wenn  h  von  Null  verschieden  ist,  u  nicht  identisch 
verschwinden  und  es  ist 
<17}  zltt-[-h^u  =  0. 

Für  jedes  c  lässt  sich  die  Constante  h,   vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, eindeutig  so  beatimmen,  dass 


\u^df  = 


1 


wird.  Dann  ergiebt  sich  aber  aus  (17)  durch  Multiplication  mit 
ndf  und  Integration  über  S  nach  g.  110  (4),  wenn  dort  «i  =:^  m 
gesetzt  wird: 

£l(u)  =  h\ 
Es  würde  also  u  für  jode  Annahme  über  c  eine  harmonische 
Grundfunotion  sein.     Nun  kann  man  aber  c  so   bestimmen,   dass 
«  in  eiüem  beliebigen  Piinkte^von  S  verschwindet,  was  mit  dem 
Satze  5.  im  Widerspruch  steht. 


Die  höheren  harraoniachen  Functionen. 

Nachdem  die  harmonische  Grundfunction  u  der  Fläche  iS' 
bestimmt  ist,  Itommt  man  zu  den  höheren  harmonischen  Func- 
tionen von  S  auf  folgendem  Wege: 

II.  Es  wird  unter  allen  in  S  stetigen  am  Rande 
von  S  verschwindenden  Functionen  eine  solche, 
«,,  gesucht,  die  unter  den  Bedingungen 

(1)  ^uldf=  1,         \^uu,df=  0 

dem  Integal  ii{u,)  einen  kleinsten  Werth  /c?  er- 

theilt. 
Aus  der  zweiten  der  Bedingungen  (1)  ersieht  man  zunächst, 
dass  die  Function  Ui  von  der  Function  m  verschieden   sein  muss, 
und  daraus  folgt 

(2)  k  <  k,. 
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Man  zeigt  zunächst,  genau  wie  bei  dem  Beweise  des  Satzes 
1,  im  vorigen  Paragraphen,  dass  die  Function  u^,  fiir  jede  stetige 
Function  w  in  S,  die  den  Gleichungen  genügt; 

(3)  JMwd/=0,         |j(jW(i/. 

die  Bedingung 

(4)  ß(M|,  w)  =  0 
befriedigen  muss. 

Hierauf  setzt  man 

(5)  w  =  7)  —  (iM  —  (t,M„ 

und  bestimmt  die  Constanten  jt,  (i^  so,  dass  die  beiden  Be- 
dingungen (3)  identisch,  für  jedes  tj  befriedigt  sind,  nämlich, 
wegen  (1)  und  §.  116  (1); 

(6)  n  =  JfjiK?/,      Pi  =  J^%<^/; 
dann  ergiebt  sich  aus  (4): 

ß(M„  Ti)  —  ftß(l%,  m)  —  fAiß(MO   =  0 

und  da  nach  §.  116  (9): 

il  (Ml,  m)   =    0, 

und  nach  dei-  Voraussetzung 

(7)  ßC.,)  =  K- 

ist,  so  folgt  hieraus 

ß(M„7j)  —  ftifcf   =    0, 

und  endlich  nach  (6): 

f/ÖM,  dii    I    9m,  öl)        ,„        \    ,  , 
^•'  JVöicSa:'     dy  dy         i'y-' 

Hieraus  aber  können  wir  genau,   wie   wir  im  vorigen  Para- 
graphen den  Satz  2.  bewiesen  haben,  schliessen: 

7.   Die   Function   m,   ist    eine    analytische   Lösung 
der  Differentialgleichung 

z/m,  -yiilu^  =  0, 
die  am  Rande  von  S  den  Werth  Null  hat. 
Diese  Function  kann  im  Gegensatz  zu   der  Grnndfiinction  j.r 
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(§.  116,  3.)  nicht  in  der  ganzen  Fläche  S  dasselbe  Zeichen  haben, 
wie  aus  der  zweiten  Gleichung  (1)  unmittelbar  zu  ersehen  ist. 

Der  Function  Wi  entspricht  eine  mögliche  Schwingung  der 
Membran,  die  die  erste  Oberschwingung  oder  der  erste 
Oberton  heisst. 

8.   Die  erste  Oberschwingung  hat  immer  Knoten- 

linien. 
Wir  können  auch  nicht  schliesaen,  daes  es  nur  eine  solche 
Function  m,  giebt.  Wir  haben  im  (jegentheil  an  dem  Beispiele 
des  Rechteckes  gesehen,  dass  es  Fälle  giebt,  in  denen  zu  einem 
bestimmten  Werthe  von  h^  mehrere  harmonische  Functionen  ge- 
hören. Diese  Falle  haben  aber,  wie  jene  Beispiele  zeigen,  den 
Charakter  von  Ausnahmefällen,  d.  h,  die  Begrenzung  der  Fläche 
S  ist  an  irgend  eine  bis  jetzt  nicht  bekannte  tiefliegende 
algebraische  Bedingung  geknüpft. 

Man  kann  auf  diese  Weise  unbegrenzt  weiter  gehen,  und  es 
wird  genügen,  wenn  wir  noch  den  nächsten  Schritt  besehreiben, 
III,  Es  wird,  nachdem  die  beiden  ersten  Schwingunge- 
functionen  u,  Ui  gefunden  sind,  unter  allen 
stetigen  am  Rande  von  S  verschwindenden 
Functionen  eine  solche,  %,  gesucht,  die  unter 
den  Bedingungen 

(9)  j  «1  ti/  =  1,       j  «  «,  äf=0,      I .., »,  df  =  0 

dem  Integral  Siiu^)  einen  kleinsten  Werth  fc,| 
ertheilt. 
Diese  Function  kann  wegen  (9)  mit  keiner  der  beiden  Func- 
tionen w,  Ml,  noch  auch  mit  einer  linearen  Verbindung  von  ihnen 
mit  constanten  Coefticienten  identisch  sein,  und  da  die  Be- 
dingungen (9)  die  Bedingungen  der  Aufgabe  U,  eins ch Hessen, 
so  ist 

(10)  fc  <  h  ^  h- 
Man  zeigt  zunächst  wie  oben,  dasa 

(U)  ß(«ä,  w)  ^  0 

sein  muss  für  alle  den  Bedingungen 


(12) 


lu«idf=0,       f»,w(J/=0,       fi<,iii(ly  =  0 
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genügenden  Functionen  w,  und  setzt  dann 

(13)  w  =  rj  —  (i«.  ■ — ■  ji,  K,  —  (t^Mä, 
worin,  damit  (12J  befriedigt  sei, 

(14)  n^lTjudf,     fii  —  [rjii^df,    jt3=:Lw,  d/ 

zu  setzen  ist,  und  dann  ergiebt  sieb  auf  demselben  Wege  wif 
oben  der  Satz 

9.   Die   dritte   barmoniache   Function   u-j    ist    eine 

am  Rande  verscbwindende  analytische  Losung 

der  Differentialgleichung 

^%  +  fc>a  =  0. 
Es  liann  also  hier  der  Fall  eintreten,  dass  /^  =  l,  wird, 
dann  nämlich,  wenn  die  Bestimmung  \on  «j  jntht  eindeutig  iht, 
mau  aber  zunächst  eine  dieser  Functionen  für  m,  bebebig  aus- 
gewählt hat.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ist  auch  «i  u-^  -j-  Oj  1I3  fui 
beliebige  constante  Coefflcienten  a-^ ,  a^  eine  zu  demselben  h^  ge- 
hörige harmonische  Function.  Geht  man  dann  zur  Bestimmung 
einer  dritten  Function  «^  über,  die  untei  den  Bedingungen 

(16)  [".•<!/=l,       (»n,(i/=0,       |«,..,fl/  =  0, 

j....,<V=    0 

das  Integral  Si{ug)  zu  einem  Minimum  fc|  macht,  so  orliält  man 
die  nächste  harmonische  Function,  und  es  ist  durch  (15)  nicht 
nur  ausgeschlossen,  dass  M3  mit  u  oder  m^  oder  u^  identisch 
werde,  sondern  auch  dass  %  von  m,  ti^  und  itg  linear  abhängig,  d.  h. 
in  der  Form  u^  =  au  -\-  a-^ti^  -\-  a-iU^  enthalten  sei, 

I  Man  kann  auf  diese  Weise  weiter  schliessen,  und  erhält  eine 
unbegrenzte  Reihe  positiver,  stets  wachsender  oder  wenigstens 
nie  abnehmender  Werthe  von  k: 

(16)  ?<:  <  fci  ^  fea  ^  K  ■  ■  -^ 

und  zu  jeder  dieser  Constanten  erhält  man  eine  analytische,  am 
Rande  verschwindende  Lösung  der  Differentialgleichung: 

(17)  zlui^lfui  =  0. 
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Diese  Functionen  geben  die  liölieron  Oheraciiwingungen  der 
Membran. 

Alle  höheren  Oberschwingungen  haben  Knoten- 
linien, Durch  diese  Knotenlinien  wird  die  Fläche  S  in  Felder 
getheilt,  in  denen  die  entsprechende  Function  w*  abwechselnd 
positive  und  negative  Werthe  hat. 

Durch  die  Differentialgleichung  selbst  sind  die  harmonischen 
Functionen  nur  bis  auf  einen  conatanten  Factor  bestimmt;  bis- 
her haben  wir  diesen  Factor  durch  die  Bedingung 

(18)  J»'ii/=1 

bestimmt,  und  wir  wollen  daran  auch  jetzt  noch  festhalten. 

Ueber  die  Knotenlinien  der  höheren  Ober  Schwingungen  läset 
sich  nicht  viel  Allgemeines  sagen.  Die  bekannten  Beispiele 
sprechen  dafür,  dass  die  k,  k^,  fc^i---  "äer  Reibe  (16)  mit  dem 
Index  ins  Unendliche  wachsen,  und  dass  es  also  unter  einer  be- 
stimmten endlichen  Grenze  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ihnen 
giebt.  Ist  dies  richtig,  so  folgt  auch,  dass  es  zu  einem  be- 
stimmten &  nur  eine  endliche  Anzahl  linear  unabhängiger  har- 
monischer Functionen  giebt.  Unter  gewissen  allgemeinen  Vor- 
aussetzungen über  die  Gestalt  des  Gebietes  S  hat  Poincare 
hierfür  einen  Beweis  gegeben  (in  §.  "V.  der  auf  S.  277  citirten 
Abhandlung). 


Entwickelung  einer  Function  nach  harmonischen 
Functionen. 

Sind  u  und  v  irgend  zwei  harmonische  Functionen  der  Fläche 
S,  so  ist,  wenn  k,  X  die  entsprechenden  Conetanten  sind: 

Ju  +  Ic^u  =  0,        ^4)  4-  XH  =  0, 

und  daraus  folgt,  wenn  man  die  erste  mit  vdf,  die   zweite  mit 
—  udf  multiplicirt,  addirt  und  über  die  Fläche  S  integrirt: 

Uv^u  —  u^v)äf  —  {l'^  —  fea)  \uvdf. 
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Die  linke  Seite  ist  aber  liier  gleich  Null  [nach  §.  TU,  (3)J 
und  es  folgt  also,  wenn  ?.  von  k  verschieden  ist: 

(1)  |..,(i/=0. 

Hieiius  können  wii  zunichst  '<cliliea'<en ,  dass  es  keine  har- 
monische Function  geben  kann  die  zu  einem  imaginären  h  gehört. 
Denn  wenn  7i  complex  ist  und  A  zu  J  conjugirt  imaginär,  so  ist 
Ä  von  X  verschieden  und  u  und  i  sind  gleichfalls  conjugirt 
imaginai  oder  können  wenigstens  so  angenommen  werden.  Dann 
ist  abei  n  v  wesentlich  positiv,  und  die  Gleichung  (1)  ist  unmög- 
lich Dios  A  nicht  lem  imagmar  d  h  Ar^  negativ  sein  kann, 
hiben  wii  schon  oben  nachge^Mesen  (S   278) 

Vi  11  I  elimen  nun  die  Reihe  der  luf  eimndei  folgenden  Weithe 

(2)  /    l     U    h 

und  7u  jedem   lie  7u^,ehonge  haim  nische  Function 

(t)  «     Hl     «s     M 

die  wir  der  (Bedingung 

(4)  !«?<;/=  1 

unterwerfen.  Wir  sehen  zunächst  von  dem  Falle  ab,  dass  zu 
einem  k,  mehrere  harmonische  Functionen  gehören.  Dann  ist, 
wenn  h  von  i  verschieden  ist: 

(5)  j«,.«,<i/=0. 

Es  sei  nun  fp(x,y)  eine  in  der  Fläche  S  willkürlich  ge- 
gebene Function.  Wir  suchen  die  Constanten  a,  a^,  a^  ...  so  zu 
bestimmen,  dass 

(6)  ^(1,  s)  =  a.  +  a,.., +  0,% +  ..., 

d.  h.  wir  suchen  (p{x,y)  in  eine  unendliche  Keihe  zu  ent- 
wickeln, die  nach  den  harmonischen  Functionen  fort- 
schreitet. 

Ueber  die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwickelung  können 
wir  im  Allgemeinen  nichts  aussagen.  Setzen  wir  aber  diese 
Möglichkeit  voraus,  so  können  wir  aus  (4)  und  (5),  ebenso 
wie  bei  der  Fourier'schen  Reihe,  die  Coefflcicnten  a,  «i,  «g  ... 
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bestimmen.  Es  ergiebt  sich  nämlich ,  wenn  wir  mit  Ui,  df  multi- 
pliciren  und  über  S  integriren 

(7)  «ft  ~     (p{x,y)uHdf. 

Wenn  wir  aber  jetzt  annehmen,  dass  zu  einem  Werthe  hi, 
mehrere,  etwa  v,  linear  unabhängige  harmonische  Functionen  ge- 
hören, so  wird  das  eine  Glied  ffl^M^  der  Reihe  (6)  durch  den 
Complex 

a'h  u'h  +  üH  ti'l  +  ■  ■  ■  «M  mW 

ersetzt.     Setzen  wir  dann 

(8)  L<0MOTd/^    ic^„, 

so  wird  im  Allgemeinen  W;,,«  nicht  verschwinden.  "Wir  erhalten 
zur  Bestimmung  der  Coefiicienten  «!,,  a'h,  ...  das  System  der 
linearen  Gleichungen: 

^5(3;,  y)Uhdf  =  ffllwj.i  +  fflft»i'2,i  -|-  ■■■  +  a'('tv^^^, 
(91  ^^^'  y)^'h^.f=^  aj'."'i,s  +  ßl'jHs  +  ■■■  +  '*'r'*''V,2' 

I  (p {x,y)u^^^ df  =  Oft  Wi,r  -{-  a'h  Wi,t  -{-■•■  -j-  a^w^  ^. 
DasB  die  Determinante  dieses  Systems 

'^  =  2  ±- Wi,i«a,s   -■■  Wv,r 
nicht  verschwinden  kann,  ergiebt  sich  so:  wenn  ^  :r=  0  wäre,  so 
könnte  man  die  Constanten  Cj,  c^,  ...  Cv  so  bestimmen,  dass 

Ci tVi,i  -j-  Ca Wj, a  +  ■  ■  ■  c,. lOi^ V  =^  0 

wäre  für  i  :^  l,  2  ■■•  v,  und  da  iVi^^  =  Wfc,*  ist,  so  erhält  man 
hieraus  auch  durch  Multiplication  mit  Cj  und  Summation 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (8)  von  it^fc- 
[  (Ic.ufY  df  ^  0. 
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Daraus  aber  würde  folgen: 

S  '•""'  =  "• 

waa  der  Annahme  widerspricht,  dass  die  itj,,  u^,  ...  linear  uuaVi- 
hängig  sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Repräsentanten 

nJi,  u'i',,  .  .  .  mJ^^' 

der  linearen   Schaar  so   auswählen,  dass   auch  in   diesem  Falle 
das  Integral  W;,,«  verachwinciet,  wenn  p  von  6  verschieden  ist. 
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Fünfzelmter  Abschnitt. 
Elektrische   ■Wellen. 


§.  119. 
t)ie  MaxwelTschen   Gleicliungen. 

Die  Maxwell'sclien  elelttromagnetischen  Grundgleichungen, 
die  wir  im  achtzehnten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  besprochen 
haben,  erheben  den  Anspruch,  dass  aus  ihnen  alle  Erscheinungen 
nicht  nur  aus  dem  Gebiete  der  Elektrioität  und  des  Magne- 
tismus, sondern  auch  die  Lichterecheinungen  abgeleitet  werden 
können,  und  das  durch  die  berühmten  Hertz' sehen  Versuche 
eröffnete  Gebiet  der  elektrischen  Schwingungen  stellt  auch 
erfahrungsmässig  eine  Verbindung  zwischen  diesen  beiden  Er- 
scheinungsgebieten her.  Ohne  die  allgemeinen  Grundlagen  dieser 
grossen  Theorie  anzugreifen,  muss  aber  doch  herforgehoben 
werden,  dass  manche  von  den  Voraussetzungen  im  Einzelnen 
hypothetisch  oder  thatsächlich  unrichtig  und  nur  Annäherungen 
sind,  und  dass  Manches  auch,  namentlich  in  Bezug  auf  die  Grenz- 
bedingungen, noch  völlig  unbekannt  und  dunkel  ist.  Bei  der 
grossen  Bedeutung,  die  diese  Gleichungen  fiir  unsere  ganze  phy- 
sische Weltanschauung  haben,  ist  es  eine  Hauptaufgabe  der 
ßiEithematischen   Physik,  ihre  Integration   möglichst  za  fördern, 

ne  Auf- 

und 

n    Fülle 


und  die  Gesetze  der  Erscheinungen  daraus  abzuleiten,  ein 

gäbe,  deren   Lösung   kaum   erst  in   Angriff  genommen   ; 

die   dem   Mathematiker    noch    Fragen    und    Probleme 

bietet.     Einige  dieser  Probleme  sollen  im  Folgenden  besprochen 

werden. 

Wir  haben  im  §.  152  des  ersten  Bandes  das  elektromagnetische 
Grundgesetz  durch  zwei  Vectorgleichungen  ausgedrüclrt: 
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I.  ccurl5)"i  =  s  ?^  +  4jrA6, 

ir  1  fi:  c^ 

iL  c  curl  IS   =:^ — f-~jT' 

Hierin  bedeutet  @  den  elektrischen,  5DI  den  magnetisclien 
Kraftvector,  c  die  Lichtgeschwindigkeit,  J.  die  Leitfähigkeit, 
£  die  Dielektricitätsconstante ,  ft  die  Permeabilität.  Die  Gi'össen 
c,  J.,  f,  (i  sehen  wir  jetzt  als  constant  an. 

Aus  L  folgt  (Bd.  I,  §.  158) 

s  8^^_|_  4jE;LdivlS  =  0, 

und  daraus  ergieht  sich,  dass  die  Gleichung 
KL  div(S  =  0 

für  alle  Zeit  befriedigt  ist,  wenn  wir  sie,  wie  wir  jetzt  thuii 
wollen,  am  Anfang  als  erfüllt  voraussetzen.  Diese  Bedingung 
besagt,  dasa  nirgends  im  Felde  Elektricität  mit  räumlicher  Dichtig- 
keit vorbanden  ist. 

Ebenso  besteht  im  ganzen  Felde  die  Gleichung 
IV.  div  gjl  =  0. 

Aus  I.  und  IL  können  wir  nun  leicht  den  Vector  W  elimi- 
niren,  wenn  wir  L  nach  t  differentiiren,  und  dann  II.  benutzen. 
So  erhalten  wir 

(1)  —  c^  curl  curl  @  =  eja  ^^tt^  -J'  i^i-ji  ^^ 

Um  hieraus  explicite  Gleichungen  herzuleiten,  bilden  wir  die 
ac-Componente  von  curl  curl  @.     Diese  ist  (Bd.  I,  §,  87) 

iL  (^3l  _  1^'\  _  A.  ('1^  _  8.EA 
dy  \dx         dy  )       de  \  de  dx  )' 

und  wenn  wir  hierzu  d^E^/dx^  addiren  und  subtrabiren,  so 
folgt: 

dx 

Wir  erhalten  also  aus  (i)  mit  Rücksicht  auf  III.  die  drei 
Gleichungen 
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(2) 

e'^Ä 

= 

»E, 
^^  8iä 

+  4«in 

8(    ' 

(3) 

C^AE, 

= 

8'B, 

+  4»l|. 

8£. 
8(    ' 

(4) 

c'^zlE, 

= 

+  4«A^ 

BE. 

WOZU 

noch 

ans  III  kommt: 

(5) 

8-B. 

■  + 

8s    +    8s    -"■ 

Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  den  Vector  ®  bestimmt,  so 
erhält  man  aus  II.  die  Componenten  von  2K  durch  Quadraturen 
in  Bezug  auf  die  Zeit,  und  die  Iiitegrationsconstanten,  die  Func- 
tioneu  des  Ortes  sind,  werden  durch  die  Aniangswerthe  von  üf^, 
itf^,  Jfj  bestimmt.  Sind  die  Anfang swerthe  von  E^;,  Ey^  Ei, 
M:c,  My,  Ml  gegeben,  so  erhalten  wir  aus  I.  die  Anfangswerthe 
von  dE^/dt,  dEy/dt,  dEjdt,  und  aus  Bd.  1,  §.  156  folgt, 
dass  die  Lösungen  von  (2),  (3),  (4)  eindeutig  bestimmt  sind, 
wenn  diese  Anfangswerthe  im  ganzen  Räume  gegeben  sind.  Er- 
füllen diese  Anfangswerthe  die  Bedingung  (5)  und  die  durch 
Differentiation  nach  t  daraus  hervorgegangene  Gleichung,  so 
bleibt  diese  Gleichung  für  alle  Zeit  erfüllt,  und  braucht  nicht 
weiter  berücksichtigt  zu  werden.  Hiernach  erfordert  die  Lösung 
des  Problems  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(6)  c^^t7^s^^^  +  4^;..«_ 

mit  den  Nebenbedinguugen ,  dass  (7  und  9  (7/8 (  für  (  ^=  0  in 
gegebene  Functionen  des  Ortes  übergehen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  ü  nur  von  einer  Coordinate 
X  abhängt,  nimmt  die  Gleichung  (6)  die   einfachere  Gestalt   an: 

und  stellt  die  Fortpflanzung  einer  ebenen  Welle  in  einem  ab- 
sorbirenden  Medium  dar.  Das  in  diesen  Gleichungen  auftretende 
Glied  iitlftd  U/dt  bedingt,  wenn  l  von  Null  verschieden  ist, 
einen  Energieverlust  und  stellt  eine  Absorption  oder 
Dämpfung  dar. 
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§.   120. 
Die  WelleBgleichung. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Vorgang  im  freien  Aether,  und 
setzen  demnach  £  ^  jt  =  1,  l  =  Q,  Dann  nimmt  die  Gleichung 
(6)  des  vorigen  Paragraphen  die  einfachere  Gestalt  an: 


(1) 


c^^U  = 


dp 


,  und 


Ü  soll  mit  seinen   ersten  Differentialquotienten   stetig 
es  sind  noch  die  Nebenbedingungen  zu  erfüllen: 

(2)  XJ=f{x,y,z)     1 

,,,  d'U        T,.  ,       für  *=  0; 

(3)  -^  =  J{x,y,s)    \^ 

wir  nehmen  /  und  F  als  im  ganzen  Räume  gegebene  Functionen 
des  Ortes  an,  suchen  also  die  Ausbreitung  einer  ursprünglichen 
Gleichgewichtsstörung,  die  sich  möglicherweise  auch  auf  einen 
endlichen  Raumtheil  beschränken  kann,  ohne  Berücksichtigung 
von  sonstigen  Grenz be dingungen. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  allgemein  in  folgender 
Weise  durchfuhren: 

Wir  nehmen  irgend  einen  Punkt  ß  mit  den  Coordinaten 
*i,  y^^  ^1  im  Räume  und  führen  um  diesen  Paukt  als  Mittel- 
punkt Polar  CO  ordinalen  ein,  indem  wir 

X  —  a:,  =  r  sin  0  cos  90 

(4)  y  —  y\=-  f  sin  ^  sin  <f> 
z  —  s^t=r  cosiö' 

setzen.     Dann  erhalten  wir  nach  Band  I,  §.  42  (11) 


(5) 


Wenn    wir   diesen   Ausdruck    mit    dem    Ob  er  fläch  enel  erneut 


einer  Kugel  Yom  Radius  r 

multipliciren,  über  die  ganze  Kugel  integriren  und 
(6)  ß{r)  =-^  [udo 


yGoosle 


setzen, 

so  ergiebt 

sidli,  da 

1— *-"=». 

d'U  , 

ist: 

fj-'"" 

fH^- 

=  'l)tr 

und  folglich  aus 

(1): 

(r) 

eine   Gleichung,   dio   der  Form  nach  mit   der   der  schwingenden 
Saite  üh  er  einstimmt. 
Setzen  wir  noch 

(»)  ; ! 

80  sind  (p  (r),  0  (r)  Functionen  von  r,  die  zugleich  mit  /  und  F 
gegeben  sind,  aber  nur  für  positive  Werthe  von  r,  und  wir 
erhalten  nach  (2)  und  (3)  für  ß  die  Nebenbedingungen 

(9)  ß  =  9(r),    ~  =  0(r)  iür  t^O,    r  >  0. 

Dazu  kommt  aber  noch  aus  (6)  die  Bedingung 

(10)  £1  =  0        für  r  =  0. 

Die  Bedingungen  für  die  Function  £i  hängen  aber  auch  nocli 
von  den  Ooordinaten  a:,,  j/„  2,  ab,  und  wenn  man  ß  als  bekannt 
annimmt,  so  erhält  man  aus  (6) 

(11)  ü(x„s„l,)^Um-!^'l- 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (7)  mit  den  Neben- 
bedingungeu  (9),  (10)  haben  wir  aber  im  g,  85  allgemein  durch- 
geführt, Es  ergiebt  sich  nach  der  dort  angewandten  Methode, 
wenn  (p  (r)  und  3>  (r)  für  negative  Argumentwerthe  durch  die 
Gleichungen 
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(12)  q,  (_  r)  =  ^  *p  (r),         ^(-r)  =  -0  (r) 
deflnirt  werden, 

(13)  a  =  1  [y  (r  +  ci)  +  ,p  0-  -  et)-]  +  ^„  I  *  W  dr, 

und  die  Anwendung  von  (11)  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  (12) 

(U)  n(x„!i„s,)  =  q>-(et)  +  j1){ct), 

wenn  tf>'  (r)  den  DifFerentialquotienten  von  q>  (r)  bedeutet  i).    Aus- 
führlicher dargestellt  ist  nach  (4)  und  (8) 

(15)  ^^(ct)^ 

-  -    dip    amd'ä&F{x,-\-ctain&cosip,y,-{-ctsm&shi(p,g,-\-ctccis&), 

(16)  i7tq>'(ct)  = 

s-T  tl  d  fp\Bin& d&f(x,-\- ctsm&cosfp,y,-\-€tsmft'5ia(p,Zi~[-ctco3^) 

DerAuadruck  (14)  für  Uaetzt  sich  hiernach  aus  zwei  Theilen 
zusamraen,  die  durch  (15)  und  (16)  dargestellt  sind.  Bezeichnen 
wir  zur  besseren  üebersicht  mit  |,  r},  §  die  Cosinus  der  Winkel, 
die  eine  vom  Punkt  p  auslaufende  variable  Richtung  mit  den 
Axen  einschliessen,  und  lassen  bei  der  Bezeichnung  der  Coordinaten 
des  Punktes  p  den  Index  1 ,  der  jetzt  nicht  mehr  nöthig  ist, 
wieder  weg,  so  können  wir  die  beiden  Bestandtheile  von  JI  so 
darstellen 

(17)  U,=  ^{  F{x^ctly^ciri,s^cit)dio 

(18)  U,=^  ^[t  {^/(x^ct^^y^ctn.  ^^cK)]dco, 

')  Die  Wellengieiclivrag  tritt  auch  in  der  Tlieorie  der  LuftschwinguDgen 
von  unondlich  kleiner  Amplitude  auf.  Die  Ijösong  des  Problems,  wie  sie 
im  (14)  enthalten  ist,  warde  zuei'at  von  PoisBOD  gegeben  (Mem.  de  l'inatitut, 
Bd.  HI;  „Meitt.  buv  la  theorie  du  son",  Joum.  de  Vficole  Polyteobn.  VII, 
1807).  Auf  anderem  "Wege  ist  sie  von  Riemann  in  den  „Vorlesungen " 
(8.  Aufl.,  S.  300),  von  Kirchhoff  [Vorlesungen  über  Mechanik,  S.  317 
(1876)1  und  von  Liouville  (Joum.  de  Math,  1856)  abgeleitet. 
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worin  dann  det  das  Flächenelement  der  Einheitakugel  bedeutet, 
und  die  Integration  über  die  ganze  Einhcitskugel  zu  er- 
strecken ist. 

Es  ist  also  der  Zustand  D  im  Punkte  p  in  einem 
Augenblicke  t  nur  abhängig  von  dem  Mittelwerth,  den 
die  Functionen  F,  /  und  die  Differentialquotienten  von 
/  auf  einer  um  p  mit  dem  Radius  et  beschriebenen 
Kugelfläche  haben. 

Kehmen  wir  z.  B.  an,  es  haben  die  Functionen  /,  F  nur  in 
einem  endlichen  Gebiete,  das  wir  das  Er  schütte  rungsgebiet  nennen 
wollen,  von  Null  verschiedene  Werthe  und  bezeichnen  mit  r'  und 
r"  die  kleinste  und  grösste  Entfernung  des  Punktes  p,  den  wir 
ausserhalb  des  Erschütterungagebietes  annehmen  wollen ,  von 
diesem  Gebiete,  so  ist  ü  nur  so  lange  von  Null  verschieden,  als 

r'  <  ci  <  r" 
ist;  es  ist  also  dieser  Punkt  nur  in  dem  Zeitraum  von  t'^^^r'/c 
bis  t"  ^  r"/c  im  Gleichgewicht  gestört,  und  man  kann  sich  also 
vorstellen,  dasa  über  den  Punkt  p  in  der  Zeit  von  ('  bis  t"  eine 
Welle  hinweg  geht,  und  nach  dieser  Zeit  befindet  sich  der  Punkt 
p  wieder  in  seinem  ursprünglichen  Zustande. 

Gehört  der  Punkt  p  dem  ursprünglichen  ,  Erschiitterungs- 
gebiet  an,  und  ist  r"  die  grösste  Entfernung  von  p  von  der 
Grenze  des Erschütteruügsgebietes,  so  wird  er  in  derZeit  t"  =r"/c 
in  die  Ruhelage  zurückgekehrt  sein.  Ist  also  das  anfängliche 
Erschütterung sgebiet  ein  einfach  zusammenhängender  Raum,  so 
■wird  eich  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  eine  schalenförmige 
Welle  bilden,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  ausbreitet.  Den 
Punkt,  in  dem  zuerst  wieder  Ruhe  eintritt,  und  den  Zeitpunkt, 
wann  dies  geschieht,  erhält  man,  wenn  man  den  Punkt  aufsucht, 
in  dem  die  grösste  Entfernung  r"  von  der  Grenze  des  Er- 
schütterungsgebietes einen  möglichst  kleinen  Werth  hat,  Ist 
z.  B,  das  ursprüngliche  Erschütterungsgebiet  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  a,  so  wird  die  vordere  Grenze  der  Erschütterung  mit  der 
Geschwindigkeit  c  fortschreiten.  Die  schalenförmige  Welle  wird 
im  Mittelpunkt  beginnen  und  zwar  zu  der  Zeit  t  =  a/c.  Die 
Dicke  der  Schale  ist  constant  ■=  2  a. 

Um  in  allgemeineren  Fällen  die  Grenze  des  Erschütterungs- 
gehietes  in  einem  bestimmten  Augenblicke  t  zu  finden,  hat  man 
zu  der  Grenze  des  ursprünglichen  Gebietes  Parallelflächen  zu 
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construiren,  indem  man  auf  dev  Normale  nach  beiden  Seiten  die 
Strecke  et  aufträgt. 

§■  121. 
Die  Difiereutialgleicliung  für  die  gedämpfte  Welle. 

Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  all- 
gemeineren Gleichung  (6),  §.  119,  die  wir  so-daratellcn: 

(1)  «.^E.=  ..i|j^+.^|f. 

Sie  geht  in  jene  Form  über,  wenn  wir  «^  =  sfi,  ß  =  2^X(i 
setzen;  wir  wollen  c^  a\  ß  hier  als  positive  Constanten  betrachten, 
und  wenn  wir  daran  festhalten,  dass  c  eine  Geschwindigkeit  sei, 
so  ist  K  eine  Zahl,  ß  eine  reciproke  Zeit.  Diese  Gleichung  wäre 
für  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem  absorbirenden  Medium 
anzuwenden,  in  dem  die  Absorption  durch  den  Coefficienten  ß 
gemessen  wird.  Auch  die  Elektricitätsbewegung  in  Leitern  wird 
durch  diese  Gleichung  bestimmt.  Setzt  man  a  :=^  \,  (3  ^r  0,  so 
erhält  man  die  Wellengleicbung,  die  wir  im  vorigen  Paragraplien 
behandelt  haben.  Für  «  =  0  erhalten  wir  die  Gleichung  für  die 
"Wärmeleitung  (§,  32j. 

Wir  betrachten  zunächst  den  speciellen  Fall  [§.  119  (7)], 
dass  die  Function  ü  nur  von  einer  räumlichen  Goordinate  x  ab- 
hängig ist,  die  Gleichung  (1)  also  die  Form  annimmt: 

Diese  Gleichung  gilt  für  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in 
einem  unbegrenzten  Medium.  Sie  gilt  auch,  wie  wir  später  noch 
genauer  begründen  werden  (§.  128),  unter  gewissen  vereinfachenden 
Voraussetzungen  für  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Drähten, 
und  wird  aus  diesem  Grunde  auch  die  Telegraphengleichung 
genannt. 

Die  Gleichung  (2)  wird  auf  eine  etwas  einfachere  Form  ge- 
bracht durch  die  Substitution 

(3)  D  =  r'=«. 

Es  ist  iliiiiii 
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tialgleictuDg  für  die  fcedämpfle  Welle. 


du 
dt 

-S 

■  /du 

(dt- 

dt^ 

=  rS 

ißdu         ß' 
»■   8i  ^  «• 

..) 

und  >■ 

m  erhalten  i 

,us  (2) 

m 

«-S 

,  =  »' 

oder 

wenn  mim 

(6) 

-— -  X  für  X, 
P 

j  y  für  * 

'  setzt: 

(6) 

8'ii 

1  +  «  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Diffe- 
rentialgleichung der  schwingenden  Saite  durch  Anwendung  der 
Eiern  ann'schen  Methode  integriren. 

Die  einfachste  Annahme  über  die  Nehenbedingungen  wäre 
die,  dass  Ü  und  3  P/8£  für  (  ^  0  in  Functionen  von  x  über- 
gehen, die  für  alle  Werthe  der  Variablen  gegeben  sind.  Das- 
selbe gilt  dann  auch  für  u  und  dujdy  für  j;  =  0.  Ee  können 
aber  auch,  ähnlich  wie  hei  der  schwingenden  Saite,  noch  Grenz- 
bedingungen dazu  kommen.  Wir  wollen  zunächst,  wie  in  §,  90, 
die  Annahme  machen,  dass  an  einer  nicht  geschlossenen  Linie  c 
die  Function  u  und  ihr  nach  der  Normale  Yon  c  genommener 
Differentiälquotient  du/dn  gegeben  sei.  Es  sind  damit  zugleich 
die  beiden  partiellen  Ableitungen  du/dx,  du/dy  an  der  Curve 
c  gegeben.  "Wenn  wir  eine  particulare  Lösung  v  der  Gleichung 
(6)  annehmen,  also 

setzen,  so  ergiebt  sich 

/8H.    _    6!üA        „(-SÜL_?!5\  = 

\dx^  dy^J  \dx^        gj/V 

,/    8»  dv\         „/,  8»  dv\ 

H'äJ-'äi)  _  H°8?~°8j;  ^  „ 
dx  dy 
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und  darauB  durcli  Anwendung  des  Gauss'sohen  Satzes 

Über  die  Begrenzung  eines  Gebietes,   in  dem  u,  v  stetige  Func- 
tionen mit  stetigen  Derivirten  sind. 

Um  ein  passendes  Gebiet  abzugrenzen,  nehmen  wir,   wie  im 
§.  90,  den  Punkt  p  mit  den  Cooriiinaten  cCj,  j/i,  für  den  die  Func- 
tion M  bestimmt   werden  soll,   und 
ziehen  ¥on  ihm  aus  die   Geraden 


Fig.  47. 


(9) 


'  +  y  =  ^  +  2/1 


bis  zum  Schnitt  k,  j3,  mit  der  Curve 
c.  Auf  die  Begrenzung  des  drei- 
eckigen Gebietes  {«,  /3,  ^)  (Fig.  47) 
wenden  wir  die  Integralforrael  (8)  an. 
Nun  ist  äx  =  dy  auf  der  Linie 
(«,  p)  und  äx  r:^  —  äy  auf  der 
Linie   ((5,  ß),  und   das   Integra!  (8) 

zerfällt  also  in  drei  Theile,  von  denen  der  erste  über  die  Curve  c 

erstreckt  ist: 


(-'    f[('^^«£)"'+(" 


.  l  (iJc^M  _  iH^ij)   —    [{vdu  —  udv)  =  C 


Wenn  es  gelingt,  die  particulare  Lösung  v  so  zu  bestimmen, 
dass  an  den  Linien  (9)  u  =  i  ist,  so  ist  an  diesen  Linien  dv  ,=  0 
und  aus  (10)  folgt 

(11) 


-m 


Mp  ^  M«  +  M,J 


dyJ. 


wodurch   Up,   d.  h.   der   Werth  der   Function   u  in   dem   Punkte 
Xj,  yi  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt  ist. 
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§.  122. 
Bestimmung  der  particularen  Lösung  v. 

Die  Anwendung  der  Formel  (11)  des  vorigen  Paragraphen 
setzt  die  Kenntniss  einer  Function  v  voraus,  die  den  Bedin- 
gungen genügt: 

die  an  den  beiden  Geraden 

(2)  (ic  —  3:0  -  (y  -  y,)  =  0,  (x  —  x,)  -j-  (»/  —  1/0  =  0 
den  Gonstanten  Werth  1  hat,  und  in  dem  zwischen  diesen  Ge- 
raden enthaltenen  Winkelraum  (apß)  (Fig.  47)  mit  den  ersten 
Derivirten  endlich  und  stetig  ist.  Diese  Bedingungen  sind  wesent- 
lich einfacher  als  die  für  die  Function  u,  da  sie  nichts  mehr 
von  der  Curve  c  und  nichts  von  den  an  dieser  Curve  will- 
kürlich gegebenen  Bedingungen  für  w  enthalten. 

Um  die  Function  v  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  die 
Function 

(3)  ^  =  i(y  -  yO'  -  (^  -  x,y 

an  beiden  Linien  (2)  verschwindet,  und  in  dem  Gebiete ,  in  dem 
B  zu  bestimmen  ist,  reelle  Werthe  hat,  weil  hier 

iy  —  Vi)  —  {x  —  Xi)  und  {y  —  y^)  +  («  —  x^) 
beide  negativ  sind.    Wir  wollen  versuchen,  die  Gleichung  (1)  unter 
der  Voraussetzung   zu   integriren ,    dass  v   eine  Function   von   s 
allein  sei.     Es  ergiebt  sich  bei  dieser  Annahme 

dp  dv  X  ^  x■^  dv dv  y  —y-i 

dx     ^       dz        3      '  dy'^ds       3      ' 


2         ' 

8» 

,  1  äv 

d 

gdz 

fc 

-XiY 

'      an 

s 

z  äs 

(t 

-ViY 

da 

s 

und  hiemach  geht  (1)  in  die  Differentialgleichung  mit  der  einen 
unabhängigen  Variablen  z  über: 
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_     Jl 

'     dl 
oder 

(4)  ?>  +  -  J^  -  "  =  f. 

und  diee  ist  die  DiffereDtialgleicbung  für  die  Besacrache  Func- 
tion der  Ordnung  0  und  vom  rein  imaginären  Argument  iz 
[Bd.  I,  §.  68  (4),  §.  69  (13)] 

die,  wie  von  der  Function  v  verlangt  wurde,  fiir  ^  =  0  in  den 
Wertli  1  übergeht. 


Gegebener  Anfangszustand  im  unbegrenzten  Mittel. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  der  Änt'angs- 
zustand  für  alle  Werthe  von  x  gegeben  sei,  dann  haben  wir  an 
Stelle  der  Curve  c  die  a:-Ase  zu  setzen,  und  es  ist  also 

(1)  u=f{x),       |^  =  ^W      füry  =  0, 

worin  f{x)  und  F{x)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Die  Abscissen  der  Punkte  «,  (5  in  §.  121  (11)  sind  dann 
Xj_  —  tji,  Xi  -\-  y^  und  es  ist  in  dem  Integral  dy  ^  Q  zu  setzen. 
Es  wird  für  y  =^  0 

(2)  2  =  lV-(a;-"iO=,     1^  =  -  ^  ^, 

^  '  '-"i     ^       "  '    e^         2  de' 

und  folglich  nach  §.  121  (11) 

(3)  2u{z,y,)  ^f{x,  -  y;)^f{x,  +  y,)  +  ^vF{z)dx 


+.j: 
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g.123.     Gegebener  Änfangszustaiid  im  unbegrenzten  Mittel     SU 

fr.  1  ^  ^  i  _L_  ^!_  _1_         g'         _|_ 

für  s  ^  0  endlich  bleibt. 

Um  von  der  Bedeutung  dieses  Resultates  eine  Anschauung 
zu  bekommen,  wollen  wir  annehmen,  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung sei  auf  ein  endliches  Gebiet  beschränkt.  Es 
seien  also 

f(x)  =  0,     F(x)  ^  0,     wenn  x<:h^  oder  x  >  h^, 
worin    Äi    und  h^    die   Abacissen   gegebener   Punkte   sind.     Wir 
nehmen  nun  einen  bestimmten  positiven   Werth  y^  von  y,  d.  h. 
einen  bestimmten   Zeitpunkt,     Dann   zeigt   die   Fonnel  (3),  dass 
**(^i,  ifi)  ^  0  ist,  wenn 

(5)  Xi<Chi  —  y,  oder  Xi  >.  Äj  -\-  y^. 

Es  pflanzen  sich  also  die  beiden  Enden  der  Welle  mit  con- 
stanter  Geschwindigkeit  c/«  [§.  121  (5)]  nach  vorwärts  und 
nach  rückwärts  fort.  Dies  ist  ebenso  wie  bei  der  Differential- 
gleichung der  schwingenden  Saite  oder  bei  der  ungedämpften 
Welle.  Anders  aber  verhalten  sich  die  zwiachenliegenden  Theüe 
des  Mediums. 

Nehmen  wir  an ,  es  sei  j/i  bereits  grösser  als  Va  (K  —  ^i) 
geworden,  und  betrachten  einen  Werth  von  x^,  für  den 

''ä  —  J/i  <  «1  <  A,  +  yu    ■ 
also  X,  —  i/i  <  hl  und  aJ^  -f"  2/i  >  ^si    ^o   sind  f{Xi  —  j/j)   und 
f(Xi  -\-  y,)  gleich  Null  und  es  ergiebt  sich  aus  (3) 

(6)  2«,  =  j'  vF(x)dx  +  11,   \j  ^/Wii^- 

Es  tritt  also  hier  zwischen  den  beiden  Enden  der  Welle 
nicht  wie  bei  der  schwingenden  Saite  eine  Region  der  Ruhe  ein, 
sondern  u  behält  auch  zwischen  beiden  Enden  einen  mit  der 
Zeit  veränderlichen  Werth. 

Es  haben  also  die  beiden  fortschreitenden  Wellen  kein  hin- 
teres Ende,  sondern  in  den  von  ihnen  überschrittenen  Gebieten 
stellt  sich  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  der  Gleichgewichts- 
zustand wieder  her.  Hierin  unterscheidet  sich  also  das  Problem 
der  gedämpften  Welle  wesentlich  von  dem  der  ungedämpften, 
und  nähert  sich  dem  der  Wärmeleitung,  von  dem  es  sich  wieder 
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durch  die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  vorderen 
Endea  der  Welle  unterscheidet. 

Wenn  wir  in  der  Formel  (3)  die  Annahme  machen 
(7)  m  =  -f{,-x),         F{x)  =  -I\-x\ 

SO  ergiebt  sich  m^  =  0  für  x^  =  0  und  jedes  beliebige  y,.  Die 
Formel  (3)  entspricht  dann,  wenn/(a;)  und  F{x}  für  positive 
Werthe  beliebig  gegeben  sind,  z,  B.  so,  dass  sie  nur  in  einem 
endlichen  Bereich  von  Null  verschieden  sind,  einer  Reflexion 
oder  Spiegelung'  der  Welle  an  der  Ebene  x  =^  0. 

Bei  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  würden  diese  An- 
nahmen zutreffen,  wenn  in  dem  reflectirenden  Medium  der  Coeffi- 
cient  A  einen  sehr  grossen  Werth  hat,,  im  Vergleich  zu  dem 
Werthe,  den  er  in  den  angrenzenden  Medien  hat.  Dann  hat 
man  die  elektrischen  Kräfte  in  den  spiegelnden  Medien  wenig- 
stens nahezu  als  verschwindend  anzunehmen.  Dies  trifft  bei  der 
Reflexion  an  Metallfiächcn  zu. 


§.  124. 
Willkürlicher  Anfangszustand  im  Räume. 

Die  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle 
[§.  121  (1)],  in  der  wir  «  =,  1  setzen; 
/-.s  o    j  r'  8^  ^     I     ö  fl   8  E7 

(1)  "■^''  =  TW  +  ^l'Ti' 

iässt  sich  auf  den  speciellen  Fall,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  haben,  zurückführen,  nach  derselben  Methode, 
die  wir  im  §.  120  zur  Integration  der  Differentialgleichung  für 
die  ungedämpfte  Welle  angewandt  haben.  Wir  nehmen  einen 
willkürlichen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  a;,,  j/^,  «i  an  und 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  einem  varia- 
blen Punkte,  ferner  mit  d(o  das  Obertiacheuelemeut  der  um  p 
beschriebenen  Einheitskugel.     Ist  dann 

(2)  ß(r)  =  ^j(Ji», 

SO  genügt  £i  der  aus  (1)  abzuleitenden  Gleichung  (§.  120) 

m  6'a  „a-ffl  sa 
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und  hierzu   kommen   die   Bedingungen  für  den   Anfangszustand; 

für  f  =  0,    r>0  ;  ß  =  -^  [f(x,y,s)d(a  =  y  (r), 


und  für  r  ^  0 


ß  =  0. 
Demnach  setzen  wir 

(4)  v(_r)  =  -,p(r),        s(_r)  =  _<C(,), 

und  können  dann  unmittelbar  die  Formel  §.  123  (3)  anwenden, 
in  der  die  Functionen  tp  und  ®/c  an  Stelle  von/  und  I'' treten. 
Wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.  121,  (3),  (5) 

(5)  2£lei"  =ip (»■  +  et)  -f  <p(r  —  et) 

worin  V  die  in  §,  122  (5)  bestimmte  Function  von  z  ist,  und  z 
die  Bedeutung  §,  123  (2)  hat: 

(6)  ■^  =  -  Vc^i^  —  (x  —  ryK 

Um  den  Werth  von  U  im  Punkte  w■^,  yi,  s-i  zu  erhalten,  hat 
man  hieraus  den  Grenzwerth  von  iljr  für  »■  ^  0  zu  bilden, 
für  den  man  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (6)  und  §.  123  (4) 
den  Ausdruck  erhält: 

(7)  U=e-?^  \^rp'{ci)  +  \  0{ct)  +  ^^9ict)  + 

ß''   f'l   f^"        */   ^^         ,     (5^    f  1     (^    /l   ^B\  ,   .   ,    1 

't-:^''^®W'^*  +  ^  —  -7-  (-  T-M^fP  W^^K 
c»  J  5  rf^  ^  -^  '      c=   J  .s  d^  \:S  de)     ^  ^  ■'      J' 


Von   einem  ursprunglichen   endlichen  Erschütterungagebicte 
geht  also  auch  hier  eine  nach  allen  Seiten  fortschreitende  Welle 
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aus,  die  eine  bestimmte  vordere  Grenze  hat.  Diese  Welle  ist 
aber  nicht  schalenförmig,  sondern  das  einmal  erschütterte  Gebiet 
geht  erst  allmählich,  und  in  endlicher  Zeit  nicht  vollkommen, 
in  den  ungestörten  Zustand  zurück '). 


')  Die  Integration  der  Differentialgleichang-  für  die  gedämpfte  Welle 
ist  auf  verschiedenea  Wegea  Gebändelt  von  Poincar^,  Compt.  read,  der 
Pariser  Akademie  117  (1893);  Picard,  ebeaä.  118  (1394);  Birkelaud, 
ebead.  120  (1895)  und  Archive  de  Geuöve  t.  34  (1895). 
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Sechzehnter  Abschnitt. 
Lineare  elektrische  Ströme. 


§.  125. 

Transformation  der  Maxwell'schen  Gleichungen  auf 
krummlinige  Coordinaten. 

Um  auf  speciellere  Anwendungen  einzugehen,  ist  es  noth- 
wendig,  die  Maxwell'schen  Gleichungen  auf  ein  anderes  (krumm- 
liniges) Coordinatensyatem  zu  transformiren,  wozu  die  Hülfsmittel 
in  §.  90  des  ersten  Bandes  gegeben  sind. 

Es  seien  also  wie  dort  j),  g,  r  die  Parameter  von  drei  ortho- 
gonalen Flächenschaaren ,  und  die  Variablen  seien  so  gewählt, 
dass  die  Eichtungen  der  wachsenden  j),  g,  r  ein  Rechts- 
system  bilden.  Es  sei  ferner  das  Quadrat  des  Linienelementes 
(1)  äs-^  =  edp'i  4-  e'ä^^  -\-  ^' ir\ 

Wenn  wir  mit  Ep^  Hg,  E^,  M^,  M^^  M,,  die  Componenten 
der  elektrischen  und  magnetischen  Kraft  in  den  Richtungen 
j>,  q,  r  bezeichnen,  so  erhalten  wir  auf  Grund  von  Band  1, 
^,  90  (5J  aus  den  Formeln  I,  II,  §.  119  dieses  Bandes 


i77\     dq  dr 


ulE,„ 


c      /d]le'  Mg  __  d'\/e_M^ 


-\-  iiil  E,-. 
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e      fijI'Er  __  djVMA  _  _     dM, 

e      (dfJB,  __  djJ'EA  _  _     8M, 

fi      fd  jl' E^  _  <yfe_E£\  __  _     dM^ 
]/7?\     dp  du      )-        ''   8(   ■ 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  den   Gauss'scheii  Integral- 
satz auf  ein  von  den  Flächen  p,  p  -\-  dp,  2,  3  +  t?g,  r,  r  -j-  dr 
i  Volumenelement  anwendet: 


(4)        V^T?'  div  fe  =  -L_^  +  _L_^  +  J^^^_ 
und  also  aus  §.  119,  III,  IV 

^■-^  gp        +       ^2        +       er       ~    ' 

^  '  dr   "'  '^    "dq       "•"       er        ^ 


§.  126. 

Axial  eymmeti-isches  Feld. 

Wir  wollen  diese  Formeln  auf  den  Fall  anwenden,  dass  das 
Feld  um  die  a:-Axe  symmetrisch  ist,  dass  also,  wenn  wir  Cylinder- 
coordinaten  einführen  und  demnach 
(1)  j/  =  r  cosö-        0  =  rsin* 

setzen,  der  Zustand  unabhängig  von  &  werde. 
Es  ist  dann 

[?sä  =  dx'^  -\-  r^d&^  -\-  dr\ 
und  demnach  ist  in  den  Formeln  (2)  bis  (6)  §.  125 

p,    q,    r,        e,     e\    e" 
durch 

X,    &,    r,         1,    r%     1 

zu   ersetzen.     Die   sechs  Gleichungen   (2),   (3)   §.    125   reduciren 
sich  auf  drei,  wenn  wir 

E»  =  0,     Mr  =  0,    M^  =  0 
setzen,  und  E^,  E^,  M»  ^  M  von  %■  unabhängig  annehmen: 
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tllektr 

iscbe  St 

röm 

inug: 

in  1 

iinem  Di 

c 

8.-K 
8r 

=  . 

B-B. 
8t 

+ 

4)lAE„ 

r 

'erM 

=     * 

dE, 
dt 

+ 

4«JÄ, 

.  ( 

dE. 

SE,\ 

BJf 

(3) 

UTld  aus  (5)  §.  125  ergiebt  sich 

,,,  8E.     ,     1  drE,  _ 

W  -ex-  +  V    37--"' 

■während  (6)  wieder  identisch  befriedigt  iat. 

Man  kann  hieraus  eine  einzige  Differentialgleichnng  tiir  M 
herleiten,  wenn  man  die  erste  Gleichung  (2)  nach  r,  die  zweite 
nach  X  dift'erentiirt,  beide  von  einander  suhtrahirt  und  (3J  benutzt: 

Hat  man  M  gefunden,  so  kann  man  E^t  Er  aus  den  Glei- 
chungen (2)  durch  Quadraturen  in  Bezug  auf  t  finden,  wenn  die 
Anfangswerthe  gegeben  sind. 

Ebenso  kann  man  Differentialgleichungen  für  die  übrigen 
Componenten  ableiten,  von  denen  wir  noch  die  für  E,;  anführen: 

\    ror      '     dx^  /        '       dP     '  'dt 


Diese  Gleichung  ist  keine  andere  als  die  Gleichung  §.  119  (2). 
Die  Gleichung  (5)  erhält  die  gleiche  Form: 

(7)  „.^I7=.,^+4.1,|?, 

wenn  man  sie  nacli  r  difiFerentiirt  und  dann 

setzt. 

§■  127. 
Elektrische  Strömung  in  einem  Draht. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  da^s  das  Feld  aus  einem 
unbegrenzten  leitenden  Cylinder  mit  Icreisförmigem  Querschnitt 
vom  Radius  It  besteht,  der  in  einem  sonst  unbegrenzten  Dielek- 
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tricum  liegt.  Die  Axe  dieses  Cylinders  ist  die  x-kxe.  Es  hat 
dann  1  einen  constanten  positiven  Werth,  eo  lange  r  -<  iJ  ist, 
und  es  ist  A  =  0  für  r  >■  B. 

Wir  führen  eine   sich  nnraittelbar  bietende   particulare  Lö- 
sung an,  indem  wir  IE„  E^-,  M  von  x  und  von  t  unabhängig  an- 
nehmen.    Dann   sind    die   Gleichungen   (3),  (4)  und    die   zweite 
Gleichung  (2)  (§.  126)  befriedigt,  wenn  wir 
(1)  E.^  =  const.        E,.  ^  0 

setzen,  und  die  erste  Gleichung  (2)  ergiebti 

er 

wonach  M  an  der  Oberfläche  des  Cylinders  stetig  bleibt. 

Es  entspricht  diese  Lösung  einer  stationären  elek- 
trischen Strömung  in  einem  unbegrenzten,  gerade  ausgespannten 
Draht. 

Die  Annahme  (1)  entspricht  der  Voraussetzung,  daes  Er  bei 
dem  Uebergang  aus  dem  Draht  ins  Dielektricum  stetig  sei;  E,.  ist 
aber  unstetig,  wenn  eine  elektrische  Flächenbelegung  auf  der 
Drahtoberfläcbe  angenommen  wird.  Dann  wurde  man  Er  ausser- 
halb des  Dielektricums  nicht  =  0,  sondern  ^^  const,/r  an- 
zunehmen haben,  wobei  sich  die  Oonstante  aus  der  Flächen- 
dicbtigkeit  der  Elektricität  bestimmt. 

Nach  Bd.  I,  §.  151  ist  X  E^  die  Dichte  des  Leitungs- 
stromes, und 

(S)  j  =  [lE,,dq  =  1-n.X  \  rE^dv 

die  Intensität  oder  Stromstärke  des  Leitungsstromes. 
Bezeichnen  wir  mit  wj  den  Leitungswiderstand  der  Längen- 
einheit, mit  g  den  Querschnitt  des  Drahtes,  so  ist  [Bd.I,  §.  165  (8)] 


(*) 

'"       S-ä' 

E 

(6) 

1 

[    £.tiä  =  Jj    f   •■E.til 
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und  in  (1)  ist  also  die  Coiistante  bestimmt  durch 
(6)  B,  =  wj. 

Die  Formeln  (3)  und  (5)  gelten  aber  auch  in  dem  Falle,  wo 
Es  und  mithin  auch  j  nicht  constant  ist,  und  dienen  dann  als 
Definition  von  j.  Durch  j  wird  aber  nach  Bd.  I,  §.  151  haupt- 
sächlich die  durch  den  elektrischen  Strom  übertragene  Energie 
gemessen,  die  als  Joule'sche  Wärme  oder  in  anderer  Form  auf- 
tritt und  Verwendung  findet;  wj^  ist  die  in  der  Längeneinheit  des 
Drahtes,  entwickelte  Joule'sche  Wärme  (falls  von  dorn  Energie- 
verlust  der  quer  verlaufenden  Strome  abgesehen  wird)  und  es 
kommt  daher  vor  allem  auf  die  Kenntniss  von  j  an.  Nach  der 
Definition  (5)  ist  j  eine  Function  von  nur  zwei  Variablen  (  und 
X.  In  aller  Strenge  lässt  sich  aber  die  Bestimmung  von  j  nicht 
trennen  von  der  Bestimmung  der  Kraftcomponenten  für  das 
ganze  Feld,  die  von  drei  Variablen  (,  x  und  r  abhängen.  An- 
dies  aber  unter  gewissen  Voraussetzungen  möglich, 
r  jetzt  zeigen  wollen. 


Selbstinduction. 

Wir  multipliciren  die  Gleichung  (6),  §.  126  mit  rdr  und 
integriren  von  0  bis  B.  Dadurch  erhalten  wir,  mit  Rücksicht 
auf  §.  127  (3); 

und  unsere  Annahme  besteht  nun  darin,  dass  wir  in  dieser  Glei- 
chung das  erste  Glied 

(2)  "^(W),.., 

vernachlässigen  dürfen.     Dann  ergiebt   sich   für  j   die   Gleichung 


also  dieselbe  Gleichung,  mit  deren  Integration  wir  uns  in  §.  121 
beschäftigt  haben,  und  für  die  wir  bereits  dort  den  Namen  der 
Telegraphen  gl  eich  ung    gebraucht    haben,     Sie   enthält  nur  noch 
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die  eine   unbekannte   Function  j  und  die  beiden   unabhängigen 
■Variablen  x,  t^). 

Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  davon  zu  bilden, 
inwiefern  ^ii  beieclitigt  sind,  das  Glied  (2)  in  der  Gleichung  (1) 


)  !NaL.li  dei  voi  Max  well' solieii  Theorie  der  elektrischen  Ströme 
eihsit  man  diese  Gleichung  auf  folgendem  Wege  (Heavieide,  Ou  tlie 
extra  cvuicnt      Eiectrical  Papere  Vol.  1,  p.  93): 

Es  sei  Q  die  EleVtiicitätBmenge,  die  vom  Anfangspunkt  der  Zeit  bis 
zui  Zeit  t  durch.  emPn  Querschnitt  des  Drahtes  mit  der  AhsciEse  x  ge- 
fliBsen  ist  Dann  ist  "iQ/at  din  auf  die  Zeiteinheit  bezogene,  in  dem 
Zeitelement  dt  duich  diesen  Querschnitt  geflossene  Elektricitätsmenge, 
d  h  n  eh  dpi  alteren  Theorie,  die  Intensität  j  des  im  Drahte  fliessenden 
Strtmeb      AKo  itt 

Wenn  nun  C  die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Oapacität  des 
Drahtes  ist,  so  ist  Cdx  die  Elektricitätsmenge,  die  erforderlich  ist,  um  in 
demElement  dx  das  Potential  i?  um  die  Einheit  zu  erhöhen.   Es  ist  hiernach 

•>  -!!  =  «'■■   -li  =  ''S' 

Die  in  dem  Element  dx  thätige  elektromotorische  Kraft  entspringt 
Kum  Theil  aus  der  Spann uugsdiff er enz,  die  dazu  den  Beitrag  {—7)v/l)x)dx: 
giebt  und  der  elektromotorlschctt Kraft  der  Selbstindnotion  — s{ij/i!t]  dx, 
wenn  s  der  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Selbstinductions-Coeffi- 
cient  ist;  und  wenn  iv ,  wie  oben,  der  Widerstand  der  Längeneinheit  des 
Drahtes  ist,  so  ergiebt  sieb  nach  dem  Ohm'schen  Gesetz: 

Eliraiairt  man  «aus  a)  und  b),  so  folgt; 

Diese    Gleichung   stimmt   mit   der    Gleichung   (3)   überein,   wenn   wir 

d)  /!€  —  '•^Cs  i^fii.^  cTw 

Heibei  i'*t  c  lie  Lichtgeschwindigkeit  C  i  mi  sind  die  Caiacitat, 
der  SelbstinductionsooefficiPnt   Wideistand  dei  Lan^pneinheit 

Her  lEt  ^  m  elekti o statischem  Maass  ais^eärnckt  In  den  Froducten 
Cs  t  r  ist  die  Maisiemlieit  gleichgültig  Wenn  man  il  e  3,  n  elektro- 
magnetischem Maas'ie  ausdruckt    so  wi  d  e  nfacl  li 

e)  4tu1  =  Ch 

Der  bedenklichste  Punkt  in  dieser  Theoiie  st  1er  liss  di?  Potential 
V  nicht  allein  von  dei  m  dx  enthaltenen  Elektiic  tatsmenge  londem  von 
der  ganzen  elektiischen  Veitleilnng  abh  ngt  und  dass  al'o  auch  d  e  Capa- 
etat  nicht  coastant  sondern  von  diesei  lieitheilmg  al hangig  ist 
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wegzulassen.  Es  genügt  dazu  nicht,  dass  dieses  Glied  an  sich 
klein  sei,  sondern  es  muss  klein  sein  im  Vergleich  zu  einem 
Werth,  den  wenigstens  eines  der  anderen  Glieder  der  Gleichung 
(1)  annehmen  kann,  wenn  die  Gleichung  (3)  nach  der  Vernach- 
lässigung kleiner  Glieder  noch  irgend  einen  Inhalt  haben  soll. 
Bei  den  nicht- magcetischen  Metallen  können  wir  dabei  (i  nahezu 
gleich  1  annehmen.  Wir  denken  uns  jetzt  den  Radius  des 
Drahtes  sehr  klein,  jedoch  so,  daas  die  Stromintensität  j  und 
der  Widerstand  w  endliche  Werthe  behalten.  Es  müssen  dann 
die  Schwankungen  von  E^  innerhalb  eines  Querschnittes  hin 
länglich  klein  sein,  wenn  die  Vernachlässigung  von  (2)  ge- 
stattet sein  soll,  um  dies  etwas  genauer  auszudrücken,  bezeichnen 
wir  mit  (dj/dt)  einen  mittleren  Werth  des  Difierentialquotienten 
dj/dt  in  dem  Bereich  der  Variablen  x,  t,  in  dem  die  Differential- 
gleichung (1)  angewandt  werden  soll,  dann  ist  die  Gleichung  (3) 
zulässig,  wenn  der  Quotient 

'"'-^ 

dr 


(*) 


für  r  ^  R  eine  gegen  1  zu  vemachl 

Hierin  können  wir  nun  nach  §.  127  (6) 


® 


\dt)  ^  w\dt  J 


setzen,   worin  (dEx/dt)  einen  mittleren   Werth  von   dE^j'dt  im 
Bereich  der  Variablen  x,  t  und  r  <  JS  bedeutet.     Wenn  v,ir 
(5)  w^  =  c^w 

setzen,  so  ist  w,^  der  Widerstand  der  Längeneinheit  des  Drahtes, 
in  elektromagnetischem  Maasse  ausgedrückt,  und  die  Zahl, 
die  klein  sein  muss,  ist  also: 

'öE^' 

(6) 


/8^ 

\  dt 


Nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  sei  E^  in  Bezug  auf  t 
und  r  periodisch  mit  den  Perioden  T  und  L  (ohne  damit  sagen 
zu  wollen,  dass  diese  Annahme  mit  der  Differentialgleichung  ver- 
träglich sei),  setzen  wir  also 

Biemiun. Weber,  Partielle  DifEerentia,lBlelohungeii.    H,  21 
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worin  A  von  r  und  (  unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich,  dass 

~L 

eine  kleine  Zahl  sein  müsste.  Hierin  in  Wm-K  der  eleiitro- 
uiagaetisch  gemessene  Widerstand  eines  Drahtstückes  von  der 
Länge  Ü,  der  durch  eine  Gesob windigkeit  gemessen  wird,  und 
dieser  Widerstand  muss  also  klein  sein  im  Vergleich  zu  LjT, 
was  wir  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  angenommenen 
Wellenbewegung  bezeiclmeii  ktimien. 


Integration    der   Telegraphengleichung    durch    die 
Methode  der  Particularlösungen. 

Im  §.  121  haben  wir  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen nach  der  Riem an n' sehen  Methode  behandelt  und  unter 
gewissen  Voraussetzungen  über  die  Nebenbediiigungen  integrirt. 
Es  bietet  aber  die  Behandlung  nach  der  Fourier'schen  Me- 
thode neue  Gesichtspunkte  und  soll  hier  daher  noch  kurz  be- 
sprochen werden.  Wir  suchen  also  zunächst  particulare  Lösungen 
der  Differentialgleichung 

indem  wir  setzen 

worin  A,  t»,  ß  reelle  oder  imaginäre  Constsinten  sind.  Um  diesen 
und  allen  daraus  abgeleiteten  Ausdrücken  eine  physikalische 
Bedeutung  zu  geben,  braucht  man  nur  den  reellen  Theil  bei- 
zubehalten. 

Die   Dift'erentialgleichung   (1)  wird   durch   den  Ausdruck   (2) 
befriedigt,  wenn  die  Gonstanten  a,  ß  der  Bedingung  genügen: 
(3)  fiEjSä  _,  i^filiß  _  a^c^  =  0. 

Wir  wollen  zunächst  a  reell  annehmen.  Dann  ist  die  durch 
(2)   dargestellte    Function   j    in   Bezug   auf  x  periodisch.      Die 
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Periode  2ir/M  heisst  die  Wellenlänge;  ß  wird  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung  (3)  bestimmt,  aus  der  sich 

ergiebt. 

Man  erhält  also  zwei  Werthe  ß-,,  ß^  für  ß,  und  die  beiden 
Werthe  i^,,  iß^  sind  entweder  coiijugirt  imaginär,  wenn 

oder  reell,  wenn 

(6)  «'<*-^, 

immer  aber  sind  die  reellen  Theile  von  ißu  ißs  negativ.  Es 
findet  also  eine  zeitliche  Dämpfung  des  anfangs  vorhan- 
denen periodischen  Zustandes  statt,  im  ersten  Fall,  (5),  unter 
immer  schwächer  werdenden  zeitlichen  Oscillationen ,  im  zweiten- 
Falle,  (6),  ohne  Oscillationen, 

Wenn  ein  beliebig  gegebener  Anfangezustand  durch  die 
pavticulare  Lösung  (2)  dargestellt  werden  soll,  so  können  wir 
a  alle  reellen  Werthe  von  —  co  bis  -}-  °°  durchlaufen  lassen 
und  dann  den  Foarier'achen  Lehrsatz  anwenden.  Wir  haben 
dann  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  j  und  dj/dt  für  f  =;  0  in 
gegebene  Functionen  von  x  übergehen ,  die  wir  mit  jn  (x),  jl  (x) 
bezeicbnen.  Wir  setzen  nach  (2),  indem  v^ir  mit  J., ,  Ä^  Func- 
tionen von  K  bezeichnen: 

(7)  j=    ({Ae'S'  +  Ä,,HVje'"d:,.. 


(6)  1^  =  i{  (ß,Ä,ef.'+hÄ,e'f.<)e<"d«, 

und  wenn   wir    den    Fourier'achen   Lehrsatz  in   der  Form   an- 
wenden (§.  76): 

(9)  /(».)=  ^jd«|/(|).'-<-!><iS, 

SO  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Functionen  A^,  A^  die  beiden 
Gleichungen: 
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(10) 


A  +  A  =  ^-^\i,m'-'-^dt 


Die  zweite  Annahme,  die  wir  maclien,  wenn  nicht  der  An- 
fangszuatand,  sondern  eine  bestimnate  Form  der  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  gegeben  ist,  besteht  darin,  dasa  ß  reell,  also  die 
particulare  Lösung  (2)  in  Bezug  auf  die  Zeit  periodisch  ist.  Die 
Periode  2n/ß  heisst  dann  die  Schwinguogsdsmer.  Ana  (3)  er- 
giebt  sich 

(11)  C«  =  1j/ll8ß^  —  i7t(lTiß. 

Es  ist  also  «  weder  reell  noch  rein  imaginär  (ausser  für 
ß  =  0).  Wählen  wir  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  in  (11) 
so,  dass  der  reelle  Theil  von  ia  negativ  wird,  so  verachwindet 
der  Ausdruck  (2)  für  j  fiir  unendlich  grosse  positive  x  und  wird 
unendlich  für  unendlich  grosse  negative  x. 

Zur  Erhaltung  dieses  Zustandes  ist  eine  fortwährende  Zufuhr 
von  Energie,  eine  Erregung  iiothwendig,  die  wir  uns  auf  der 
Seite  der  negativen  x  im  Unendlichen  denken,  und  die  wir,  da- 
mit ihr  Einfluss  im  Endlichen  noch  merklich  sei,  unendlich 
gross  annehmen  müssen. 

Einen  allgemeinen,  dieser  Vorstellung  entsprechenden  Aus- 
druck erhalten  wir,  wenn  wir  Ä  als  eine  willkürliche  Function 
von  ß  annehmen,  und  das  Integral  bilden 

(■12)  j  =  f  Ac'("-+s')(i/3, 

und  nun  kann  man   die  Function  Ä  etwa  so  bestimmen,   dass  j 
für  a:  =  0  eine  gegebene  Function  von  (  wird. 


§.  130. 
Bestimmung  des  elektromagnetischen  Feldes. 

Ist  j  durch  Integration  der  Gleichung  (3),  §.  128  als  Func- 
tion von  X  und  t  bekannt,  so  bleibt  noch  übrig,  den  Zustand  des 
ganzen  elektromagnetischen   Feldes  zu   ermitteln.     Dazu  genügt 
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die  Kenntniss   der  magnetisclien  Kraft  Jf,   die  als  Function   von 
*■,  X  nnd  t  zu  bestimmen  ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(1)  r  ilf  =  P, 

so  ergeben  die  Gleichungen  §.  126  (2),  (5): 

(2)  c  ^  ^  -  e  -,-~-  —  47i;irE,, 
^  '  er  et 

und  für  den  Baum  des  Dielektricums,  wo  1  ^^  0,  s  :^  fi.  ^^  1  ist: 

,  2  /"  A  1  ^j?  ^  ^!^  —  ^ 

'''^  '^  \dr  r    dr  ^  dx^)~  dt^' 

Die  Gleicliung  (2)  wollen  wir  zwischen  den  Grenzen  0  und 
E  integriren  und  erhalten,  da  M  und  um  so  mehr  P  für  r  ^=  0 
verschwindet,  wenn  wir  mit  Pq  den  Werth  von  P  für  r  ^  It 
bezeichnen,  mit  Hücksicht  auf  §.  127  (3) 

worin  sich  s  und  A  auf  den  Draht  beziehen.  Denken  wir  uns  j 
als  Function  von  x  und  (  bekannt,  so  ist  die  Gleichung  (4)  eine 
Grenzbedingung,  die  sich  auf  »-  =  ü  bezieht.  Wenn  wir  aber 
B  als  unendlich  klein  annehmen,  so  können  wir  unter  F^  auch 
den  Werth  von  P  für  r  =  0  verstehen,  und  wir  werden,  wenn 
wir  die  Gleichung  (3)  mit  dieser  Grenzbedingung  integriren,  eine 
Lösung  erhalten,  die  für  Werthe  von  r,  die  im  Vergleich  zu  R 
gross  sind,  eine  brauchbare  Annäherung  giebt. 

Ausserdem  wollen  wir  noch  die  Bedingung  hinzu- 
nehmen, die  wir  im  Falle  des  stationären  Zustandes 
bewährt  gefunden  haben,  dass  P  für  r  ^  <c  nicht  un- 
endlich werden  soll. 

Um  die  Differentialgleichung  (3)  zu  integriren,  suchen  wir 
particulare  Integrale.     Wir  setzen 

(5)  P^e'^-'-^+P^^Q, 

worin  a,  ß  Conatanten  sind,  und  Q  eine  Function  von  r  allein 
sein  soll.     Dadurch  ergiebt  sich,  wenn 

(6)  r'  =  «=-g 

gesetzt  wird,  für  Q  die  Differentialgleichung 


(7) 


dr  r    dr 
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Wenn  wir  hiiirin 
(8,  «  =  .^ 

setzen,  so  erhalten  wir  durch  Integration  nach  r,  wohei  die 
additive  Conatante  Null  gesetzt  werden  kann,  für  W  die  Diö'e- 
rentialgleichung : 

,   dW 
^   dr-^ 

(9)  i^_,.,.y^o 

\  '  r      dr 

oder 

(10)  ^•^^+liE^y.^^„. 

~     '  dr<'         r    dr 

Dies  ist  aber  die  BesseTBcbe  Difiereutialgleichung  mit  dyn 
beiden  parti ciliaren  Integralen  J'('i)'r),  Kiiyr),  und  nach  Bd.  I, 
§.  73  (5),  (6)  hat  diese  Gleichung  also  auch  ein  particulares 
Integral  der  Form: 


'^  ='-"]/ -i^r'^'y''- 


(11) 

Ein  zweites  particulares  Integral  erhält  man  daraus,  wenn 
man  y  in  — y  verwandelt.  Da  aber  ^  für  ein  unendlich  grosses 
r  nicht  unendlich  werden  darf,  so  können  wir,  so  lange  wenig- 
stens Y  nicht  rein  imaginär  ist,  nur  das  eine  dieser  beiden 
Integrale  beibehalten,  nämlich  das,  in  dem  f  einen  positiven 
reellen  TheU  hat.  Dann  verschwindet  W  für  ein  unendliches  r. 
Denn  S(ä)  hat  für  ein  unendliches  g,  wie  im  g.  75  des  ersten 
Bandes  nachgewiesen  ist,  einen  endlichen  Werth. 

Im  Bd.  I,  §.  74  haben  wir  die  Entwickelung  gefunden 


'i^. 


■^  Cr  —  log  s  /s\^'' 

s(') = 2  n(v,'  y 


und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation; 

-^  2flogg  +  l  — are.  /^Y'' 
.-^  ^{'^y  V4.'     ' 

und  wenn  man  hierin  s  ^  2'yr  setzt,  so  erhält  man  einen  Aus- 
druck, der  in  (5)  für  Q  gesetzt  werden  kann.  Der  Werth  von 
Q  wird  also  =  1   für   s  =^  0.     Diese    Function    Q  kann   dai)n 
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noch  mit  einem  Factor  multiplicirt  werden,  der  eine  wilikürliehe 
Function  von  «,  ß  ist. 

Nehmen  wir  als   einfachstes  Beispiel  für  j   einen   der   Aus- 
drücke aus  §.  129: 

(13)  j  =.  Ae'<--+f'> 

mit  der  Bedingung: 

U)  fisß^  —  iitjikiß  —  a'H''  —  0, 

sn  ergiebt  sich  aus  (4) 
(«)  cP.  =  - 24  (l+li^j)  ..■...«. 

und  folglich,  wenn  Q{ii)  die  durch  (12)  definirte  Bedeutung  hat: 

(16)  eF  =  -2A{l  +  ^)  ««■•"»  Qirr). 


worin  ^a  ^  «a  —  ßs  ^a  setzen  und  y  mit  positivem  reellem  Theil 
zu  nehmen  ist.  A  kann  dann  auch  eine  complexe  Coiistante 
sein,  und  um  einen  Ausdruck  mit  realer  Bedeutung  zu  erhalten,  hat 
man  für  P  den  reellen  Theil  des  Ausdruckes  (16)  zu  nehmen. 
Diese  Ausdrücke  kann  man  dann  wie  im  §.  129  summiren ,  und 
kann  so  z.  B.  einen  willkürlich  gegebenen  Anfangszustand  im 
Drahte  berücksichtigen.  Soll  auch  noch  ein  gegebener  Anfangs- 
ziistand  im  Felde  befriedigt  werden,  so  muss  man  eine  Lösung 
der  Gleichung  (3)  hinzufügen,  die  für  r  =  Q  verschwindet  und 
gegebenen  Anfangswertheu  von  Ji"  und  dM/dt  entspricht.  Man 
setzt,  um  die  Methode  von  §.  120  anwenden  zu  können,  im 
§.  126  (7) 

F^jrüär. 

oder,  was  dasselbe  ist 

^  "    rdr  ' 
und  hat  dann  auch  gegebene  Anfangswerthe  von  ü  und  dU/dt. 
Diese   Lösung    lässt   sich    auch    durch   BesseTsche   Functionen 
mit  reellem  Argument  darstellen. 

Wollen  wir  die  elektrische  Componente  E^  an  irgend  einer 
Stelle  des  Feldes  bestimmen,  so  führt  dazu  die  erste  Gleichung 
(2),  §.  126,  die  hier  so  lautet: 

(17)  c  drM _  dE, 
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Setzen  wir  hierin  nach  (5) 

(18)  rM=  F  =  e'<"'^+(*"ft 
so  folgt  durch  Integration  in  Bezug  auf  t : 

(19)  -E.  =  -  4-  ^ß  e*'-  +  .*'l, 
imä  nach  (7)  und  (8)  ist 

also  erhalten  wir 

(20)  E^  =  _^ei(."x+,*o^, 

Diese  Kraft  ist  es,  die  in  einem  etwa  an  der  Stelle  a.',  r  au- 
gebrachten, zu  dem  ersten  parallelen  Draht  eine  inducirende 
Wirkung  hat,  nnd  die  Formel  (11)  zeigt,  nach  welchem  Gesetz 
diese  Induction  mit  wachsender  Entfernung  r  der  beiden  Drähte 
abnimmt, 

Nachweis   der   üebereinstimmung   der   beiden   Lösungen 
der  Telegraphengleichung, 

Die  Lösung  der  Telegraphengleichung  bei  gegebenem  Anfangs- 
zustand, die  wir  im  §.  129  (7),  (10)  gefunden  haben,  hat  eine  ganz 
andere  Form,  wie  die  durch  die  Riemann'sche  Methode  (§.  123) 
erhaltene,  obwohl  die  Grenzbedingungen  ganz  dieselben  sind. 
Es  ist  nun  von  Interesse,  diese  beiden  Resultate  mit  einander 
zu  vergleichen  und  auf  einander  zurückzuführen. 

Zu  diesem  Zweck  stellen  wir  zunächst  die  beiden  Formen 
zusammen.  Es  handelt  sich,  wenn  wir  die  geeigneten  Variablen 
einführen,  um  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

unter  der  Bedingung,  dass 

(2)  tur!,  =  0;     »=/(«),        |^  = -FW 

sei,  wo  fix)  und  F{3i)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Der  Lösung,  die  wir  im  §.  123  (3)  erhalten  haben,  geben  wir 
die  folgende  Form,  indem  wir  x^,  j/,  durch  x,  y  und  die 
Integrationsvariable  x  durch  |  ersetzen: 
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(3)  iu=f{x~i,)+f(x  +  ,j) 

worin 

(4)  2  =  ir  -  (^— 1?- 

(5)  V  =  Jiis)     (Bessel'sche  Function), 
und  hierfür  können  wir  auch  setzen 


(6) 


2»  =  |»F(|)<i|  +  Ai,/(J)«. 


Die  Gleichung  §.  129  (1)  geht  aher  in  (1)   über,   wenn   wir 
c=l,     ft  =  1,     s  ^  1,     2jrA=l,    y  — e-'M 
setzen  und  dann  y  für  (   schreiben.     Die   Gtleichung   §.    129   (3) 
wird  jetzt 

^a  _  2  j  (5  —  Kä  —  0 
und  ergiebt  ^____^ 

iß  =  —  l  ±iV«^  — 1. 
Hiernach  erhalten  wir  aus  §,  129  (7),  wenn  wir 

A-=Aj-]-A^,    B  =  *(Ai  — A) 
setzen: 

(7)       M^  \[A<imyy'(i^  —  \   -\-  B&myy'a^  —  l]e''"drA, 

;  §.  129  (10) 


und  für  die  Functionen  A,  B  von  a  erhält  man 
oder  aus  dem  Fourier'schen  Lehrsatz  (§.  76): 


(8) 


(9) 


2^1/®-««. 
jryw*  —  1  J_ 


J!«)_.i„ 
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Dies  können  wir  endlich  auch  so  darstellen: 
(,0)  2»  =  i  (7.   [h  mjpijSE}:  ,..»-1, 

Zum  Nachweis  der  Uebereinstimmung  von  (6)  und  (10)  ge- 
nügt es  also,  wenn  für  eine  willkürliche  Function  /(^)  die 
Richtigkeit  der  Relation 


(u)  ^j  fcj dl/CS) °'yji7- .'-'-"  =^j ./(i)ds 

bewiesen  werden  kann,  in  der  v  durch  (4)  und  (5)  bestimmt  ist. 

Der  Beweis  dieser  Formel  lässt  sich  mit  Hülfe  eines  be- 
stimmten Integrals  aus  der  Theorie  der  Bessel'schen  Func- 
tionen führen. 

Wir  haben  nach  Bd.  I,  §.  68  (6): 

(12)  J(^)^    1    (,^,«...rf„ 


und  daraus,  wenn  r,  (p  gegebene  Grössen  sind: 

(13)  [  J(r  sin  <p  sin  9-)  e""'"''!"""^  sin  »  d&  = 

Wir  wollen  nun  q),  %■  als  Seiten,  a>  als  den  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkel  in  eioem  sphärischen  Dreieck  (abc) 
{Fig.  48)  betrEtchten,  so  dass,  wenn  @  die  dem  Winkel  la  gegen- 
überliegende Seite  bedeutet, 

(14)  cos®  =  cosip  cos*  -|-  sin 9  sin^d-  cosro 

ist,   Während  sin 9'  d&  d(o  =  do   ein  Flächenelement  bei   c   auf 
der  F.inheitskugel  ist.     Demnach  ergiebt  das  Integral  (13) 
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J{r  &m<p  sinö')  pjr'^^'f'^^»  sin 5-  d%-  ^—  \  e*'-™«  do, 

worin  die  Integration  nach  äo   üter   die  ganze  Kugelfläche  aus- 
zudehnen ist. 

Nehmen  wir  aber  den  Punkt  b  als  Pol,  so  können  wir  dafür 
setzen,  wenn  il  den  der  Seite  %■  gegenüberliegenden  Winkel  be- 
deutet : 


(-)    m^- 


&m®ä&dSlz 


und  wir  haben  also,  wenn  wir 

r  cos  g)  =  ?H,    r  ain  tp  =  ii.     cos  ^  =  J, 
setzen,  nach  (13)  die  Integralformel: 

(16)  P(..vr^-)....'.di  =  "!fiE. 

Diese  Formel  ist  zunächst  für  reelle  m,  n  bewiesen;  da  aber 
auf  beiden  Seiten  durchaus  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Functionen,  auch  für  complexe  m,  n  stehen,  ao  muss  diese 
Gleichung  eine  Identität  sein,  und  wir  können  darin  also  auch 
m,  n  irgendwie    complex   annehmen.     Setzen  pj     ^g 

wir  also  «i  =  —  ay,  n  =  iy,  und  dann  noch 
l  für  yl,  so  folgt: 

(17)  »in9V.^^^T  ^ 

y««  —  1 

i  j  J{iif^^')  ,-<•'  dl. 
Dies  wenden  wir  an  zur  Umformung  des  Ausdruckes 
°9  V"'— '  ,,.(._.) 


,18)         (/=iJÄ»jdS/{|)55^ 


Wenn  mr   darin  die  Int-egrationsfolge  vertauschen,  und   für 
1  sinus  den  Ausdruck  aus  (17)  einsetzen,  so  folgt: 
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und  nach  dem  Fourier'achen  Lehrsatz  ]§,  129  (9)]  ist; 
(20J  ^  ida,  {dX  J  (i^if  —  X^)  e'^K^-^i-^l 


=  J\ii'f  —  {x^  ^f]    wenn  (x  — |)^  <  f, 
^  0  wenn  {x  —  ^)^  >-  )/*. 

Demnach  folgt  aus  (19): 

(21)  V  =  j/(ö  J  |i  V J'"-r(r-^)']  d s, 

wodurch  die  Formel  (llj  bewiesen  ist. 
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Siebenzehnter   Abschnitt. 
Reflexion  elektrischer  Schwingungen. 


§.  132. 
Reflexion   ebener  elektromagnetischer  Wellen. 

Die  elektromagnetischen  (Jrundgleichungen  haben  sich  am 
besten  bewährt  hei  der  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Versuche, 
die  Hertz  über  die  Fortptianzang  elektrischer  Wellen  angestellt 
und  durch  die  er  alle  wesentlichen  Eigenschaften  der  Licht- 
ers ch  einung  en  auch  an  elektrischen  Wellen  nachgewiesen  hat. 
Um  einen  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  dieser  Erscheinungen 
zu  gewinnen ,  betrachten  wir  zunächst  einen  ganz  einfachen  Fall. 

In  einem  unbegrenzten  Felde  sei  ein  elektromagnetischer  Zu- 
stand, der  nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  und  von  der 
Zeit  (  abhängt.  Von  den  sechs  Componenten  der  elektrischen 
und  magnetischen  Kraft  seien 

E,  ^  0,        Ey  -=  E,        E.^  0, 

und  E  und  M  seien  Functionen  von  x  und  t. 

Die  Maxwell'schen  Gleichungen  [Bd.  I,  §.  152  (4),  (5)] 
reducireu  sich  bei  dieser  Annahme  auf  zwei: 


(1) 


'  dx' 
dM 


Wir  nehmen  ferner  an,  daas  ein  von  der  y^-Ebene  begrenzter, 
sonst  aber  unbegrenzter  Leiter  mit  der  Luft  oder  dem  leeren 
Raum  in  Berührung  stehe.     Dann  sind; 
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für  a;  >  0,     i  =  fi  ^  1,     A  =  0, 

für  a;  <;  0,     s,  ft,  X,     positive  Constante. 

Bezeielinen  wir  mit  £,  M  die  Werthe  dieser  Functionen  auf 
der  Seite  der  positiven  x,  also  im  Dielektr jcum ,  mit  E',  M'  die- 
selben Functionen  für  negative  x^  also  im  Leiter,  so  erhalten  wir 
noch  als  ürenzbe dingung  (Bd.  I,  §,  156,  1): 

(3)  für  «  =-  0    ist       £  =  E\     M  =-  M'. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  von  E  und  M  wäre  noch  die 
Kenntniss  des  Änfangszustandes  erforderlich.    Statt  dessen  suclien 
wir   particulare  Lösungen,  wie  sie   aus  der  Annahme   einfacher 
Sinus-Schwingungen  hervorgehen.     Wir  setzen  also: 
JE=  /Je'"«,        E'  =  ü'e*"«, 

woriu    [7,   F,  V,  V   Functionen  von  x  allein   sind;   k  ist   eine 
reelle  Constante,   die   mit  der  Scbwingungsdauer  der  Oscillation, 
r,  durch  die  Gleichung  zusammenhängt: 
2jr 


Die  Ausdrücke  (4)  ergeben  sich  dann  in  imaginärer  Form, 
von  der  im  Endresultat  nur  der  reelle  Theil  beizubehalten  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  JJ,  V,  Ü',  V,  die  gleichfalls 
imaginär  sein  können,  erhalten  wir  nun  aus  (1)  die  folgenden  Diffe- 
rentialgleichungen : 

■TT  ^'^' 

d  X 

(')  .    ^  äU       '>" 

ittV  ^  —  c  -i— , 
dx 

und  durch  Integration  von  (5)  erhält  man: 
U  =       a,  e  "      +  «a  e     '    , 

V  ^:r  —  tSj  e '      -\-  a^e    '    , 
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worin  a,,  «a  Constanten  sind,  die  gleichfalls  imaginär  sein  können. 
Um  (6)  zu  integriren,  haben  wir  zwei  particulare  Integrale: 

(8)  V  =  a'e        ^      ,        V  =  b'e        '      ,       x<0 

zu  bilden,  und  erhalten  zunächst  durch  Elimination  von  «',  b' 
t'ür  p  -j-  jö  die  quadratische  Gleichung 

(9)  Cp-|-  iö)2  =  j^  Af  4  ^\=,  —  fiB-\-2i(tTL 

Wenn  i.  nicht  verschwindet,  so  ist  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  nicht  negativ  reell,  und  folglich  liann  p  nicht 
gleich  Null  sein.     Wir  setzen  also 

(10)  Q  -\-  ie  =  y ~-  ft £  +  2 * fi i'l, 

und  behalten  von  den  beiden  Werthen  der  Wurzel  nur  den  einen 
bei,  in  dem  der  reelle  Theil  q  einen  positiven  Werth  hat. 
Denn  bei  negativem  q  würden  die  Ausdrücke  (8)  für  ein  \\n- 
endlich  grosses  negatives  x  unendlich  gross  werden,  was  unmöglich 
ist.    Zwischen  a'  und  b'  ergiebt  sich  aus  (6)  noch  die  Beziehung 

(11)  ?/  =  _«'.^±i^, 

und  a'  ist  eine  Oonstante,  die  ebenfalls  imaginär  sein  kann. 

Um  nun  das  Ergebniss  in  reelleForm  zu  bringen,  ersetzen  wir 
flj,  Ol,  a'  durch  a,  -j-  i&i,  u^  -{-  ib^,  a'  -\-  ih\  und  verstehen  unter 
aj,bi^a2,bi,a',b'  reelle  Constanten.    Bann  ergiebt  sich  aus  (7),  (4): 

E={a^-i-  ib^)/"^'^^)  +  («a  +  ih)«"'^^''^ 
und  wenn  wir  nur  den  reellen  Theil  beibehalten  für  a;  >■  0: 

(12)  E  =  a,  COS  «  ^t  +  -"^  +  «a  cos  k  (t  —  ^\ 
-  öl  sin  w  w  -\ —  j  —  b-iSmu  (t 1 , 

(13)  Jf  ^  —  ß,  cosci  U  -i--j  +  «^eoä«  (t  — -^ 

+  i,  sinw^i+l)  _6,sin«  A  — ly 

Diese  Ausdrücke  sind  auch  in  Bezug  auf  x  periodisch, 
und  iiire  Periode  L,  die  die  Wellenlänge  genaimt  wird,  hängt 


und  ebenso 
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mit  der  Schwingungadauer  T  durch  die  Gleichung  zusammen: 

(14) 

wonach  das  Verhältnis  zwischen  der  Wellenlänge  und  Schwingunga- 
dauer  (im  leeren  Räume  und  in  der  Luft)  gleich  der  Licht- 
geschwindigkeit ist. 

Setzen  wir  noch,  indem  wir  mit  A^,  Ä^,  %,  %  neue  Oon- 
stanten  bezeichnen: 

a,  =^iC0SWi,        61  =  J-iSinwi, 

%  =  Ä2  cos  Kg,         Jiä  =  A  sin  «s, 
so  erhalten  wir 

E=       A«os[»(i  +  |)  +  «,]  +  Aoo8[«(l-|)  +  «,], 
(lö) 

wofür  wir  auch  abgekürzt  setzen: 

E  =        A,  cos  ©1  4-  Ai  cos  ©5, 
^     ^  Jli"  =  —  ^1  cos  0,  -f  -Aä  cos  ©j. 

Der  erste  Theil  in  diesen  beiden  Ausdrücken,  der  von  0, 
abhängt,  bleibt  ungeändert,  wenn  die  Zeit  (  um  ebenso  viel 
wächst,  als  xje  abnimmt,  und  stellt  daher  eine  in  der  Richtung 
der  negativen  fl:-Axe  laufende  Welle  dar.  Ebenso  stellt  der  zweite 
eine  in  der  Eichtung  der  positiven  x  laufende  Welle  dar.  Be- 
trachten wir  die  Ebene  3;  ^  0  als  spiegelnde  Fläche,  so  können 
wir  die  erste  die  einfallende,  die  zweite  die  reflectirte 
Welle  nennen. 

Unter  der  Phase  einer  Welle,  die  durch  einen  einfachen  Cosinus 
dargestellt  ist,  versteht  man  den  Ueberschuss  des  unter  dem 
Cosinus -Zeichen  stehenden  Winkels  über  das  nächst  kleinere 
Vielfache  von  2  je.  Es  haben  daher  nach  (16)  die  elektrischen 
und  magnetischen  Wellen  die  gleiche  Phase.  Dagegen  wird 
bei  der  einfallenden  und  der  reilectirten  Welle  im  Allgemeinen 
ein  Phasenunterschied  stattfinden. 

Die  absoluten  Werthe  der  Goefflcienten  J.j,  Ä-i  heissen  die 
Amplituden  der  beiden  Wellen.  Nach  Bd.  I,  §.  153  ergiebt 
sich  für  die  einfallende  Welle  der  Energiestrom  in  der  Richtung 
der  negativen  a:-Axe  ^,^cos^©,  und  für  die  reflectirte  Wolle  in 
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der  Richtung  der  positiven  a;-Axe  A^aos^S^.  Die  Quadrate  der 
Amplituden  AI,  A^  heissen  die  Intensitäteu  der  beiden  Wellen. 
Um  aber  die  Beziehung  zwischen  den  Phasen  und  AmpUtudeh 
der  beiden -Wellen  zu  finden,  müssen  wir  auf  den  Vorgang  im 
Leiter,  also  auf  die  Ausdrückfi.  W  und  31'  und  die  Grenz- 
bedingungen (3)  eingehen. 


§.  133. 
Eindriflgen  der  Welle  in  den  Leiter. 

Für  die  in  den  Leiter  eindringende  Welle,  also  für  x  <;  0, 
erhalten  wir,  wenn  wir  a'  -\-  ib'  für  «'  in  (8)  einsetzen,  nach  (4) 
und  (11)  (§.  132): 

^^^  E'=        («'  +  a')e^e'<*2^), 

ftM'  =  -  (a'  +  ib'){6  -^iQ)e^  ,-"('+^)^ 
oder  wenn  wir  setzen: 

(2)  a'  4-  ib'  =  Ä'ei"',        ö  -^  iQ  ~  lie'' 

und  den  reellen  Theil  beibehalten : 

i^M'  =  —  EA'e~^  coalccft  +  ^)  +  «'  +  rl- 

Es  dringt  also  nur  eine  Welle  in  das  Innere  des  Leiters 
vor,  und  zwar  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


Die  Schwinguugsdauer  ist  dieselbe  wie  im  Dielektricum,  aber 
die  Wellenlänge  ist 

0 

Es  findet  ausserdem  eine  Phasendifferenz  zwischen  der  elektri- 
schen und  magnetischen  Welle  statt,  die  durch  die  Grösse  r  aus- 
gedrückt ist. 

Beide  Componenten  E'  und  M'  haben  den  Factor 

Kiemann-WBbBT,  Partielle  Hiffcreütialgleichungen.    II,  22 
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(4)  J}-=.e    1^'     r=  e^^, 

der   um  30  Ideinei"  wird,   je   grösser  —  x  wird,    der   also   eine 

Dämpfung  der  Welle  beim  Fortschreiten  bedeutet. 

Um  nun  die  Beziehung  .zwischen  der  einfallenden,  der 
reflectirten  und  der  eindringenden  Welle  zn  erhalten,  müaaen 
wir  auf  die  Grenzbedingungen  §.  132  (3)  zurückgehen. 

Wir  erhalten  für  a;  =  0  aus  (3)  und  §.  132  (16): 


(5) 


(6) 


E  ^=        Ay  cos  (at  -\-  a-i)  -|-  A^  cos (« i  -|-  c 
M=  —  Acos(«f +  «i)  +  ^2Cos(«(  + t 
E'  =        ^rcos(a(  +  tt'), 
U.M'  =  —  I-;^'cos(Mi  +  a'  +  r), 

0  und  für  alle  Zeit  E=  E\  M  =  A 


und  da  für  x 
so  folgt: 

A'  cos «'  =  Ai  cos  «1  -|-  J.. 

A'  sin  «'  =  j4i  sin  «1  --    A. 

B,  A'  cos  («'  -j-  r)  ^=  fi  (^1  cos  osi 

E  A'  sin  («'  +  »")=:(*  (-^1  sin  «^ 


(') 


(8) 


-  jI^  COS  «a), 


Hierin  sind  B,  r,  {i  als  gegebene  Constanten  zu  betrachten, 
die  von  der  Natur  des  Mittels  und  von  der  Schwingungsdauer  des 
einfallenden  Lichtes  abhängen  [§.  132  (10)],  und  man  hat  also 
in  (7)  und  (8)  vier  lineare  Gleichungen,  aus  denen  A^co&a^, 
.ilg  sin  «a,  J.' cos  h'.  J.' sin  k'  bestimmt  werden  können,  wenn 
^iCOSM^,  J-iSinwi,  d.  h.  Amplitude  und  Phase  der  einfallenden 
Welle  gegeben  sind.  Der  Pliasen  unter  schied  a,  —  Uj  ist  ausser 
von  den  Constanten  des  reflectir enden  Mediums  von  der  Schwin- 
gungsdauer T  abhängig. 

Der  dämpfende  Factor  D  hängt,  wie  man  aus  (4)  sieht,  vom 
Leitvermögen  i.  und  von  der  Wellenlänge  L  oder  der  Schwingungs- 
dauer T  ab.  Nehmen  wir  das  Product  Tk,  was  eine  reine  Zahl 
ist,  im  Vergleich  zu  e(i  als  sehr  gross  an,  so  ergiebt  sich  aus 
§.  132  (10)   (wegen  l/Yi  =  l  -\-  i)  der  genäherte  Werth 


--  iTXn., 


(9) 


T~  \    T 
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Je  grösser  dieser  Werth  ist,  um  so  weniger  tief  wird  die 
Welle  in  den  Leiter  merklich  eindringen,  und  bei  genügend 
grossem  Werthe  wird  man  das  Eindringen  gänzlicli  vernacli- 
läseigen  können.  Solche  Körper,  bei  denen  dies  gestattet  ist,  hei 
denen  also  von  dem  Eindringen  elektromagnetischer  Wellen  gänz- 
lich abgesehen  werden  kann,  heissen  nach  Hertz  vollkommene 
Leiteri),  und  die  Metalle  können  erfahrungsmässig  zu  diesen 
gerechnet  werden. 

Ob  aber  ein  Körper  als  vollkommener  Leiter  zu  betrachten 
ist  oder  nicht,  wird  ausser  von  seinem  Leitvermögen  auch  noch 
von  der  Wellenlänge  oder  der  Schwingungsdauer  der  einfallenden 
Welle  abhängen  und  wird  bei  schnelleren  Oscillationen  eher  ge- 
stattet sein  als  bei  langsamen. 

Wenn  man  einen  volllcommenen  Leiter  annehmen  darf,  so 
hat  man  sich  nur  noch  mit  der  einfallenden  und  reüectirten 
Welle  zu  befassen,  und  die  Grenzbedingung  reducirt  sich  einfach 
darauf,  dass  an  der  Grenze  des  Leiters 

E  =  0 
sein  muss. 

Die  erste  Gleichung  (5)  ergieht  dann  für  diesen  Fall 

Aj   t=:  ■ —  Ai,  Kj   =3   K,. 

Die  magnetische  Componente  wird  an  der  Grenze  nicht  gleich 
Null,  und  es  muss,  was  auch  der  Factor  iJ  in  den  Formeln  (3) 
anzeigt,  noch  ein  gewisses  Eindringen  der  magnetischen  Welle  in 
den  Leiter  angenommen  werden. 


')  Bei  den  eclinellsten  von  Hertz  angewandten  Schwinguugen  iat 
T  ^  22 .  10  ~  ^°  und  für  ein  Metall  von  hohem  Leitvermögen,  etwa  wie  Silher, 
ist  das  hier   im   elektroatatiechen  Maasse  zu  mesaende  X  abgerundet  gleich 


T  ■""  IB  .  22 
oder  ungefähr  26  .  10^^.    Für  Lichts  eh  w  in  gun  gen  von  der  Farhe  der  Natrium- 


nnd  folglich  ~  ungefäiir   3  . : 
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§.   134. 
Kugelförmiger  Leiter. 

Wir  betracliten  imii  die  elektromagnetischen  Wellen,  die  sich 
tildeo  können,  wenn  ein  vollkommener  Leiter,  wie  wir  ilin 
im  vorigen  Paragraphen  deflnirt  haben,  von  zunächst  noch  be- 
liebiger Gestalt  von  einem  unbegrenzten  Dielektricum  umgeben 
ist.  An  der  Grenze  des  Leiters  sind  dann  die  Tangentialeompo- 
nenten  der  elektrischen  Kraft  gleich  Null  anzunehmen,  und  hier- 
durch und  durch  den  Anfangszustand  und  durch  das  Verhalten 
im  Unendlichen  ist  nach  Bd.  I,  §.  156  die  Lösung  des  Problems 
vollständig  bestimmt. 

Um  einen  einfachen  Fall  zu  betrachten,  wollen  wir  einen 
kugelförmigen  Leiter  annehmen,  dessen  Radius  wir  mit  a  be- 
zeichnen. Wir  führen  dann  naturgemäas  Polarcoordinateu  r,  8;  cp 
ein,  und  erhalten  die  Gleichungen  aus  §.  125  (2),  (3),    Es  ist  dann 

und  wir  haben  dann  in  den  erwähnten  Gleichungen 

j),    g,    r,  e,    e',    e" 
durch 

r,    %,    (p,  1,    r\    räsin^O' 

zu  ersetzen,  weil  dr,  dd;  d(p  [nach  Bd.  I,  §.  42  (6)]  ein  Recbts- 
system  bilden. 

Es  ergiebt  sich  dann  nach  §.  125  (2),  (3)  für  das  Dielektricum 
das  folgende  System  von  Differentialgleichungen: 

'  ■'  rsin*  V  d<p  dr      ~)  ~~  ~dt~' 

*■  \    8r  ■&%■  )  ^    dt    ' 

__c /drwi&Ey,  ___  drE^\  _  _  dM^ 

j-ssin»  \       8*  d<f    )  ~^        TF' 

(<r\  _£  _  (^L  „  8  r  sin  »  ^^\  _  __  0  M^ 

*■  '  j-ain*  \d<p  dr        )^  dt    ' 

c  fdrK»  _  d_Er\  _  _  dM.p 
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Für  die  Oberfläche  der  Kugel,  derea  Iladius  wir  mit  a  be- 
zeichnen, haben  wir  die  Grenzbedingung: 

(3)  Eff  =  0,        Ey  =  0        für  r  =  u. 

Hierzu  kommen  noch  die  beiden  tTleichungen  (5),  (6),  §,  125: 

(*>  - '  er—  +  — d^~  +  ^^  =  '^' 

^■'^  dr         "^         3*         ^    d>p     ~ 

Wenn  man  die  erste  Gleichung  (1)  nach  t  difl'erentiirt  und 
dann  für  dM^/dt.  dMs/dt  die  Werthe  aus  (2)  setzt,  so  ergiebt 
sich  mit  Benutzung   von  (4)   eine   Differentialgleichung   für  Er : 

und  aus  (3)  und  (4)  ergiebt  sich  für  J5,  die  Grenzbedingung 

(7)  ^"'"-  =  0        für  r  =  a. 

Mit  Benutzung  der  Umformung  des  Ausdruckes  ^  U  auf 
Polar  CO  ordinaten  [Bd.  I,  §.  42  (11)J  können  wir  die  Gleichung  (6) 
auch  in  der  Form  der  Welle ngleichung  darstellen: 

(8)  ?^  =  «.^(r£,). 

Es  kommt  ausserdem  noch  eine  Bedingung  im  Unendlichen 
hinzu,  die  von  der  besonderen  Natur  der  Aufgabe  abhängt. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  annehmen,  dass  ein  in 
der  Richtung  der  positiven  a-Äxe  fortschreitender  ebener  Wellenzug 
auf  die  Kugel  trifft.  Im  Unendlichen  ist  dann  der  Einfluss  der 
Kugel  nicht  mehr  merklich,  und  die  Bewegung  geschiebt  so,  als 
wenn  die  Kugel  nicht  vorhanden  wäre.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  bei  der  ebenen  Welle  die  elektrische  Kraft  parallel  der 
fli-Äxe  sei.  Dann  können  wir,  wenn  wir  mit  C  die  Amplitude  be- 
zeichnen, nach  §.  132  den  elektrischen  Vector  ao  darstellen: 
(9)  E^  =  Ce<Mcf-rt, 

worin  li  eine  Constante  ist,  die  bei  einer  rein   periodischen  Be- 
wegung reell  ist,  bei  einer  gedämpften  Bewegung  einen  negativen 
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imaginären   Bestandtheil  hat.    "Wäre   dio   Kugel   also   nicli 
banden,  so  wäre 

J^r  =  Ex  COS  (r,  x)  =  -Eji  sin  9'  cos  qu, 
wenn  wir  das  Äzimuth  (p  von  der  a;:S-Ebene  aus  rechnen. 

Wir  erhalten   also   für  unendlich  grosse  Werthe   von 
Bedingung 
(10)  Er  =  C«'*<'^'-'-»°'^)8in*cos^. 

Wir  wollen  diese  Bedingung  etwas  allgemeiner  f'asst 
annehmen,  es  sei  ^  irgend  eine  gegebene  Function,  die  im 
Felde  der 


(11)  TW-"^'" 

genügt,  der  sich  die  Function  rEr  im  Unendlichen  asymptotisch 
anschliesst.     Setzen  wir  dann 

(12)  r  &  —  *  =  W, 

30  hat  IV^  nach  (8)  und  (11)  den  Bedingungen  zu  genügen: 

(13)  ■^=='"^'W' 
im  ganzen  Felde  ausserhalb  der  Kugel, 

(14)  W  =  0    im  Unendlichen, 

(15)  £lll  +  ^1^  =  0    für  r  =  «  [nach  (7)1. 

Hierdurch  sind  die  Bedingungen  für  die  Componente  Er 
vollständig  von  den  übrigen  getrennt,  und  man  kann  diese  Compo- 
nente für  sich  bestimmen.  Wenn  aber  diese  Bestimmung  ,auch 
gelungen  ist,  so  können  damit  die  übrigen  Componenten  doch 
noch  nicht  ohne  neue  Integration  bestimmt  werden.  Man  muss 
etwa  noch  die  Function  Mr  ermitteln,  für  die  man  dieselbe 
Differentialgleichung  erhält  wie  für  Er,  nämlich: 

(16)  tZBr^c'J(TM,), 

und  aus  der  ersten  Gleichung  (2)  erhält  man  als  Grenzbedingung 
die,  dass  M^  für  »•  =  a  von  der  Zeit  unabhängig  sein  soll. 
Wenn  man  M^  und  E^  als  bekannt  ansieht,  so  erhält  man 
aus  (2)  und  (4)  Differentialgleichungen  für  E^  und  E»,  in  denen 
nach  der  Variablen  r  nicht  mehr  differentiirt  ist. 
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Wir  wollen  im  Folgenden  noch  Einiges  über  die  Integration 
der  Differentialgleichung  (16)  ausführen,  unter  der  Voraussetzung, 
daas  Mr  an  der  Oberfläche  der  Kugel  gleich  Null  oder  gleich 
einer  gegebenen  Function  vom  Ort  und  von  der  Zeit  sein 
soll.  Äehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  über  Er  machen,  nur 
dass  da  nach  (7)  nicht  die  Function  JEr  seihet,  sondern  dr'^Er/dr 
an  der  Oberfläche  gegeben  ist. 


§.  135. 
Particnlare  Integrale, 

Die  Differentialgleichiuig  §.  134  (16)  nimmt,  wenn  r 
gesetzt  wird,  auf  Polarcoordinaten  bezogen,  die  Gestalt  t. 

und  es  ist  leicht,   particnlare  Integrale  von  ihr  zu  finden.     Wir 

setzen 

(2)  U=  ei>'mZ„ 

und   verstehen  unter  /c   eine  Constante,   die   reell   oder   comples 

sein  kann,  unter  Z„  eine  allgemeine  Kugelfunction  w'^-Ordnung, 

d.  h,  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 

Soll  dann  Z«  auf  der  ganzen  Kugelfläche  endlich  und  stetig 
sein,  so  muss,  wie  im  §.  116  des  ersten  Bandes  gezeigt  ist,  n  eine 
ganze  Zahl  sein,  die  wir  ^  0  annehmen  können.  Die  Function 
Zn  enthält  [Bd.  I,  §.  115  (12)]  2«  -j-  1  unbestimmte  constante 
Ooefficienten,  die  hier  auch  coraplex  angenommen  werden  können. 

Von  U  nehmen  wir  an,  dasa  es  eine  Function  von  r  allein 
sei,  und  erhalten  daraus  nach  (1)  die  Differentialgleichung  für  i2: 

Auf  diese  Differentialgleichung  sind  wir  bereits  bei  der 
Theorie   der  Wärmeleitung  in   der  Kugel   gekommen   und  haben 
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dort  dafür  die  Integrale  gefunden  [§.  55  (8),  §.  56  (5)]: 

""■^  —  "      -^^V      c   )         n{n  —  v)  n{v) 

Für  B.  kann  eine  lineare  Combination  ji,  iJ,  -|-  A^  B,^  dieser 
beiden  particularen  Lösungen  gesetzt  werden,  worin  J.,  und  .dj  auch 
complex  sein  können,  und  man  erhält  so  aus  (2)  einen  complexen 
Ausdruck,  Yon  dem  im  Endresultat  nur  der  reelle  Theil  bei- 
zubehalten ist. 

§.   136. 
Anfangszustand. 

Wenn  [J  an  der  Kugeloberfläche,  also  für  r=ö  verschwinden 
soll,  so  kann  man  das  Verhältnies  der  Constanten  A-^,  Ä^  in 
■^1  -Kl  -\-  A^Ri  so  bestimmen ,  dasa  E  iwc  r  =  a  verschwindet. 
Man  setze  etwa: 

(1)  i  S  =  -Rs  («)  A  (*■)  —  A  («)  Bs  (r), 

so  dass  M  reell  wird.     Dann  ergiebt  sieb  aus  (2),  §.  13&: 

(2)  ü  ^  e^'"B(:x„  4-*r„), 

wenn  2„  ^^  X„  -)-  iY^  gesetzt  ist  und  X„,  !"„  reelle  Kugelfunc- 
tionen  bedeuten.     lu  reeller  Form  ergiebt  sich 

(3)  U=  ü:(X„cosftf  —  r„sinfci). 

Für  fc  ergiebt  sich  hier  nun  keine  weitere  Bedingung,  und  wir 
können  dem  7c  alle  reellen  positiven  Werthe  beilegen.  Die  Con- 
stanten der  Kugelfunctionen  X„,  T„  können  willkürliche  Func- 
tionen von  h  sein,  und  man  kann  eine  Summe  solcher  Ausdrücke 
[7  nehmen.     Es  ergiebt  sich  dann: 

(4)  f^=2    f  -R(Xcosfc(  +  T„sinAf)f"';, 

und  es  müssten  also,  wenn  (J  =  f,  oU/ot^F  für  (^0  ge- 
gebene Ortsfunctionen  sind,  diese  willkürlichen  Functionen  so 
bestimmt  werden,  dass 
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Wenn  man  die  Functionen  /,  F  für  ein  unbeatimmtes  r 
nach  Kugelfunctioiien  entwickelt,  so  erhält  mau  aus  (5)  die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  Function  i/)(r)  von  r  durch  Bestiuimung 
der  Function  fpiTi)  durch  ein  Integral  der  Form 

(6)  ri,(r)  =  {Rip{lz)dk 

darzustellen.  Eine  solche  Darstellung  wäre  analog  dem  Fourier'- 
sehen  Lehrsätze. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  wir  eine  von  zwei  con- 
centrischen  Kugelüächen  begrenzte  Schale  betrachten,  und  an- 
nehmen, dass  an  beiden  Kugelflächen  ü"^  0  sein  soll.  Dann 
ergiebt  sich,  wenn  a  und  h  die  beiden  Kugelradien  sind,  aus  (1) 
die  Gleichung 

(7)  fia  (a)  li,  (h)  —  E,  (a)  K,  (6)  =  0, 

was  eine  transcendente  Gleichung  für  k  ist,  von  der  sich  nach- 
weisen lässt,  daas  sie  nur  reelle  Wurzeln  hat.  Während  also  im 
vorigen  Falle  alle  Werthe  von  k  vorkamen,  bleiben  hier  nur  ge- 
wisse discrete  Werthe,  die  den  Eigenschwingungen  der 
Kugelschale  entsprechen.  Es  ergiebt  sich  dann  anstatt  der 
Gleichung  (4): 

(8)  ü  =  '^'^ll{X»co5kt  +  r„sin&i), 

worin  sich  die  Summation  in  Bezug  auf  fc  auf  alle  Wurzeln  der 
transcendenten  Gleichung  (7)  bezieht,  und  die  Bestimmung  der 
Coefficienten  aus  dem  Anfangszustande  fordert  dann  die  Dar- 
stellung einer  gegebenen  Function  ili(r)  durch  eine  Reihe  von 
der  Form; 

(9)  ♦«  =  2  ^«  *«. 

worin  die  Äj^  Constanten  sind,  wenn  mit  iJj;  die  Function  B  für 
ein  bestimmtes  k  bezeichnet  wird. 
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Setzen   wir  aber  in  der  Differentialgleichung  §.  135  (4)  füi 
fc  zwei  verschiedene  Werthe  ki,  fca,  so  ergiebt  sich: 

~  d~r^~ 

und  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  vH]^^,  die  zweite 

mit  rRfc,  multiplicirt  und  subtrahirt,  so  folgt: 

/    -r,     drBii,  „    drR^\        M  —  k?    „  ,,     ,, 

'        "     dr  ^     ar   J  c^  '      " 

und  folglich  durch  Integration   zwischen   den   Grenzen  a  und  6, 

wenn  kf  und  it|  von  einander  verschieden  sind,   Aa,   E,^^,   B^^  an 

beiden  Grenzen  verschwinden: 

(10)  {Ri,,It„^r^är  =  0, 

und  hierdurch  lassen  sich  in  der  Entwickelung  (9)  die  Coeffi- 
cienten  Ak  nach  der  Fourier'schen  Methode  bestimmen.  Hier- 
aus würde  sich  wohl  auch  durch  den  Grenzübergang  zu  ö  =  od 
die  In tegraldar Stellung  (6)  ableiten  lassen, 

§■  13"^- 
Periodische  Lösungen. 

Wenn  die  Function  U  an  der  Kugeloberfläche  gleich  einer  ge- 
gebenen Function  0  der  Zeit  sein  soll,  so  ist  dadurch  die  Function 
nicht  völlig  bestimmt,  sondern  man  kann  eine  beliebige  Lösung  hin- 
zufügen, die  an  der  Überfläche  verschwindet,,  wie  wir  sie  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  haben,  d.  h.  man  kann  noch  einen  be- 
liebigen Anfangszustand  hinzufügen.  Andererseits  kann  man, 
wenn  irgend  eine  particulare  Lösung  U  gefunden  ist,  die  an  der 
Oberfläche  in  fl»  übergeht,  daraus  jede  andere  Lösung  herleiten, 
indem  man  einen  geeigneten  Anfangszustand  annimmt. 

Wir  wollen  hier  die  particulare  Lösung  §.  135  (2): 
(1)  Ü"^  e'^'ItZ„ 

betrachten,  worin  wir  unter  k  eine  irgend  wie  gegebene  Con- 
stante  verstehen.  Ist  fc  reell,  so  ist  durch  (1)  ein  in  Bezug  auf 
die  Zeit  periodischer  Zustand,  eine  Wellenbewegung,  dargestellt. 
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Um  die  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  etwas  näher  zu  dis- 
cutiren,  setzen  wir,  um  in  den  Functionen  §.  135  (5)  das  Reelle 
vom  Imaginären  zu  trennen: 


(2) 
also 


(3) 


2(^" 


=  Snmkf,        S,  =  S 
B,= 


=  .:(S,+is,)  = 


iSe" 


und   hierin   sind   S 
Function 


eelle   Functionen    von 


Die 


be- 


verschwindet  mit  unendlich  wachsendem  r.  Die  Reibe  S, 
ginnt  mit  der  ( —  1)**",  Sj  mit  der  (—  2)**"  Potenz  von  r;  aUo 
verschwindet  S^/  Si  :^  tang  k  q  für  ein  unendlich  wachsendes  r, 
und  folglich  nähert  sich  p  der  Grenze  Null. 

Ebenso  setzen  wir 
(4)  iZ^  ^  iXn  —  r„  =-  Pe'"«, 

worin  P  und  &  reelle  Functionen  auf  der  Einheitskugel  sind,  die 
überall  endliche  Werthe  haben ,  und  die  noch  4  w  -|-  2  willkür- 
liche reelle  Constanten  enthalten.  Einen  willkürlichen  eomplexen 
constanten  Factor  des  ganzen  Ausdruckes  brauchen  wir  dann 
nicht  mehr  zu  berücksichtigen. 

Wir  erhalten  demnach  aus  (1),  (3)  und  (4)  die  l 
cularen  Lösungen: 

oder  in  reeller  Form: 


1  parti- 


C,  =  - 


PSe 

PSe 


U,  =  —  PSco3k(t+-  — 
Ut=        PScoak(t  —  -  + 


-» 


von  denen  die  erste  eine  aus  dem  ÜnendUchen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  hereinlaufende,  die  zweite  eine  mit  derselben 
Geschwindigkeit  ins  Unendliche  hinauslaufende   Welle   darstellt. 
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§.  138. 
Zusammenaieliung    der    MaswelPschen    Gleichungen. 

Die  Integration,  die  wir  im  §.  135  durchgeführt  haben, 
lieferte  uns  zunächst  nur  die  eine  Conaponente  Er  oder  Mr,  und 
es  ist  darum  ein  Veifahren  wünschenswerth,  das  uns  die  sämmt- 
lichen  Componcnten  mit  einem  Schlage  liefert,  oder  wenigstens 
particulare  Werthe,  aus  denen  man  durch  willkürliche  Constanten 
die  allgemeinen  Ausdrücke  zusammensetzen  kann,  mit  denen 
man  noch  gegebenen  Grenz-  und  Anfangsbedingungen  genügen 
kann. 

Für  den  Fall  der  Polarcoordinaten  ist  diese  Aufgabe  da- 
durch complicirt,  dass  die  in  den  einzelnen  Componenten  auf- 
tretenden Kugelfun ctionen  nicht  [dieselben  Constanten  enthalten. 
Trotzdem  läast  sich  auf  dem  folgenden  Wege  eine  allgemeine 
Lösung  finden. 

Für  die  Schwingungen  im  Dielektricum  (jt  ^  £  =  1,  i  =r:  0) 
haben  wir  die  beiden  Maxwell'schen  Vectorgleichungen  (§.  119, 
1,  II)  ^ 


(1) 


c  curl  W  =--       — — , 

dm 


e  cutI  IS  ^  - 


et ' 


und  diese   beiden   Gleichungen   lassen   sich   zu   einer  ■ 

wenn     wir    die     erste     mit    i    multipliciren    und     zur    zweiten 

addiren : 


(2) 


c  curl  ((S  -^iW)-- 


Eine  ähnliche  Reduction  lässt  sich  aber  mit  geringen  Modi- 
hcationen  auch  anwenden,  wenn  Leiter  im  Felde  sind,  voraus- 
gesetzt, dass  £,  (i,  X  Constanten  sind,  die  ührigens  in  verschiedenen 
Theilen  des  Feldes  verschiedene  Werthe  haben  können.  Es 
gelten  dann  die  allgemeinen  Gleichungen ; 


c  curl  W  = 
c  curl  IS  ^ 


-4jtAtJ 
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Wir  cnachen,  um  particulare  Integrale  zu  ermitteln,  zunächst, 
ähnlich  wie  im  §.  135,  die  Annahme: 

(4)  U^e'^'g!,         TO  =  e''-'^li, 

worin  @i,  Wi  Vectoren  bedeuten,  die  von  (  unahhängig  sind.  Ist 
h  reell,  so  stellen  die  Ausdrücke  (4)  einen  zeitlich  periodischen 
Vorgang  dar.  Hat  fc  einen  positiv  imaginären  Bestandtheil ,  so 
findet  eine  zeitliehe  Dämpfung  statt. 

Für  @i  und  ^i  erhalten  wir  aus  (3)  die  Gleichungen: 

ecurlTO,  =  {eik  +  ixr)(S.:. 

c  curl  ®i  =  -—  jiik'Sli 
und  wenn  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  mit  einem  un- 
hestimmten    constanten    Coefficienten    e    multiplieirt    und   beide 
addirt: 

(5)  c  curl  (<Si  +  e^JO  =  (Eile  +  4:rA)ö@j  —  (likm^. 
Wir  bestimmen  nun  ö  so,  dass 

—  (lik  ^  {aik  -j-  43rA)öä 
wird,  also 

und  setzen  noch 

(7)  ch  =  (sih  +  47ti}ö  ^  ^/^^fk(7iic~-]^~r7fl), 

(8)  (^1  +  0^1  =  51. 

Dann  ergiebt  sich  aus  (5)  für  den  Vector  5t  die  Gleichung: 

(9)  curl  %  =  h% 

aus  der  nun  die  Componenten  von  %  zu  bestimmen  sind.  Der 
Factor  <f,  der  für  den  besonderen  Fall  A  =  0,  fi=£=l  in 
±i  übergeht,  ist  durch  (6)  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der 
"Wurzel  au£  zwei  Arten  bestimmt.  Entsprechend  ergeben  sich 
aus  (7)  zwei  Werthe  von  ch,  die  liir  den  eben  erwähnten 
speciellen  Fall  in  i^:  ?c  übergehen.  Demnach  sind,  wenn  31  für 
beide  Zeichen  von  e  bestimmt  ist,  aus  (8)  @i  und  3J!i  zu  be- 
rechnen. 

Man  erhält  natürlich  21  und  folglich  Ei,  TO,  in  complexer 
Form,  und  kann  in  den  Endformeln  (4)  noch  i  in.  ^  i  ver- 
wandeln. 
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§.  139. 

Der  Veütor  9t  in  rechtwinkligen  und  in  Polarcoordinaten. 

Die  Vectorgleichung  (9)  §.  138  liefert  in  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  die  drei  Gleichungen  für  die  Coiaponenten  A^,  Ay,  A,' 

dy  ds  "'' 

dA«        dA^        ,    . 

—  -. ^=  nA,. 

dx  dy 

Versteht  man  unter  a,  b,  c,  a,  ß,  y  Conetanten,  nnd  setzt 

A,  ^ae'^^  +  ßy  +  y^', 

(2)  A^=^  J)e'""'  +  i^y  +  y», 

A,  =  ce'<-'"'  +  ^y+y'\ 

so  ergiebt  sich  aus  (1) 

by  —  cß  ^  iha, 

(3)  CK-  ay  =  ihb, 
aß  —  ba  :^  ihc. 

Die  Elimination  von  a,b,c  aus  diesen  Gleichungen   ergiebt 

(4)  feä  =   „.   +    ß3   _^   y2, 

und  dann   sind   aus  (3)   die  Verhältnisse  a  :  b  :  c  za   bestimmen. 
Führen  wir  aber  in  (9)  §.  138  Polarcoordinaten  r,  d;  ip  ein, 
so  ergeben   sich,   wie  in  §,  134  aus  Bd.  I,   §.   90   (5)   die   Glei- 
chungen : 

1       /8rsin»^^        drAs\  _  .   , 
r^sin^V        d&  d<p  ;— '*^'-' 

_1__  fdAr     _  dr%m&A,i,\ 

1        /05_4»  _  ^Al\ 
V       \   dr  '         dO'  ) 
Diese  Gleichungen  vereinfachen  wir  weiter,  indei 
A,  .=  Bre""'P., 
(6)  A»  =  JBse''"'^, 

A,.  =  B„e''"f 


hA^, 
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setzen,  worin  die  ß^,  B^,  B,,,  von  9  unabliängig  sein  aollen. 
Unter  m  wollen  wir  eine  ganze  Zahl  verstehen,  damit  der  Vector 
91  in  Bezug  auf  9)  periodisch  mit  der  Periode  25r  werde,  Ist 
m  von  Null  veraobieden ,  so  bekommen  wir  aus  (6)  je  zwei 
Lösungen,  die  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten 
Werthen  von  m  entsprechen. 

Nach  dieser  Annahme  ergeben  sich  aus  (5)  für  die  B  die 
folgenden  Gleichungen: 

(7)  — ^  =  hr''an-,»£.  +  imrB,^, 

(8)  brsin&JI,^  ^  —hrmi&B^  +  imB,, 

(9)  \^^-%\^-  =  krB,,. 
^  '  dr  cd'  ' 

Hieraus  leitet  man    zuerat  durch   Elimination   von  B»,  B^ 

eine   partielle    Difi'erentialgleichnng    für    Br  ab.      Wir    erhalten 

zunächst,  wenn  wir  die  Gleichung  (7)  nach  r,  die  Gleichung  (8) 

nach  '9'  differentiiren  und  dann  subtrahiren,   mit  Benutzung   der 

Gleichung  (9): 

■    A^'"^''     I       8sin^i?^  . 

(10)  smO  -  g--  +  r        g^        -  -  ^^rB,. 

Eliminirt  man  ferner  ß^  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8), 
indem  man  die  erste  mit  Ä,  die  zweite  mit  im/ein^  multiplicirt, 
und  dann  beide  addirt,  so  folgt 

Endlieh  eliminirt  man  noch  B^  aus  (9)  und  (10).  Dazu 
multiplicirt  man  (9)  mit  sinS-  und  difEerentiirt  nach  &;  die  (ilei- 
chung  (10)  differentiirt  man  nach  r  und  subtrahirt  dann  die  erste 
von  der  zweiten;  so  folgt: 

■    aMü 
/,^,     .    .d^r^B.     .                8*              jgrsinÖ'B,.      .     drB^ 
(12)    Bin* — h ^■^--  =  — '^ — ^ä -—^m-—^, 

und  wenn  man  hierin  (11)  benutzt,  so  folgt 
und  dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  B^. 


y  Google 


§.  140. 
Particulare  Integrale  für  B,- 

Wir  haben  jetzt   zünächat  particulare  Integrale    der   Diffe- 
rentialgleichung (13)  §.  139  zu  Buchen.     Dazu  setzen  wir 
(1)  rBr=B& 

und  nehmen  an,  dasa  B  nur  von  »-,   @  nur  von  &  abhängig  sei. 
Substituiren  wir  dies,  so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  B&: 


dHB 


d& 


m^ 


und  da  hierin  die  linke  Seite  nicht  von  ^,  die  rechte  nicht  von  r 
abhängt,  so  folgt,  dass  beide  Seiten  einer  Constanten,  die  wir 
mit  n(n  -\-  1)  bezeichnen,  gleich  sein  müssen.  Wir  erhalten  so 
die  beiden  Differentialgleichungen : 


dsin-ö' 


d^rB 


^  +  [- 


"(»  +  1)1 


r-B 


(3) 

(4) 

Die  erste  dieser  Gleichungen  führt  auf  die  Kugelfunctionen, 
und  aus  den  Sätzen  von  Bd.  I,  §.  116  folgt,  dass,  wenn  es  sich 
um  Functionen  handelt,  die  für  alle  Werthe  von  fl",  (p  endlieh 
und  stetig  sind,  n  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  die  ^  m  ist. 
Zu  diesem  Ergebnisse   gelangen  wir  auch   auf  folgendem  Wege: 

Setzen  wir  x  =  cos -9',  so  wird  die  Gleichung  (3) 


{&)  (1- 


i2]0  =  O, 


dx^  ■  '  dx 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  ©  eine  P-Function  ist  mit  den 
singulären  Punkten  x  =  -\-  1,  a;  =  —  l,ic=^i».  Wenn  man 
die  Anfänge  der  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  1  —  a;,  \-\-x, 
1/x  sucht,  so  ergiebt  sich  (§.  16) 


(6) 


^- 


-1 


yGoosle 


Es  ist  aber  1  ■—  3;  =  2  sins  — ,  and  daher  können  wir  nach 
§.  n,  (2),  (3)  dafür  auch  setzen: 


Um  die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  dass  die  Differenz  eines 
Exponentenpaares  eine  ganze  Zahl  sei,  wollen  wir  m  und  n  zu- 
nächst noch  unbestimmt  lassen.  Dann  hat  die  jP- Function  (7) 
nur  einen  Zweig,  der  für  ö'  ^=  0  endlich  und  stetig  bleibt,  und 
für  diesen  erM,lt  man  nach  der  ersten  Formel  §,  20  (1)  den 
Ausdruck  durch  eine  hypergeometrische  Heihe 

(8)  8  =  (tg  f)"-F(-»,  «  +  1,  <»  +  1,  sin.  I) 


Setzer : 

(9)  e  =  s'^  {l  —  s)~^  Fi—n,  n-l  \,in-^\,  z\ 

und  diese  Function  wird  dann  auch  in  dem  zunächst  aus- 
geschlossenen Fall,  wenn  nt  oder  n  oder  beide  ganze  Zahlen 
sind,  der  Differentialgleichung  (3)  genügen.  Ist  ni  positiv  oder 
Null,  so  ist  der  Ausdruck  (9)  für  «  ;=  0  endlich,  während  das 
andere  particulare  Integral  bei  s  ^  0  nicht  endlich  ist.  Wir 
nehmen  also  jetat  wieder  m  als  ganze  Zahl,  ^  0,  an.  Nun  muss 
aber  ®  auch  für  fl-  =  jr,  also  f ür  s  ^  1  endlich  bleiben.  Es  ist 
aber  nach   dem  GauBs'schen  Satze  (am  Schluss  von  §.  13) 

(-)   n-^  »,»  +  !,».-  >.  1)  =  n„Tl"nt~':!^,' 

und  dies  ist  endlich  und  von  Null  verschieden,  und  folglich  0  für 
s  ^  1  unendlich ,  ausser  wenn  m  -|-  k  oder  m  —  n  —  1  eine 
negative  ganze  Zahl  ist  (§.  12).  Es  muss  also  einer  dieser  beiden 
Fälle  eintreten,  und  da  die  Vertauschung  von  n  mit  — n  —  1  in 
der  Differentialgleichung  (3)  nichts  ändert,  so  beschränken  wir 
die  Allgemeinheit  nicht  weiter,  wenn  wir  annehmen,  dass  m  —  n  —  1 
eine  negative  ganze  Zahl,  also  n  eine  ganze  Zahl  und 
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(11)  n^m 
sein  soll. 

DasB  ®  für  0  ^  1  in  der  That  endlich  bleibt,  ersieht  man 
aus  der  anderen  Darstellung  (§.  7,  I,  3.): 

(12)  0  =  ä"^  (1  —  sy  F{m  —  M,  Mi  +  K  +  1,  m  +  1,  0), 

in  der  die  I*'-Function  eine  ganzo  ratiouale  Function  von  s  und 
folglich  für  s  ^  1  endlich  ist. 

Diese  Functionen  0  sind  dieselben,  die  wir  schon  in  Bd.  I, 
§.  115  betrachtet  haben,  und  man  erhält,  wenn  P„{x)  die  ein- 
fache Kugelfunction  n*"  Ordnung  bedeutet: 

(13)  @  =  (Bin»r^^- 

Nachdem  0  bestimmt  ist,  ergiebt  sich  B  aus  der  DiEferential- 
gleicbung  (4).  Diese  üleichnng  haben  wir  schon  im  §.  135 
integrirt  und  haben  dort  die  beiden  Integrale  gefunden: 

(u)     s=^-"|:ff"*r)— 'jj|^^±^, 

und  die  Bestimmung  von  £r:  die  wir  hier  durchgeführt  haben, 
ist  überhaupt  nicht  wesentlich  verschieden  von  der  Bestimmung 
von  Mf  oder  Mr  nach  §.  134,  135.  Die  Zerlegung  der  Kugel- 
function Zk  in  ihre  Bestandtheile  e'"'?'  @  ist  aber  nothwendig  für 
die  Bestimmung  der  anderen  Componenten, 

§.  141. 
Bestimmung  von  j?^  und  iJ#. 

Aus  dem  gefundenen  Ausdruck  für  B^  lassen  sich  in  völlig 
eindeutiger  Weise,  ohne  neue  Integration,  die  zugehörigen 
Ausdrücke  von  S^,  B^  bestimmen,  die  den  drei  Gleichungen 
§.  139  (7),  (8),  (9)  genügen  müssen.     Diese  Gleichungen  sind 

•  dr  '    sin* 

Hierin  setzen  wir  nach  §.  140  (1) 
(4)  rB,  =  B0 


y  Google 


§.141.  Bestimmong  von  5,j,  und  iJfl.  355 

und  denken  uns  für  @,  iJ  je  ein  Integral  der  Difi'erential- 
gleichuügen  §.  140  (3),  (4)  gesetzt. 

Wenn  wir  die  Gleichung   (3)  mit  ±  i  multipliciren  und  zu 
(2)  addiren,  so  erhalten  wir,  wenn  zur  Abkürzung 

„,  a,  =.-(£, +  i-B.), 

a,  =  r{B,  —  iE,) 
gesetzt  wird: 

(6)  ^'  ^™*  "^ 

-är  +  *'"■  =  •  (ita»^'  - !)»)■ 

Wenn  ßi,  ßj  bekannt  sind,  so  sind  aus  (5)  auch  sofort  B^ 
Ba  bestimmt,  nämlich 

(7)  2 r B^  —  iii -|- ßj,     2irBa  —  ßi  —  ßa, 

und  wenn  die  beiden  Gleichungen  (6)  befriedigt  sind,  so  sind 
auch  (2),  (3)  befriedigt,  und  umgekehrt.  Um  diese  Gleichungen 
zu  befriedigen,  setzen  wir 

(8)  ßi  =  J^i  ©1,  ßä  =  iJa  &i 

und  nehmen  an,  dass  JS^,  Bj  Functionen  von  r  allein,  ®i,  @j 
Functionen  von  &  allein  seien.  Wenn  man  dies  und  den  Aus- 
druck (4)  für  Br  in  (6)  substituirt,  so  folgt: 

^\  dr  J         r    \sinfl-        d»/ 


(9) 


(10) 


iE\clr  V"  8,  W»^  d»/'' 

r/dB,„\_±fm0        d@\ 


Da  in  den  beiden  Gleicliungen  die  linlcen  Seiten  nicht  von 
9,  die  rechten  nicht  von  r  abhängen,  so  müssen  beide  Seiten 
Constanten  gleich  sein,  nnd  wir  beschränken  die  Allgemeinheit 
nicht,  wenn  wir  diese  Constante  =  1  annehmen,  weil  die  Aus- 
drücke (8)  ungeändert  bleiben,  wenn  if„  0,,  Rg,  ©3  durch  aüj, 
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a~^@i,  hlii,  b~''&i  ersetzt  werden,  worin  ci,  b  willkürliche  Con- 
staiiten  sind.  Hiernach  erhält  man  aus  (10)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

_    w,e_        d& 

^  ~  sin*  ~^-  «!■&' 

^_  -m&         d& 

"  ~^  sin"¥  ~  d^ ' 


(11) 


(12) 


dB,    ,     ,..^  iE 


@i  und  ®3  sind  also  durch  (11)  unmittelhar  gegeben,  und 
man  könnte  üi,  Ej  durch  Integration  ¥0n  (12)  bestimmen.  Da- 
bei würden  aber  noch  unbestimmte  Constanten  eingeführt,  die 
nachträglich  noch  bestimmt  werden  müssten.  Es  ist  darum  von 
Wichtigkeit,  dass  sich  auch  Ei,  Es  ohne  Integration  ableiten 
lassen,  und  zwar  haben  wir  hierzu  die  Gleichung  (1),  die  ja 
auch  noch  befriedigt  werden  muss.  Diese  Gleichung  giebt,  wenn 
wir  für  rB^  rB&,  rBy  die  Ausdrucke  (4),  (7),  (8)  einfuhren: 

,-,.,,  T.  fdäin»®-,  rt  \    ,     T)   /lisin*©,     ,        „\ 

(IS)         iE,(-^^— L^^@,)  +  E,(-    ^^^+m®,) 

=  2  fe  r  sin  S- 19  E. 

Aus  (11)  aber  ergiebt  sich 

.   .    „d@ 

(ismö'©,  „  d^  m^ 


d»       ^        '  d&         ^  sm9     ' 

und    daher    mit    Benutzung     der     Difl'crcntialgleichung     für    @ 
[§•  140  (3)] 

^-|;Ä_„e.  =  _„(„+!)  ,;„»«, 
n(n  -\-  1)  sinö'©, 


woraus  sich  nach  (13)  ergieht; 

(U)  n(«+l)(E,  -E,)  . 


yGoosle 


Subtraliirt  man  die  beiden  Gleichungen  {12),  so  folgt: 


und  folglich  mit  Benutzung  von  (14) 
(16)  «(«  + 

lind  aus  (14)  und  (15) 


(16)  «(«  +  1)(7(,  +  B,)  =  2.--I^ 


(16) 


und  hierdurch  sind  also  M^  und  B.2  durch  R  ausgedrückt  in  einer 
ganz  ähnlichen  Form,  wie  &i  und  @i  durch  @  [nach  (11)]. 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  für  B,,  B^  in  (12)  substituirt, 
so  ergiebt  sich  aus  beiden  die  Differentialgleichung  §.  140  (4), 
die  durch  E  erfüllt  ist,  und  es  sind  also  durch  (11)  und  (16) 
alle  Bedingungen  wirklich  befriedigt. 

Hierdurch  ist  ein  System  der  Particularlösungen  geiimden, 
in  denen  die  sechs  Componenten  der  elektrischen  und  der 
magnetischen  Kraft  vollständig  bis  auf  einen  unbestimmten 
(auch  complexen),  gemeinschaftlichen,  constanten  Coet'ficienten 
dargestellt  sind.  Es  ist  dabei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Leit- 
fähigkeit und  die  Constanten  s,  (i  in  verschiedenen  concen- 
trischen  Kugelsclialen  verschiedene  constante  Werthe  haben. 
Es  enthalten  die  Äiisdrücke  noch  die  willkürliche  Constante  h 
(von  der  h  abhängt)  und  die  willkürlichen  ganzen  Zahlen  m,  n. 
Indem  man  diesen  willkürlichen  Elementen  unendlich  viele  ver- 
schiedene Werthe  beilegt  und  die  Summen  bildet,  erhält  man 
die  Möglichkeit,  den  Grenzbedingungen  zu  genügen,  wie  sie  die 
grosse  iVIannigfaltigkeit  der  hierher  gehörigen  elektromagnetischen 
oder  optischen  Probleme  bieten. 
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HYDRODYNAMIK. 
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Achtzehnter  Abschnitt, 
Allgemeine  Grundsätze 


§.  U2. 
Hydrostatik. 

Wir  haben  in  §.  59  f.  allgemeine  Gesetze  kennen  gelernt, 
die  für  die  Dnicklcräfte  in  einer  deformirharen  Substanz  gültig 
sind..  Wir  wenden  diese  Gesetze  auf  den  Fall  einer  Flüasigkeit 
an,  worunter  wir  sowohl  ein  Gas  ak  eine  tropfbare  Flüssigkeit 
verstehen. 

Für  eine  Flüssigkeit  besteht  über  den  inneren  Druck  da8 
folgende  Gesetz,  das  unter  dem  Namen  des  Gesetzes  des  iso- 
tropen Druckes  bekannt  ist. 

I.   Der  Druck  n^,  der  au  einer  Stelle  der  Flüssigkeit 
gegen    ein   Flächenelement    mit  der  Normalen  v 
wirkt,    steht    senkrecht    auf  der   Fläche   und   ist 
von  der  Richtung  von  v  unabhängig. 
So  lange  wir  nur   den  Ruhezustand  einer  im  Gleichgewicht 
befindlichen   flüssigen  Masse    betrachten,    gilt  dies   Gesetz   auch 
noch,  wenn  Reibung  und  Zähigkeit  berücksichtigt  werden.  Anders 
ist  es   aber  bei  bewegten  Massen,  wo   durch   diese  beiden  Ein- 
flüsse bei  der  Bewegung   selbst  noch  besondere  Kräfte   gevfeckt 
werden.     Können  wir   auch  im  Falle   der  Bewegung  von   diesen 
beiden  Einflüssen  absehen,   so  nennen   wir   die  Flüssigkeit  eine 
Yollkommene  oder  auch  ideale  Flüssigkeit. 

Grenzen  wir  im  Inneren  der  Flüssigkeit  ein  Volumen  i'  ab, 
so  wirkt  erfahrungsgemäss  der  Druck  gegen   die  Oberfläche   von 
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t'  in  der  Richtung  der  inneren  Normale;  wenigstens  wollen 
wir  ihn  positiv  rechnen,  wenn  er  in  dieser  Richtung  wirkt.  Be- 
zeichnen wir  ihn  also  mit  p,  so  haben  wir,  um  die  Fonneln  des 
§.  60  anzuwenden,  11,  =^  —  p  au  setzen. 

Eine  Folge  der  Annahme  I.  ist  die,  dass  auch  der  äussere 
Druck  P  senkrecht  gegen  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
wirkt.  Ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  nicht  überall  frei, 
sondern  ganz  oder  zum  Theil  durch  feste  Wände  begrenzt,  so 
ist  an  diesen  festen  Wänden  der  Druck  nicht  mehr  als  gegeben, 
sondern  als  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  an- 
zusehen. Der  Druck  p  an  irgend  einer  Stelle  im  Inneren  ist 
nach  I.  ein  Scalar,  also  eine  Function  der  Coordinaten  x,  y,  /s 
der  Stelle. 

Um  die  Gleichgewichtsbe dingungen  aufzustellen,  haben  wir 
in  den  Gleichungen  (10),  (11),  §.  60 

Xy  =  0,   x,  =  0,    r„  =  0,    Y,  =  0,  Z:,  =  i),  2y  =  0 

X^=      Yy     =     Z,     ^     —P 

zu  setzen,  und  erhalten,  wenn  X,  Y,  Z  die  Componenten  der 
äusseren  Kraft  sind: 

(1)  <.2  =  5J^,  <.y=^,   ?2  =  |^, 

^  ^  ^  dx      ^  dy       ^  de' 

und  für  die  freie  Oberfläche 

(2)  y  =  P. 

Die  Dichtigkeit  p  betrachten  wir  bei  den  tropfbaren  Flüssig- 
keiten als  eine  Constante  und  nennen  diese  daher  auch  incom- 
pressible  Flüssigkeiten.  Diese  Annahme  stimmt  zwar  nicht 
in  aller  Strenge,  wohl  aber  mit  grosser  Annäherung  mit  der 
Wirklichkeit  iiberein. 

Bei  den  Gasen  ist  q  eine  Function  des  Druckes  p  (oder 
auch  p  eine  Function  von  p).  Die  Natur  dieser  Function  muss 
durch  physikaUsche  Thatsachen  gegeben  sein,  und  kann  natür- 
lich nicht  aus  den  allgemeinen  mechanischen  Differentialgleichungen 
geschlossen  werden. 

Es  ist  aber,  wie  bekannt,  die  Dichtigkeit  eines  Gases  ausser 
von  dem  Druck  auch  noch  von  der  Temperatur  abhängig, 
und  die  Temperatur  ist  abhängig  von  der  Aufnahme  oder  Ab- 
gabe von  Wärme,  Bei  einer  vollständigen,  strengen  und  all- 
gemeinen Behandlung  des  Problems  müssten  wir  also  gleichzeitig 
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mit  den  hydrodynamischen  Gleichungen  auch  noch  die  Gleichungen 
der  Wärmeleitung  und  Strahlung  herückaichtigen ;  aber  in  dieser 
Allgemeinheit  ist  uns  das  Problem  so  gut  wie  unzugänglich. 
Wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Betrachtung  zweier  extremer 
Fälle. 

Für  die  Abhängigkeit  zwischen  Druck,  Dichtigkeit  und  Tem- 
peratur gilt  bei  vollkommenen  Gasen  das  Boyle-Gay-Lussac'- 
sche  Gesetz; 

(3)  pv  =  m\ 

worin  j>  der  Druck,  v  das  Volumen  der  Masseneinheit ,  also 
D  ^  1/p,  T  die  sogenannte  absolute  Temperatur,  also  die  Tem- 
peratur in  Centesiraalgraden,  von  —  273"  an  gerechnet,  bedeutet, 
R  ist  eine  Conatante. 

Nehmen  wir  T  als  Zahl  au,  so  sind  die  Dimensionen  der 
hierin  vorkommenden  Grössen 

[p]  =  [mJ-i  r*],     V  =  [m^^ ;»],      9  =  [m!-=j,      E  =  [^r^^]. 
Es   ist  also  B   das  Quadrat   einer   Geschwindigkeit  und   im 
Gr.-Cent.-Sec.-System  ist  für  Wasserstoff 
K  =  41,3.106  1). 
Für  andere  Gase   hat  B  nach   dem  Gesetze  von  Ävogadro 
denselben  Werth,  wenn  unter  v  nicht  das  Volumen  der  Massen- 
einheit  verstanden  wird,   sondern  ein  Volumen,   das  die  gleiche 
Anzahl  Molecüle  enthält,  wie  ein  Gramm  Wasserstoff. 

Wenn  man  die  Temperatur   als   constant  betrachten   kann, 
so  sind  also  Druck  und  Dichtigkeit  mit  einander  proportional 
(4)  F  —  f  const. 

und  es  ist  die  eine  von  beiden  Grössen  aus  den  mechanischen 
Gleichungen  zu  bestimmen.  Dies  können  wir  aber  nur  im  Falle 
des  Gleichgewichtes  annehmen,  wenn  keine  Verdichtungen  und 
Verdünnungen  vorkommen,  oder  wenn  die  durch  die  Volumen- 
änderungen erzeugten  Temperatur  Verschiedenheiten  sich  so  schnell 
durch  Leitung  ausgleichen,  dass  wir  die  Temperatur  als  constant 
betrachten  dürfen. 

Bei  Bewegungen  von  der  Art  der  Schallschwingungen  in  der 
Luft  kommt  aber  wahrscheinlich   die  entgegengesetzte  Annahme 

')  Da  der  Waeeeratoff  das  Moleculargemioht  2  hat,  so  wäre,  wenn  man 
unter  ii  das  Volumen  einer  Grammmolekel  (2  Gramia)  verstellt,  R  gleich 
dem  Doppelten  dieser  Zahl  (=82,6  .  10°)  zu  setzen  (Planck,  Thermodynamik). 
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der  Wirklichkeit  noch  näher,  daas  nämlich  dei'  Vorgang  adia- 
batiech  sei,  d.  h,,  dass  der  Wärmeauatanach  zwischen  den 
Gastheilen  ganz  zu  veruachlässigen  sei. 

Unter  dieser   Voraussetzung    ergiebt   sich   die   Abhängigkeit 
zwischen  Druck  und  Dichtigkeit  durch  folgende  Betrachtung. 

Es  bedeute 

c  die  sp«cifischö  Wärme  des  Gases   bei    constantem 
Druck, 

c'  die  specifiscbe  Wärme  des  Gases  bei  constantem 
Volumon, 
d.  h.  es  sei  c  die  Wärmemenge,  die  der  Masseneinheit  des  Gases 
zugeführt  werden  muss,  um  die  Temperatur  um  einen  Grad  zu 
erhöhen,  wenn  es  sich  dabei  unter  einem  constanten  Druck  aus- 
dehnen kann,  und  c*  die  Wärmemenge,  die  denselben  Erfolg  hat, 
wenn  das  Volumen  constant  gehalten  wird. 

Wenn  sich  also  gleichzeitig  p  um  dp,  v  -am  äv,   T  um  dT 
ändern,  so  ist  nach  (3) 

dp    ,    dv        dT 


(5) 


T 


Ist  also  dp  r=  0,  so  ergiebt  sich  die  Temperaturerhöhung, 
die  eintritt,  wenn  sich  das  Gas  bei  constantem  Druck  um  dv 
ausdehnt,  gleich  Tdvjv,  und  cTdvjv  ist  die  dazu  erforder- 
liche Wärmemenge;  ebenso  ist  Tdp/p  die  Temperaturerhöhung 
und  c' Tdp/p  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge,  wenn  der 
Druck  bei  constantem  Volumen  um  dp  wächst.  Demnach  ist 
die  gesammte,  der  Temperaturerhöhung  (JTentsprechende  Wärme- 
menge 

cTdv        c'Tdp 


(6) 

und    wenn    also  kein    Wärm 
Grösse  =  0.     Daraus  folgt 

crölogi!  - 
oder  wenn  wir 


1^ 
Lustausch   stattfindet,   so   ist  diese 

■  c'tZ  log  jj  =  0 


setzen: 

logjo  =  —  /.■log«  -f-  coiist. 

oder  also,  wenn  wir  ;;  =  1/p  setzen: 

(7)  P  ^  q''  const. 
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Nach  den  Beobachtungen  sind  die  beiden  specifiscben  Wärmen 
von  Druck  und  Temperatur  unabhängig,  und  es  ist  daher  k  eine 
Oonstante. 

Die  Formel  (7)  gilt  aber,  wie  gesagt,  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dasB  kein  Wärmeaustausch  stattfindet,  ist  also  für  den 
Gleichgewichtszustand  nicht  anwendbar.  Für  diesen  Fall  ist  p 
als  Function  von  p  nach  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen  Ge- 
setz erst  dann  bestimmt,  wenn  die  Temperatur  als  Function 
des  Ortes  bekannt  ist. 

Die  Annahme,  dass  p  mit  einer  Potenz  von  q  proportional 
sei,  hat  Poisson  zuerst  gemacht.  Die  theoretische  Begründung 
aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  ist  von  Riemann.  Wir 
wollen  in  der  Folge  die  Formel  (7)  der  Kürze  wegen  als  das 
Poisson'sche  Gesetz  bezeichnen i). 


§■  "3. 
Hydrostatische  Probleme. 

Die   Aufgabe   der  Hydrostatik  besteht  nun   darin,  aus  den 
Grundgleichungen  (1),  (2),  §.  142,  die  Gestalt  der  Oberfläche  and 


')  Für  k  hereclmet  Riemacm  (üeber  die  Fortpflanzung  ebener  Luft- 
wöllen  von  endlicher  SchwiDgungs weite,  "Werke  S.  lÖti)  aus  Beobachtungaa 
von  Regnault  und  Joule  den  Werth  k  :^  1,4101.  Neuere  Beobachtungen 
von  Mason  ergeben  für  atmosphärische  Luft,  Sauerste if, "WasBersto ff,  Stick- 
Bioff  und  ■wahrBcheinlioh  für  alle  zweiatomigen  Gase  den  Werth  k  ^^  1,405. 
Für  einatomige  Gaae,  z,  B.  für  Queokailber dampf,  ist  fc  gröaser  (fc  =  1,666). 
"Wenn  die  Temperatur  oonetant  bleibt,  während  p  und  v  um  dp  und  dv 
wachsen,  so  ergiebt  sieh  aus  (3) 

a)    pdv  -f  vdp  ^  Ü. 
Die  segen  den  Druck  geleistete  äussere  Arlieit  ist  hierbei  gleich 

b)    jid  i  ^=  —  idp 
liie  auf|,ti  ommene  Wärmemenge  ist  naoh  (b) 

c)     TCt-r'xaogw 
Nach  dei  Annahme   von  Ma\ei    und  Clan  d       lu    h   d      Ver- 

suche von  Joule  bestitigt  iit  nimmt  aber  ein  1  c  n  t  nte  T  mp  atur 
sich,  lusdehnende«  bis  nui  so  viel  W^rme  ■nl  al  zu  E  gun  der 
äusseren  Arleit  ei  tui  riet  lieh  lot  und  daiaus  eig  ebt  h  w  nn  wi  Wa  me- 
men jeu  nich  mPchinischem  MaasB  {■ils  Ai  beitugi  n)  m  e^  n  du  h  1 1  b- 
aetzen  von  b]  und  c)  mit  Benutzung  von  (ä) 
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die  Vertheilung  des  Druckes  im  Irineren  abzuleiten.  Dies  ist 
leicht,  wenn  die  äusseren  Kräfte  X,  Y,  Z  als  Functionen  des 
Ortes  Yon  vornherein  gegeben  sind,  dagegen  fehlt  jeder  all- 
gemeine Ansatz  in  den  Fällen,  wo  diese  Kräfte  von  der  noch 
unbekannten  Oberflächengestalt  abhängen.  Es  bleibt  dann  kaum 
ein  anderer  Weg  übrig,  ak  eine  hypothetische  Annahme  über 
die  Gestalt  zu  machen,  die  noch  einige  verfügbare  Parameter 
enthält,  und  diese  Parameter  dann,  wenn  die  Annahme  eine  zu- 
lässige war,  nachträglich  zu  bestimmen. 

Die  Grundgleichungen  g.  142  (1)  zeigen  zunächst,  dasa  ein 
Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  nur  dann  möglich  ist,  wenn  der 
Ausdruck 

(1)  Q(Xdx  +  Ydy  +  Zd^)  =  dß 

ein  vollständiges  Difi'erential  ist,  und  wenn  also  ^  constant  oder 
eine  Function  von  p  ist,  so  muss  auch 

(2)  Xdx-{^  Ydy  +  Zds=--d7 
ein  vollständiges  Differential  sein. 

Ist  die  Function  V  bekannt,  so  ergiebt  sich  bei  constan- 
tcm  p 

(3)  j>  "-  p  F  -j-  const. 

und  die  Constante  wird  bestimmt,  wenn  der  Druck  au  einer 
Stelle,  etwa  einem  Ob erüächen punkte ,  bekannt  ist.  Die  Glei- 
chung der  Oberfläche  wird  dann  j)  ^  P,  also 

(4)  P  —  p  F  -f-  const. 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dasB  der  Obertiächendruck  P 
constant  ist  (z.  B.  gleich  dem  Atmosphärendruck  oder,  im 
leeren  Räume,  P  =  0).  Dann  ist  an  der  freien  Oberfläche  auch 
V  constant. 

Das  interessanteste  und  wichtigste  Beispiel  ist  das  einer 
rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  deren  Theile  einander  nach  dem 
Newton'schen  Gravitationsgesetz  anziehen.  Streng  ge- 
nommen handelt  es  sich  hier  zwar  um  ein  dynamisches  und  kein 
statisches  Problem,  Wenn  wir  aber  die  Annahme  machen,  dass 
die  flüssige  Masse  ohne  Verschiebung  ihrer  Theile  gegen  ein- 
ander, also  wie  ein  starrer  Körper,  mit  unveränderlicher  Winkel- 
geschwindigkeit rotirt,  so  können  wir  den  Zustand  auf  ein  mit- 
rotirendes  Coordinatensystem  beziehen,  müssen  dann  aber  die 
Centrifugalkraft  als  äussere  Kraft  einführen. 
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Wenn  ein  Punkt  m  mit  der  ■Winkelgeschwindigkeit  m  eine 
Kreisbahn  mit  dem  Eadius  r  beschreibt,  so  wird  er  in  dem 
Zeiteleraent  dt  um  die  Strecke  ^ra^dP  von  der  geradlinigen 
Bahn  nach  dem  Kreismittelpuukte  hin  abgelenkt.  Es  ist  also  ^ro'rft 
die  mittlere  Geschwindigkeit,  mit  der  er  diese  Strecke  durch- 
läuft; die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Null  und  die  End- 
geschwindigkeit also  ra^dt;  folglich  ist  rai^  die  Beschleunigung 
in  der  Bichtung  des  Radius. 

Die  Masseneinhejt  in  dem  Punkte  m  wird  daher  gegen  das 
Hindernias,  das  sie  in  jedem  Augenblick  in  die  Kreisbahn  zwingt, 
eine  Kraft  von  der  Grösse  ra^  in  der  Richtung  des  wachsenden 
r  ausüben.  Ist  die  Rotationsaxe  die  2-Axe,  also  die  Bewegung 
der  ^y-Etiene  parallel  und  r^  =  x^  -{-  y^,  so  sind  die  Cona- 
ponenten  dieser  Gentrifugalkraft 

cx 


2i  =    0     = 


wonn 

(6)  Fi  =  |f*ros  —  ^(x^  -f  y'i)iai. 

Dazu  kommen  noch  die  Componenten  X^,  T^,  Z<i  der  An- 
ziehung der  gesammten  Fliissigkeit  auf  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x,  y,  ß.  Diese  können  wir  erst  berechnen,  wenn 
die  Gestalt  der  Oberfläche,  die  wir  suchen,  bekannt  ist.  Wenn 
wir  aber  annehmen,  die  Oberfläche  habe  die  Gestalt  eines 
ElUpsoids  mit  den  noch  unbekannten  Halbaxen  «,  b,  c,  und  die 
Axen  X,  y,  e  fallen  mit  den  Hauptaxen  zusammen,  so  können  wir 
die  anziehenden  Kräfte  als  Functionen  der  a,  6,  c  darstellen. 

Wir  haben  in  §.  107  des  ersten  Bsindea  das  Potential  eines 
EUipsoids  bestimmt.  Für  unser  jetziges  Problem  kommt  nur  das 
Potential  für  einen  Ob  erfläch  enpunkt  in  Betracht,  und  wenn  wir 
mit  /  die  anziehende  Kraft  der  Masseneinheit  auf  die  Massen- 
einheit in  der  Einheit  der  Entfernung  bezeichnen  i)  und 

')  Ist  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  an  der  Erdoberfläche,  M  die 
Masse  der  Erde,  M  der  ErdradiuB,  so  ist.  wenn  wir  die  Erde  als  Kugel 
betracht™,  nad  voa  dem  EinfluBs  der  Erdrotation  auf  die  Schwere  absehen, 
/  ^  gfiVHf.     Die  Dimension  von  /  ist  [f]  =  [P  j-a  n^-l]. 
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(8)  z,=|/(r;Äy(rT^(TTir) 

setzen,  so  ist 

Damit  nun   das   ElUpsoid,    unter  Voraussetzung   eines   con- 
stanten  Oberöäcbendruckes,  Gleicligewichtafigur  sein  kann,  muss 
die  Gleichung 
(10)  Vi  -j-  Fa  =  conat. 

an  der  Oberriäche  erfüllt  sein,   d.  h.  diese   Gleichung   muss   mit 
der  Gleichung  des  KUipsoids 

(")  f.  +  f.  +  f.  =  ' 

übereinstimmen.    Es  ergiebt  sicli  hieraus,  dasa  sich  die  Coefü- 
cienten  von  x\  j/^,  s^  in  (10),  nämlicli  die  drei  Grössen 

(12,      >'-.?/)  („.  +  „_ö.       l-'-^ff  ]  ii,-+^X' 


(e'  +  a)  XI 


also,  wenn  wir  znr  Abltürzung 


<")  J^i/= 


setzen,   und  einen   Proportionalitäts facto r   /(   einführen,  die   drc 
Gleichungen: 
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(«•  +  » 

)^ 

^    [(2 

ds 

'+^^ 

(b'  +  s 

)-u 

ds 

/*. 

(».  +  s 

)^ 

C2 

(14) 


Ist  r  m\d  die  Gesammtgrüsse  der  rotirenden  Masse,  also 
das  Product  abc  gegeben,  so  enthalten  diese  drei  Gleichungen 
noch  drei  unbekannte,  aber  in  transcendenter  Form.  EHmi- 
niren  wir  zunächst  Ä,  so  folgt 

"'  -  J  (a'  +  s)(».+7)l)' 
(16) 

»,-f       (f-»')sds 
"](»■+*)("'  + S)-D' 

woraus  man  zunächst  schliesst,  dass  («^  —  c^)  und  (b^  —  c*) 
positiv  sein  müssen,  dass  also  die  Rotationsaxe  die  kleinste 
der  drei  Axen  ist.  Endlich  ergiebt  sich  aus  (15)  durcb  Eli- 
mination von  r: 


of^rU«' 


(16)  0  =  (a«-6.)j   "j,.-  {(a'^C)  (6.^-«.) -c.(c=  +  s)j. 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  die  Annahme 

(17)  a==b, 

d.  h.  durch   ein  Rotationsellipsoid.     Machen  wir  diese  Annahme, 
so  ergiebt  eine  der  Gleichungen  (15) 

_   f (a^^'—(fl)sds      _ 

j(a^+s)H.=+s)-j/l  +  j' 
oder,  indem  man 

—r—  ~  Aä,  1  -I-  ~  =  m2 
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oder,  indem  man  dieses  Integral  ansrechnet: 

(19)  T  =  -  ^  +  ^+/'  arc  tang  1, 

worin    der   Bogen   arc  tang  X   zwischen   0  and  —  zu  nehmen  ist. 

Die  Grösse  k  kann  jeden  Wertli  von  0  bis  co  haben,  und  zu 
jedem  dieser  Werthe  ergiebtaich  aus  (1.9)  einWerthvon  r,  also  eine 
beatimmtie  Rotationsgeschwindigkeit.  Es  kann  also  jedes  ab- 
geplattete ßotationsellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein,  und 
zwar  für  eine  bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit. 

Lassen  wir  in  (19)  [oder  einfacher  noch  in  (18)]  l  positive 
Werthe  durchlaufen,  so  bleibt  t  positiv  und  verschwindet  für 
A  =  0  und  A  =  o).  Es  erhält  also  r  für  irgend  einen  Werth 
i.  ^  Xa  einen  Maximalwerth  t^  ,  den  man  durch  Näherungs- 
rechnung finden  kann.     Man  erhält  genähert; 

(20)  X^  =  2,5293,     t^  —  0,2246. 

Nehmen  wir  also  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  damit 
nach  (13)  auch  t  als  gegeben  an,  so  erhält  man  zwei,  ein  oder 
kein  Rotationsellipsoid  als  mögliche  Gleichgewichtsfigur,  je  nach- 
dem X  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  r,,  iat. 

Man  kann  aber  die  Gleichung  (16)  auch  dadurch  befriedigen, 


(21)        J  -ä^  K«"  -  «■)  ('•  -  '')  -  "'  (''  +  »))  =  0 

setzt.  Hält  man  hierin  b  und  c  fest,  und  nimmt  ö  >■  c  an,  so 
hat  die  linke  Seite  dieser -Gleichung  für  ein  unendlich  grosses 
a  einen  positiven,  f ür  a  ^  c  einen  negativen  Werth,  und  geht 
also,  wenn  a  von  c  bis  unendlicli  geht,  einmal  durch  Null.  Es 
giobt  also  unendlich  viele  dreiaxige  Ellipsoide,  die  Gleichgewichts- 
figuren sein  können,  und  es  können  dabei  die  beiden  Axen  b 
und  c  beliebig  gewählt  werden.  Ein  solches  dreiaxiges  EUipsoid 
geht  nur  dann  in  ein  Rotationsellipsoid  über,  wenn  die  beiden 
Axen  6,  c  der  Bedingung  genügen: 
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^(jt  —  2b^c^  —  c^s)sds  _ 

und  diese  Gleichung  hat  für  jedes  c  eine  Wurzel  ?>,  die  grösser 
als  c  ist.  Ist  6n  die  Wurzel  von  (22),  so  ist,  wenn  h  <i  b^  ist, 
das  aus  (21)  bestimmte  a  >-  &„  "iid  umgekebrt. 

Soll  zu  einer  gegebenen  Rotationsgeschwindigkeit,  also  zu 
einem  gebenen  r  eine  dreiaxige  EUipsoidfiäche  als  Gleichgewichts- 
flgur  bestimmt  werden,  so  bat  man  gleiclizeitig  eine  der  Glei- 
chungen (15)  und  die  Gleichung  (23)  zu  untersuchen.  Es  ergeben 
sich  dabei  die  folgenden  Resultate. 

Wenn  t  zwischen  den  Grenzen  0  und  0,18711  liegt,  so  exi- 
stiren  drei  ellipsoidische  Gleichgewichtsfiguren ,  ein  dreiaxiges 
und  zwei  Rotationsellipsoide. 

Ist  v=  0,18711,  so  fallen  das  dreiaxige  und  das  weniger 
abgeplattete  der  beiden  Rotationsellipsoide  in   eines  zusammen. 

Liegt  T  zwischen  den  Grenzen  0,18711  und  0,2246,  so  existiren 
nur  noch  zwei  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewichtsfiguren,  die 
bei  der  oberen  Grenze  von  t  in  eines  zusammenfallen. 

Ist  endlich  n  grösser  als  0,2246,  so  existirt  gar  keine  ellip- 
soidische Gleich gewichtsfigur  mehr^). 


§.  144. 

Die   Differentialgleichungen  der  Bewegung. 
Erste  Form. 

Aus  den  Gleich  gewich  tsbedmgungen  lassen  sich  duich  di& 
d'Alembert'sche  Pnncip  die  Bedingungen  dei  Bewegung  hei 
leiten,  indem  man  zu  den  thatsachhch  wiikenden   auf  die  Mas'ien 


')  C.  0.  Meyei  de  ae^nihl  m  fonm'  ellipsc  dies  Cielles  Journal 
Bd.  24  (1842),  Die  Moftlinhl  eit  eines  dreias  gen  Ell  paoids  als  &le  oh 
gewicbtsfig'ur  ist  von  Jacol  entletkt  De  Rechnung>*n  die  ai  den  eVen 
angegebenen  ßeaultaten  fuhren  sind  mi  hsaiQ  aber  ohne  prmcipielle 
Schwierigkeiten,  llettoien  i  ir  nomeiiaciieii  Beieobnaiiff  dei  Aveaverhalt 
hältnisee  aus  gegebenem  t  hat  Koatka  gegeben  (Monatsbenehte  der  Ber- 
liner Akademie  1870).  Er  findet  für  den  WerÜi  i  =  0,0022997,  der  den 
VerhäUnisaen  bei  der  Erde  eutspricht,  für  die  beiden  Rotationsellipsoide 

-  =:  1,00433467,  -  —  680,4939 
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§■  144. 


einheit  bezogenen  äusseren  Kräften  X,  Y,  Z  die  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommenen  Beschleunigungen  hinzufügt,  also 
nach  der  Annahme  von  d'Alembert  fordert,  daas,  wenn  x'\y",z" 
die  Componenten  der  Beschleunigung  sind,  der  bewegte  Zustand 
in  jedem  Augenblick  don  Gleichgawichtsbediogungen  geniigen 
soll,  wenn  die  äusseren  Kräfte  X,T,  2  durch 

X  —  a;",         Y  —  y",        Z  —  z" 
ersetzt   werden.      Es    ergeben    sich    also   aus   den   Gleichungen 
§.  142  (1)  die  für  die  Bewegung  gültigen  Gleichungen; 


1  =  ^ 
8»' 


Hierin  besteht  zwischen  der  Dichtigkeit  p  und  dem  Druclc 
j)  eine  Relation,  die  von  der  Natur  der  Aufgabe  abhängt,  wie 
wir  im  §,  142  gesehen  haben. 

Die  Oherflächenbedingung 
(2)  j)  =  P 

bleibt  hier  unveränderlich  bestehen. 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  die  Beschleunigungen 
durch  die  Unbekannten  des  Problems  auszudrücken,  um  Diffe- 
rentialgleichungen bilden  zu  können.  Man  kann  dabei  von  zwei 
verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen,  und  erhält  dem  ent- 
sprechend die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  zwei  ver- 
schiedenen Formen.  Wir  betrachten  zunächst  die  Form  der 
Differentialgleichungen,  die  man  nach  Lagrange  benennt^). 

Wenn  danach  x,  y,  s  die  Coordinaten  nicht  eines  be- 
stimmten   liaumpunktes ,     sondern     eines    Massenelementes    der 


und  für  das  dreiasige  EilipBoid  (abweichend  von  Meyer) 
-  :^  ö"  442'i       -  :^  1  0U2  1  4 

Eingehende  I  uteisuohungeii  allKt-memerei  Art  über  We  i,hs,ew  d  tu 
figuren  rotirender  gravitirender  FluaaigkdtLn  in  denen  besonders  auch  lie 
Frage  nach  der  Stablitat  Berncksiclit^ung  findet  Bmd  von  Pomoare  an 
gestellt  (Acta  Mathemafica,  Bd  7   1885) 

1]  Lagvange    Mecanique  analytique     Tome  11   seotion  XI  1815 
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Flüssigkeit  sind,  so  haben  wir  ä,  j/,  b  als  Functionen  der  Zeit  zu 
Ijetrachten,  und  es  ist,  wie  in  der  Mechanik  materieller  Punkte 

„  ^  'd'^x  „ d^y  „ ß^s 

^    ^  W         ^    ~  W         ^    ~W 

Da  aher,  wie  wir  annelimen,  die  Flüssigkeit  wahrend  der 
ganzen  Bewegung  einen  Raum  stetig  erfüllt,  so  sind  3:,  y,  s  noch 
Functionen  von  drei  anderen  unabhängigen  Variablen  a,  b,  c, 
durch  deren  Werthe  sich  die  verschiedenen  Flüssigkeitselemente 
von  einander  unterscheiden.  Am  einfachsten  ist  es,  für  diese 
Variablen  tt,  6,  c  die  Werthe  zu  nehmen,  die  die  Coordinaten 
X,  y,  s  in  irgend  einem  Moment,  etwa  für  (  =  0,  haben  (die 
Anfangswerthe).  Es  können  aber  auch  die  et,  5,  c  irgend 
drei  von  einander  unabhängige  Functionen  dieser  Anfangs- 
werthe sein. 

Der  Druck  p  geht  bei  dieser  Darstellung  aus  einer  Function 
von  a;,  j/,  z  in  eine  Function  von  a,  6,  c  über,  und  wir  haben  also 

gj)  _  8j)  da:        8p  gif    ,    8j)  Zz 
^  >  da       dxda^  dy  da'^  d^  da 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen,  und  wir  erhalten  aus  (1); 

m  ^T    ®''^\^^_L/'v   ^'y\^yi.{7   s'^\dß_idp 

Wenn  eine  Kräftefun ction  V  existirt,  wie  wir  jetzt  an- 
nehmen wollen,  so  ist  X  =  g  V/dx,  Y=dVfdy,  Z=^  87/8«, 
und  folglich 

,8J,    ,     ,8£_8F. 


Demnach  ergiebt  sich  aus  (4)  und  den  beiden  entsprechenden 
Gleichungen  für  b,  c  das  System: 

dxd^x       dy  d^y    .   d3d^z_dV  l  dp 

dadP'    da  dP    '    da  dt^  ^  'da  q  da 

dxd^x    .    dy  d^y    .    ds  d^s  _dr  _  1  dp 

'  '  db  di^  "•"  86  8*^^  "•"  8fc  8(3  ~  db  q  db 

dx  d^x   .    dyd^y   .dzd^z_dV  1  8jj 

8c  dP  ~^  de  dP  ~^  de  dP  ~^  de  Q  de' 

Hierzu  kommt  noch   eine  Gleichung,  die  wir   als  die   Glei- 
chung   der   Erhaltung   der   Masse   bezeichnen    können.      Be- 
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zeichnen  wir  mit  dt  ein  Volum enelement  der  Flüssigkeit,  mit  q 
die  zugehörige  Dichtigkeit,  so  ist  das  Integral 

I  Qdv, 

wenn  man  es  in  einem  bestimmten  Augenblick  auf  irgend  einen 
Theil  der  bewegten  Maeae  bezieht,  mit  der  Zeit  unveränderlich, 
Drücken  wir  das  Integral  in  den  Variablen  a,  b,  c  aus,  so  sind 
seine  Grenzen  von  der  Zeit  unabhängig,  und  p  ist  eine  Function 
von  ö,  b,  c,  t.    Das  Integral  erM,lt  dann  die  Form 


Q&  da  db  de, 


worin   der  Ausdruck  &  nach   Band   I,   §.   37   (8)   zu   bilden    ist. 
Man  hat  nach  der  dortigen  Bezeichnung 


=  V77S^ 


dy  dy    i_  ^  of 


dr. 

du 

dr. 

So' 

»■ 

de 

8j, 
da' 

86' 

dtl 

de 

ds 

8« 

dl 

da' 

u- 

de 

dx  'dx 
und' man  kann  daher  nach  einem  bekannten  Determinantensatzc 


S.    dcc  dy  dg  __ 


setzen.     Die  Bedingung  der  Erhaltung   der  Masse  ergiebt   daher 

(')  1^  =  » 

oder  durch  Integration,  wenn  wir  mit  po  ©o   die  Wcrthe   dieser 

Functionen  für  f  :=  0  bezeichnen: 

(8)  Q@  =  Po  ®o- 

In  der  Formel  (6)  wäre,  da  0  nach  seiner  Definition  eine 
wesentlich  positive  Grösse  ist,  das  Vorzeichen  noch  unbestimmt. 
Da   aber   nach   (8)   &   immer   dasselbe    Zeichen   bat  wie  @o,   so 


y  Google 
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können  wir  die  Variablen  a,  6,  c  immer  so  annohmeß,   daas  die 
Determinante  positiv  ist,  und  dann  ist  also   das  Vorzeichen  in 
(6)  richtig.     Dies   ist  z.  B.  dann  der  Fall,  wenn  wir  für  a,  b,  e 
die  Anfangswerthe  der  Variablen  x,  y,  ^  wählen. 
Dann  ist  nämlich  für  t  =  0 


dx 
da 

=  1, 

'11, 
da 

=  0, 

da 

=  0, 

U 

=  0, 

dh 

=  1, 

02 

db 

^  0, 

(ix 
■de 

=  0, 

de 

—  0, 

dz 
de 

^1, 

=  1, 

,    Die  Fori 

nel  (8)  ergiobt  daliei 

@  = 

.  Pn 

und  folglich' ©0 

(10) 

die   in   dem    Falle    einer    incompressiblen    Flüssigkeit,    bei   der 

p  t=  ßo  ist,  in 

(11)  8  =  1 

Übergeht, 

Hierzu  sind  noch  zwei  Bemerkungen  zu  machen: 
Die  Functionen  x,  j/,  s  sind  für  ein  bestimmtes  Werthsystem 
«,  d,  c  stetige  Functioiien  YOn  t,  da  ein  Flüasigkeitstheilchen  nicht 
plötzlich  von  einem  Orte  zu  einem  davon  verschiedenen  fort- 
getragen werden  kann.  Es  müssen  aber  auch  für  einen  con- 
stanten  Werth  von  t  die  x,  y,  z  stetige  Functionen  von  »,  h,  c 
sein;  denn  unserer  ganzen  Betrachtung  liegt  die  Voraussetzung 
zu  Grunde,  daas  benachbarte  Flüasigkeitstheile  im  Verlauf  der 
Bewegung  benachbart  bleiben. 

Endlich  müssen  wir  aber  auch  noch  verlangen,  dass  zu  ver- 
schiedenen Werthen  von  «,  6,  c  auch  verschiedene  Werthe  von 
a;,  y,  s  gehören,  d.  h.  dass  a,  6,  c  eindeutige  Functionen  von 
a;,  y,  Ä  sind.  Wären  sie  nämlich  das  nicht,  so  würden  ver- 
schiedene Flüssigkeitstheile  im  Verlaufe  der  Bewegung  gleich- 
zeitig an  dieselbe  Stelle  kommen.  Sie  müssen  dann  auf  einander 
stossen,  und  es  treten  Unstetigkeiten  ein,  über  die  unsere  Glei- 
chungen keine  Auskunft  mehr  geben.  Hierhin  gehören  solche 
jn,  die  sich  durch  Spritzen  oder  Branden  zu   erkennen 
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Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  den  Druck.  Da 
eine  negative  Diclitigkeit  bei  Flüssigkeiten  keinen  Sinn  bat,  so 
kann  bei  Gasen  schon  wegen  des  Zusammenhanges  zwischen 
Druck  und  Dichtigkeit  auch  der  Druck  nicht  negativ  werden. 
Bei  tropfbaren  FlüsBigkeiten  würde  ein  negativer  Druck,  der  in 
einem  Raumtheil  herrscht,  als  eine  Zugkraft  gegen  die  Ober- 
fläche  wirken.  Nach  der  Vorstellung,  die  wir  von  dem  Wesen 
einer  incompressiblen  Flüssigkeit  haben,  würde  sie  aber  einem 
solchen  Zuge  nicbt  widerstehen  können,  sondern  zerreissen 
müssen.  Bei  einer  stetigen  Flüssigkeitsbewegnng,  bei  der  der 
Zusammenhang  der  Theile  erhalten  bleibt,  kann  also  der  Druck 
nirgends  negativ  werden. 

In  der  Natur  wird  vielleicht  eine  Flüssigkeit  auch  einer 
Zugkraft  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  widerstehen  können. 
Dann  aber  würde  immerhin  bei  einer  stetigen  Bewegung  der 
Druck  nicht  unter  eine  von  der  Natur  der  Flüssigkeit 
abhängige  Grenze  herabsinken  können. 

Was  die  Grenz bedingungen  betrifft,  so  haben  wir  zwischen 
einer  freien  Oberfläche  und  der  BerührungsÖäche  der  Flüssigkeit 
mit  einer  festen  Wand  zu  unterscheiden.  An  der  ersten  gilt  die 
Grenzbedingung  (2),  d,  h.  der  Druck  an  einer  solchen  Stelle  ist 
eine  gegebene  constante  Grösse.  Für  die  Berührungsflächen 
zwischen  der  Flüssigkeit  und  der  Wand  nehmen  wir  an,  dass 
ein  an  der  Wand  befindliches  Flüssigkeitstheilchen  während 
der  ganzen  Dauer  einer  den  Differentialgleichungen 
entsprechenden  Bewegung  mit  der  Wand  in  Berührung 
bleibt. 

§.  145. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Zweite   Form. 

Man  kann  bei  der  Aufstellung  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehen; 
man  kann  nämlich  den  mit  bewegter  Flüssigkeit  erfüllten  Raum 
als  ein  Gescbwindigkeitsfeld  auffassen  (Bd.  I,  §.  85),  in  dem 
es  sich  dann  um  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  als 
Vcctor  und  des  Druckes  als  Scalar  handelt. 

Gegeben  ist  dabei  in  demselben  Felde  der  Vector  der  äusse- 
ren Kraft. 
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Alle  Grössen  des  Feldes  und  auch  das  Feld  selbst,  d.  h.  seine 
Begrenzung,  können  noch  Functionen  der  Zeit  sein.  Wenn  nun 
lii  irgend  einen  mit  der  Zeit  veränderlichen  Scalar  des  Feldes, 
also  eine  Function  von  ic,  y,  0,  t  bedeutet,  so  wird  ein  bewegtes 
Mass  entheil  eben  m  im  Verlauf  der  Bewegung  zu  immer  anderen 
und  anderen  Werthen  von  ß  gelangen.  Sind  x,  y,  s  die  Coor- 
dinaten  und  u,  «,  w  die  Geschwindigkeitscomponenten  von  m  zur 
Zeit  i,  so  sind  nach  Verlauf  des  Zeitelementes  dt  die  Coordinaten 
von  nt 

X  -]-  iidt,        y  -{-  vdt,        z  -Y  wdt, 
und  folglich  hat  der  Werth  von  il  für  das  Theilchen  m  in  dem 
Zeitelement  dt  um 


/dSl    ,        Sß    ,        d£l    ,        d£i\ 


dt 


zugenommen.     Diese  Grösse  können  wir   als  das  vollständige 
Differential  von  £1  bezeichnen,  und  wir  setzea  demnach: 

Die    Componenten    der  Beschleunigung  des  Theilchens  er- 
halten wir  hieraus,  wenn  wir  £1  ■:=  u,  v,  w  setzen,  also 


dt'       ^    '^  dt'  dt 

Diese  Ausdrücke  haben  wir  in  den  Formeln  §.  144  (1)   ein- 
zusetzen,  um    die   Differentialgleichungen   der   Bewegung   zu   er- 


%+ 

''u  + 

8« 
"  8» 

%+ 

»1^+ 

dw 

8»    , 

8w 

^-  '        dt        ii*  "I    "  ?\T.    '    "  ?«    I    ""  g«        ~        9  oy' 

'dt~  W~^'  ""  dx^'  "  'by'^  '^  ds  '^  9  dz' 

Zur  Bestimmung  der  vier  Functionen  w,  v,  w,  p  ist  noch  eine 
Gleichung  nothwendig,  die  wir  leicht  aus  der  allgemeinen  Vector- 
Theorie  ableiten  können.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  5(  den 
Geschwindigkeitsvector ,  und  grenzen  in  dem  Felde  irgend  ein 
Volumen  t  ab,  so  ist,  wenn  J.„  die  Normalcomponente  der  Ge- 
schwindigkeit  an  der  Oberfläche  von   t,  ins  Innere  positiv   ge- 
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rechnet,  und  do  ein  Element  der  Oberfläche  von  r  bedeutet, 
\  Q  A^tdo  die  in  der  Einheit  der  Zeit  einströmende  Kliissigkeits- 
nienge.  Ist  nun  p  im  Zeitelement  dt  um  (^6Qldi)dt  gewachsen, 
so  ist  die  Massenzunahme  im  Volumen  t  in  der  Zeiteinheit  gleich 
(liQJdfjät  und  es  ist  also  mit  Rücksicht  auf  den  Gauss'- 
schen  Satz 

[%^dx  =  [  p^„rfo  =  —  f  div  p-Jl  dT. 

Da  dies  für  jedes  beliebige  Volumen  t  gelten  mues,  so  folgt 
[Bd.  I,  §.  91,  mit  der  Vorzeichenberichtigung  in  Formel  (5)]: 


(3) 

1  + 

div 

oder 

ausführlich  g 

eschriehen 

(4) 

8? 

dt, 

+ 

'%  + 

oder  endlich  noch 

(6) 


dt 


/du       dt    I    dte\ 


Im  Falle  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  ist  q  constant, 
und  dann  wird  diese  Gleichung  einfach: 

Für  eine  freie  Grenze  ergiebt  sich  noch,  wenn  P  der  gegebene 
äussere  Druck  ist,  die  Bedingung 

(7)  p  =  F. 

Ist  die  Flüssigkeit  mit  festen  Wänden  in  Berührung,  ao 
kommt  die  Bedingung  dazu,  dass  die  Flüssigkeitabewegtmg  nur 
in  der  Richtung  der  Wand  vor  sich  gehen  kann,  und  dies  giebt 
wenn  die  Wand  in  Ruhe  ist,  und  n  die  Richtung  der  Normale 
bedeutet,  die  Bedingung: 

(8)  An  =  o; 

und  wenn  die  Wand  selbst  eine  Geschwindigkeit  hat,  deren  Com- 
ponente  in  der  Richtung  n  gleich  N  ist; 

(9)  Ä'„  =  N. 
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Wenn  man  aus  diesen  Bedingungen  die  Functionen  u,  v,  w 
bestimmt  hat,  so  erhält  man  die  Bahn  des  Flüssigkeitstheilchens 
m  durch  Integration  des  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen : 


(10) 


dx dy 

dt  ^'^'        dt  '' 


und  die  vollständige  Integration  dieses  Systems  giebt  dann  x,  y,  0 
als  Fimctioneu  von  (  und  den  Änfangewerthen  a,  b,  c.  Dadurch 
ist  der  Uehergang  von  den  Differentialgleichungen  der  Hydro- 
dynamik in  der  zweiten  Form  zu  denen  in  der  ersten  Form  ge- 
geben. 

Diese  zweite  Form  der  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen wird  die  Euler'sche  genannfi).  Sie  ist  in  solchen 
Fällen  mit  Vortheil  anzuwenden,  in  denen  die  Begrenzung  der 
Flüssigkeitsmasse  mit  der  Zeit  unveränderlich  ist,  weil  dann  die 
Variablen  a;,  y,  z-  einen  unveränderlichen  Bereich  haben.  Ist 
aber  die  äussere  Begrenzung  veränderlich,  so  ist  es  gerathen, 
die  erste  Form  anzuwenden,  weil  dabei  die  unabhängigen 
Variablen   «,  6,  c  immer   einen   unveränderlichen   Bereich  haben 


Üebergang  von   der  Euler'schen   zu   der   Lagraiige'scheii 
Form. 

Nach  Integration  der  Differentialgleichungen  (10)  §.  145  sind 
X,  y,  0  als  Functionen  von  (,  et,  6,  c  bestimmt,  und  man  kann 
von  der  zweiten  Form  wieder  zur  ersten  zurückkehren,  wenn 
man  a,  b,  c  als  unabhängige  Variable  einfuhrt.  Ist  dies  ge- 
schehen, so  ist  die  partielle  Differentiation  nach  f,  die  im  §,  144 


')  Euler:  Principes  generaux  du  mouvement  des  fluifles  (Hist.  de 
l'Acad.  de  Berlin  1755).  Auch  die  erste,  nacli  Lagrange  benannte  Form 
der  bydrodynamiscken  Differentialgleicbungen  Btamwt  ureprünglich  von 
Euler:  De  principiia  motus  fluidorum.  (öoVi  00mm.  Petropolitanae  1769. 
Cap.  6.  De  motu  fluidorum  ex  statu  iuitiali  definiendo.)  H.  Hankel 
(Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  Göttingen 
18i>l),  dem.  wir  diese  hiatorisolie  Bemerkung  verdanken,  führt  sie  auf  Rie- 
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mit  dl'dt  bezeichnet  war,  dasselbe,  was  wir  im  vorigen  Paragraphen 
mit  djdt  bezeichnet  haben. 

Um  die  Transformation  von  den  einen  zu  den  anderen 
Variablen  zu  bewirken,  hat  man  die  bekannten  Formeln  zu 
benutzen : 

dx~'  db  de        de  ob  ~  ^dx 


„  -^a ^8x8^ dx  dy 


d&_ 

'  db'dc       'dcdb~      'OS 
0  X— 


etc.,  worin,  wie  früher  (§.  144),  0  die  Determinante 

bedeutet. 

Hiernach  folgt  aus  (10)  §.  146,  da  die  Differentiationen  nach 
di  und  da,  db,  de  mit  einander  vertauschbar  sind; 

du  _  d_dx^_da^'dx  ,db^  d_dx  d£  ^dx 
dx^dx'dt~dxdida~^dxdidb'^dxTtdc' 
^.y.  —  .'^  dx  _da  d  dy  .  db  d  dy  .  de  d  dy 
8i/~  dy  dt  ~"  dy  dtda~^  dy  dt  db'    dy  dt  de'' 

dw__d__di__d_a^d_s.db^d_d£,  ^d_S£ 

d  £~  de  dt~dedtdu^d^dtdb'^'dedtdc' 
und  mithin  nach  (1): 


.(l 


du   ,    dv    .    dw\  _  d® 
u  ~^  de)  ~  dt  ■ 


Daraus  ergiebt  sich 


.„  dQ    1        ßu    1    dv    1    dw\ 


dQ  _|^      ßu  _|_  c*^  _|_  6™\  ^   1  dQ& 
"    —      —  -©"JT' 

und  hiemach  geht  die   Gleichung  §,  145  (5)  in  §.  144  (7)   über. 
Die  Gleichungen  §.  145  (2)  ergeben  durch  Multiplication  mit 

:r-^  TT^.  1^—  und  Addition  unmittelbar  die  erste  der  Gleichungen 
da    da    da  " 

§.  144  (5). 
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Erkaltung  der  Wirbel 


ErhaltuBg   der  Wirbelmomente, 

Wir  wollen  jetzt  den  hydrodynamischen  Gleichungen  noch 
eine  andere  Foim  geben,  aus  der  sich  am  einfachsten  gewisse 
allgememe  Integralgleichungen  ergeben.  Wir  setzen  dabei  vor- 
aus, dagi  die  äusseren  Kräfte  eine  Kräftefunction  haben,  und 
gehen  demnach  von  den  Grleichungen  (5j  §.  144  aus,  in  denen 
wir  jetzt  unter  a,  b,  c  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten  x,  y,  g 
veistehen  Wii  bezeichnen  mit  m,  v,  w  die  Geschwindigkeits- 
componenten  eines  Massentheilchens  und  mit  Mq,  w,,  w,  deren  An- 
langst eithe,  'ietzen  also  in  der  Bezeichnung  von  §.  144 


di~   '    dt  "     ' 

ot 

Dann  ist 

da  dt 

-U'il)- 

1  oms 

2  9a' 

Aelmliches    gilt  für   die   ander« 

in   Glieder  der  Gleichi 

§.  144  (5).    Wenn  wir  daher 

(2)  j^j|^F-|^  +  K«' +  «'+"')]<" 

setzen,  so  können  wir  die  Gleichungen  §.  144  (5)   in   Beziehung 
anf  (  integriren,  und  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.  144  (9): 


P)  »i  +  "if  + 


dx    ,        djl    ,        de  I    8x,, 


^)   H.   WeLer,    Ueber   eine    Transformation    der    hydrodynamiBcter 
Gleichtingen :  Crelle'a  Journal  Bd.  68  (18G9). 
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Multipliciren  wir  diese  Grleichungen  der  Reihe  nach  mit 
da,  db,  de  und  addiren,  so  folgt: 

(4)    udx  -\-  vdy  -^  wds  :=  Uada  -{-  v^db  -\-  ivq  de  -\-  d%, 
worin  bei  der  Bildung  der  Differentiale   dx,  dy,  ds,  di   die  Zeit 
nicht  als  yaiiabel  gilt. 

Nun  nehmen  wir  ini  Gebiete  der  Variablen  a,  b,  c  irgend 
einen  Bereich,  in  dem  die  Function  %  endlich,  stetig  und  eindeutig 
ist,  nehmen  in  diesem  Gebiete  eine  geschlossene  Curve  So  und 
legen  durch  diese  eine  Flache  F^.  Diese  Curve  und  diese 
Fläche  werden  mit  den  Flüssigkeitstbeilchen,  die  sie  zur  Zeit 
t  =  0  erfüllen,  mit  der  Zeit  fortfliessen,  und  zur  Zeit  t  eine 
Curve  S  und  eine  Flache  F  erfüllen,  deren  Punkte  die  Koordi- 
naten X,  y,  s  haben.  Integriren  wir  die  Gleichung  (4)  auf  der 
rechten  Seite  über  die  Curve  So,  so  müssen  wir  auf  der  linken 
über  S  integriren,  und  das  Integral  I  d%  verschwindet  wegen  der 
vorausgesetzten  Eindeutigkeit  von  %.  Bezeichnen  wir  aber  mit  ds 
und  ds^  entsprechende  Linienelemente  der  Curven  S  und  S"  und 
mit  As  und  Al  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  von  ds  und  von  ds^  (zur  Zeit  (  und  0),  so  ergiebt 
sich  aus  (4): 

(5)  \A,ds^   i  A%  (?s„, 

und  wenn  wir  den  Curl  der  Geschwindigkeit  mit  fö  und  6"  be- 
zeichnen, nach  dem  Stokes'schen  Satz  (Bd.  I,  §.  89,  II): 

(6)  [  ao!/=  f  Cldf,, 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  Fläch eneleniente  df  und  df^ 
der  Flächen  F  und  F^  beziehen,  und  n  die  Richtung  der  Nor- 
male an  df  und  df^  bedeutet. 

Wenn  wir  in  Verallgemeinerung  eines  im  §,  91  des  ersten 
Bandes  eingeführten  Ausdruckes  das  Integral 

M  =[c^df 

das  Wirbelmoment  der  Fläche  F  nennen,  so  können  wir  hier- 
nach den  wichtigen  Satz  aussprechen: 

1.  Das  Wirbelmoment  einer  beliebigen,  aus  Flüssig- 
keitstheilchen  gebildeten  Fläche  bleibt  im  Ver- 
lauf der  Bewegung  dieser  Fläche  ungeändert. 
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Es  ist  aber  dabei  wohl  zu  beachten,  dass  die  Constanz  des 
Wirbelmomentea  nicht  am  absoluten  Raame,  sondern  an  der 
bewegten  Masse  haftet. 

Im  §.  91  des  ersten  Bandes  haben  wir  als  Wirbellinien 
solche  Linien  definirt,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Richtung 
des  Curls  haben,  die  also  durch  die  Difierentialgleichungen 

dx  :  dy:  d0  =  C:,  :  C\  :  C\ 

bestimmt  sind.  Wenn  also  die  Fläche  F,  aus  Wirbelhnien  ge- 
bildet ist,  so  ist  in  jedem  ihrer  Punkte  Q,  ^=  0.  Die  Gleichung 
(6J  zeigt  dann,  dass  im  Verlauf  der  Bewegung  auch  C„  =  0  sein 
muss;  wendet  man  dies  auf  einen  unendlich  schmalen  Streifen 
längs  einer  Wirhollinie  an,  so  folgt: 

2.    Die   Flüssigkeitstheilchen,    die    im    Anfange    auf 
einer     Wirbellinie     liegen,    bleiben     im     Verlauf 
der  Bewegung  auf  einer  Wirbellinie. 
Wir  lassen  jetzt  die  Annahme  wieder  fallen,  dase  F  und  F^ 
aus   Wivbellinien   gebildet   seien,    und  legen  durch  alle  Punkte 
der  Begrenzung   der  Fläche  Fi^   die   Wirbellinien.     So   erhalten 
wir    einen    Wirbelcanal    und    jede    Querschuittsfläche    eines 
solchen   Ganais  hat   dasselbe   Wirbelmoment,   das   wir  das  Mo- 
ment des  Wjrbelcanals  genannt  haben   (Bd.  I,  §.  91).     Wir 
haben  also  aus  1.  und  2.  den  Satz: 

3.    Die    Flüssigkeitsmasse,     die     am    Anfang     einen 

Wirbelcanal  erfüllt,  bildet  auch  im  Verlauf  der 

Bewegung  einen  Wirbelcanal,  dessen  Moment  mit 

der  Zeit  unveränderlich  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,   dass   der   Curl   der 

Geschwindigkeit  gleich  Null  ist.     Wenn  dies  am  Anfang  der  Fall 

ist,    so   bleibt   diese   Eigenschaft  nach   1,   während   der   ganzen 

Dauer  der  Bewegung  erhalten.     Dann  ist  also   die   Deformation, 

die   die   Flüssigkeitsmaase    in  jedem   Zeitelement  erfährt,    rota- 

tionsloB  oder  wirbelfrei. 

Der  Vector  91  ist  in  diesem  Falle   ein  Potentialyector,   d.  h. 
es  giebt  eine  Function  ip   der  Coordinaten  x,  y,  s  und  der  Zeit, 
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ist.  Diese  Function  q)  hcisst  nach  Helmholtz  das  Ge- 
schwindigkeitspotential'). 

Im  Allgemeinen  wird  das  Geechwindigkeitspotential  qi  noch 
von  der  Zeit  abhängen.  Ist  es  unabhängig  von  der  Zeit,  so  ist 
der  Zustand  stationär. 

Die  Stromlinien  sind  die  orthogonalen  Trajectorien  der 
Flächen  qt  =  const.  Man  erhält  sie  durch  Integration  des 
Systems 

dx  :  dy  :  dz  —  -^  :  ^  :  -^■ 
^  dx     dy      00 

Im  stationären  Zustande  sind  diese  Stromlinien  mit  der  Zeit 

unveränderlich.    Im  nicht  stationären  Zustande  beziehen  sie  sich 

auf  einen  bestimmten  Augenblick. 


§■  148. 

Wirbelfreie  Bewf 

igung. 

Wenn  wir   die   Existenz  eines  Gescbwindigkeitspotentials  qo 
und  zugleich  eines  Kraftepotentials  F  voraussetzen,  und  demnach 

,                   dw        dv        du        dw 
^  ■'                   dy  ~  dg'       dg~  dx' 

dv  _du 

dx       dy' 

(^)           »  =  ff.     -1^ 

"  =  -87 

setzen,  so  folgt: 

du       8«.       'i^M, 
dt  ~  dt  ~^  '^  öx^ 

"ri  +  ^l^ 

du   ,       du    , 

=  e*  +  »ä^  + 

^'^  +  ^1^ 

=  Ä[^  +  H- 

+  ..  +  ».], 

T_i9^-A/-F 

-!i£\ 

und  die  Euler'schen Differentialgleichungen  §,  145  (2)  zeigen,  dasi 

')  Helmholtz,  üeber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen 
welche  den  Wirbelbew^ungen  entsprechen  (Crelle'a  Journal  Bd.  57). 
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von  x,y,  z  unabhängig,  also  constant  oder  uur  eine  Function 
der  Zeit  ist.    Es  ergiebt  sich  also; 

oder  nach  (2) 

(^)^---l?-K(lf)"+(^T+(W]+''- 

Hierzu  kommt  noch  die  Differentialgleichung  |.  145  (4); 

9^^     ep|^     3p|^ 
'■  ■'  %t^    ^x    ^    ^y    ^    ds> 

und  (5)  und  (6)  sind  jetzt  die  beiden  allgemeinen  Difl'erential- 
gleicbungea  für  die  Functionen  qo  und  p  (oder  p).  Als  Grenz- 
bedingung  ergiebt  sich  für  eine  ruhende  oder  in  gegebener 
Bewegung  begriffene  Wand  aus  §.  145  (9)  die  Gleichung 

<')  ll  =  «. 

wenn  N  die  Componente  der  gegebenen  Geschwindigkeit  eines 
Wandpunktes  in  der  Richtung  der  Normalen  n  an  diese  Wand 
bedeutet. 

An  einer  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  an  der  wir  den 
Druck  constant  annehmen,  müssen  die  beiden  Grenzbedingungen 

(8)  i>  —  const.,        jf  =  0 

bestehen,  von  denen  die  zweite  sich  auch  so  darstellen  lässt; 

'  ■'  9t  '^  Zxdx'^  dy  dy  '^  dB  dB~ 

Sie  besagt,  daaa  die  Flüasigkeitstbeilchen ,  die  an  der  Ober- 
fläche liegen,  auch  im  weiteren  Verlaufe  der  Bewegung  an  der 
Oberfläche  bleiben. 


§.  149. 
Waaserwirbel. 

Wir  wollen    ein    einfaches   Beispiel    für  die   stationäre  Be- 
wegung betrachten.    Wir  nehmen  als  wirkende  Kraft  die  Schwer- 


y  Google 


(1) 


386  Achtzetntei-  Abactnitt.  §,  149. 

kraft  an,  die  die  Riclitung  der  positiven  if-Äxe  haben  mag,  so 
dass  F  ;=  ye  ist,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
bedeutet.  Setzen  wir  die  Dichtigkeit  q  oonstant,  :^  1 ,  so  wird 
die  Differentialgleichung  §.  148  (6) 

oder  wenn  wir  auf  Cylinderooordinaten  r^  &,  z  transformiren 
[(Bd.  I,  §.  42  (4)]: 

r      8r     ^  r»  89"  ^  ds> 

und  aus  der  Gleichung  §.  148  (5)  erhalten  wir,  weil  beim 
stationären  Zustand  dtp/ät  ^:  (1  ist: 

P)         ,  =  ,.^l|(|2)'  +  i(||)'  +  (|f)l  +  C, 

worin  C  eine  Constante  ist. 

Nehmen  wir  an,   dass  die  Flüssiglfeit  um   die   s-A.sg  rotire, 
so  dass  jedes  Theilchen  einen  horizontalen  Kreis  mit   constanter 
Geschwindigkeit    durchläuft,    so    muss   (p    eine   Function   von   & 
allein  sein  und  wir  können  setzen: 
(3)  fp^k&, 

worin  ft  eine  Constante  ist.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich 
ein  Theilchen  im  Kreise  bewegt,  ist  dtplro^  oder  fc/r,  und 
folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 

w  »  =  ,i 

und  für  die  Geschwindigkeitacomponenten  m,  «i,  w  erhält  man 
0  cp  Icy 


w  -^  0. 

Es  befindet  sich  also  bei  dieser  Annahme  die  Flüssigkeit 
für  unendlich  grosse  Werthe  von  r  in  Ruhe. 

Die  Gleichung  (1)  ist  durch  diese  Annahme  erfüllt,  und  (2) 
giebt 
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(6) 


=  ys  ■ 


-  2  fi  +  t- 


Die  Gleichung  der  Oberfläche  erhalten  -wir  hieraus,  -wenn 
wir  p  gleich  einer  Constanten  setzen,  und  wenn  wir  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  passend  legen,  können  wir  also  die  Glei- 
chung der  Oberfläche  in  die  Form  setzen: 


(7) 


^  ~   2gr^' 

Es  ist  eine  RotationsÜache,  deren  erzeugende  Ouiwe  toii  der 
dritten  Ordnung  ist,  und  die  Linie  s  =  0  und  f  :=  0  zu  Asymp- 
toten hat. 

Die  Gestalt  der  Oberfläche  ist  also  trichterförmig  und  geht 
an  der  ^^-Axe  in  unendliche  Tiefe.  Dies  erklärt  sich  daraus, 
dass  die  Winkelgeschwindigkeit  nach  (4)  in  der  Axe  selbst  un- 
endlich gross  wird. 

Man  kann  auch  eine  Bewegung  angeben,  bei  der  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Axe  nicht  unendlich  wird.  Man  muss  aber 
dann  in.  einem  Tbeil  der  Flüssigkeitsmasse  auf  ein  Geschwindig- 
keitspotential verzichten. 

Wenn  nämlich  Oq  und  C  Constanten  bedeuten,  so  genügt  die 
Annahme 

u  =  —  ta^y,        V  =  cotiX,        m?  =  0, 


den  Differentialgleichungen  §.  145  (2),  (6).    Die  Flüssigkeit  dreht 

sich  dann  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  wie  ein  starrer 

Fig.  49. 


Körper,,  und  die  Flächen  p  =  const.,  also  auch  die  freie  Ober- 
fläche, sind  Rotationsparaboloide ,  die  ihre  Höhlung  nach  oben 
kehren. 
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Man  kann  diese  beiden  Bewegungen  in  folgender  Weise  mit 
einander  combiniren  (Fig.  49  a,  v.  S.):  Man  nehme  eine  beliebige 
constante  Länge  c  an,  und  setze 


(8) 


=  »»  + 

+ 

Ci 

0 

fflr  : 

r  <c 

1' 

=  jü  - 

Ix 

■  r^  ' 

1  t' 

■  0   ^a 

r-f 

-c„ 

0, 
für 

(9) 


und  damit  die  Geschwindigkeiten  stetige  Functionen  des  Ortes 
seien,  muss  man 

(10)  «,  =  ^ 

setzen.  Wenn  wir  C^  gleich  dem  gegebenen  Druck  an  der  Ober- 
fläche setzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche 

(11)  g  =  -—  4,        für  r  >  c 

und  die  Oberfläche  hat  die  Ebene  s  :=  0  zur  Asymptotenebene. 
Für  r  <Z  c  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche  nach  (8)  und  (10) 

und  diese  schliesst  sich  bei  r  ^  c  stetig  an  die  Oberfläche  (11) 
an,  wenn 

C\  _  C,  =  -J 
gesetzt  wird.     Dann  wird  für  r  <  c  die  Gleichung  der  Oberfläche 

m  .  =  ^^i,  (2  ..-,.),■ 

und  dann  haben  beide  Oberflächen  für  r  ^  c  auch  dieselbe 
Tangentialebene.  Auch  der  Druck  p  erhält  für  r  ^=  c  nach  (9) 
und  (10)  denselben  Werth 

Für  r  >.  c  ist   diese  Bewegung  wirbelfrei.     Es   existirt  ein, 
allerdings  raehrwerthigee,  Geschwindigkeitspotential  ijpi^^fcS-.    Für 
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r  <;  c  existirt  aber  kein  Geschwindigkeitspotential,  Im  Inneren 
dieses  Cylinders  findet  eine  wirbelnde  Bewegung  statt.  Die 
Tiefe  des  Trichters  ist  hier  endlieh,  nämlich  [nach  (12)]  gleich 
h^lgc\  oder  wenn  wir  die  Rotationsgeschwindigkeit  <!>„  einführen) 
gleich  ml  c^jg.  Dieser  theoretisch  mögliche  Fall  dürfte  ein  ziem- 
lich gutes  Bild  von  dem  wahren  Bewegungsvorgange  bei  Wasser- 
wirbeln geben,  wenigstens  so  lange  man  von  dem  Einflüsse  der 
Reibung  absehen  kanni). 

')  Lamb,  Hydroilynamics.     Cambridge  1895.     S.  29. 
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Bewegung  eines  starren  Körpers  in  einer  I'lüssigkeit. 
HydrodynamlSGlier  Theil. 


Grenzbedingungen  für   die    Bewegung   eines    starren 
Körpers  in  einer  Flüssigkeit. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  sich  ein  starrer  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  in  einer  allseitig  unendlich  ausgedehnten 
incompreasiblen  Flüssigkeit  bewegt.  Wir  setzen  dabei  voraus, 
daes  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  wirbelfrei  sei,  dass  also  überall 
ein  Geachwindigkeits Potential  (p  exiatire.  Dies  trifft  nach  §.  147 
unter  der  Annahme  von  Potentialkräften  immer  zu,  wenn  es  in 
einem  Augenblick  der  Fall  war,  also  z.  B. ,  wenn  die  Bewegung 
von  der  Ruhelage  aus  durch  die  Finwirkung  von  Potentialkräften 
entstanden  ist. 

Endlich  nehmen  wir  noch  an,  dass  die  Flüssigkeit  im  Un- 
endlichen in  Ruhe  sei. 

Nach  §,  148  hat  hier  die  Function  qo  in  dem  ganzen  Räume 
ausserhalb  des  gegebenen  Körpers  die  Bedingung  zu  befriedigen: 

An  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  besteht  dann 
noch  weiter  die  Bedingung 

«  Z  =  ^' 

wenn  n  die  Richtung   der  Normalen   an   einer  Stelle   der  Ober- 
fiäche  —  wir  wollen  annehmen,  in  der  Richtung  vom  Körper  in 
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die  Flüssigkeit  liitiein  positiv  gerechnet  —  bedeutet,  und  S  die 
als  gegeben  zu  betrachtende  Componente  der  Geschwindigkeit  der 
Oberfläche  nach  der  Richtung  n. 

Soll  im  Unendlichen  Ruhe  sein,  so  muss  der.  Gradient  von  9 
im  Unendlichen  gleich  Null,  9  selbst  also  constant  sein.  Wir 
wollen  aunohmen,  dass  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  so 
stark  sei,  daas  das  über  eine  allseitig  ins  Unendliche  hinaus- 
rückende  Oberüäche  Sl  genommene  Integral 

(3)  ||£^ß 

und  zugleich  jeder  beliebige  Theil  dieses  Integrals  verschwin- 
dend klein  werde,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Gesammt- 
meüge  der  in  der  Zeiteinheit  durch  irgend  ein  im  Unendlichen 
gelegenes  Flächenstiick  hindurchtretenden  Flüssigkeit  unendlich 
klein  sei. 

Nimmt  man  für  Sl  eine  Kugel  mit  dem  veränderlichen 
Radius  B,  so  erM.lt  diese  Forderung  auch  den  Ausdruck: 

(4)  S«'ll  =  »' 

Wegen  der  Differentialgleichung  ^tp  ^  0  können  wir  y  als 
Newton'sches  Potential  von  Massen  ansehen,  die  im  Inneren 
oder  auf  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  gelagert  sind. 
Die  Bedingung  (4)  besagt  dann,  dass  die  Gesammtheit  der 
Massen,  die  dieses  Potential  erzeugen,  gleich  Null  sein  muss,  und 
man  kann  ihr  also  auch  die  Form  geben: 

(5)  Lim  Rcp  =■  0. 

Weitere  Bedingungen  sind  dann  nicht  zu  berücksichtigen, 
wenn  wir  keine  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  annehmen. 

Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  für  den  Fall,  dass 
mehrere  starre  oder  in  ihrer  Gestalt  in  gegebener  Weise  ver- 
änderliche Körper  in  die  Flüssigkeit  eintauchen.  Wir  beschränken 
uns  aber  auf  den  Fall  eines  einzigen  starren  Körpers,  und  drücken 
zunächst  die  Bedingungen  (2)  durch  die  gegebene  Bewegung  des 
Körpers  aus. 

Wir  sehen  fürs  erste  von  dem  zeitlichen  Verlaufe  ab,  be- 
trachten also  den  Zustand  in  einem  bestimmten  Augen- 
blick; mit  anderen  Worten,  wir  betrachten  die  Zeit  t  als  einen, 
Parameter,  nach  dem  nicht  differentiirt  wird. 
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Wir  nehmen  ein  Coordinatensystem  x,  »/,  z,  dessen  Anfangs- 
punkt in  dem  bewegten  Körper  liegen  mag  und  nehmen  den 
Bewegungszustand  des  Körpers  dadurch  als  gegeben  an,  dass  die 
treschwindig.keitscomponenten 

U,     Y,     W 
des  Anfangspunktes  nach  den  Richtungen  der  Axen  x,  y,  e  und 
die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeiten 

-f>     «,     -K 
in  Bezug  auf  dieselben  Axen  gegeben  seien. 

Wenn  nun  3;,  y,  s  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  ^ 
des  Körpers  bedeuten,  so  können  wir  die  Greschwindigkeits- 
componenten  u,  v,  w  dieses  Punktes  nach  Bd.  I,  §.  82  bestimmen. 
Es  ist  nämlich  in  den  dortigen  Formeln  (2),  die  sich  auf  die 
relative  Verschiebung  des  Punktes  n  gegen  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  beziehen: 

x'  —  x<=(u  —  Ü)dt,  y'  —  y  =  {v  —  Y)dt,  {s' ^s)  =  {w  —  W)dt, 
p     =    PlU  q     ~    Qdt  r      —       ßdt, 

zu  setzen,  und  so  ergiebt  sich: 

u^  U-Ry^Qß, 

(6)  V  =  V—  P^  ^  Rx, 
jy  =TV—  Qx-i-  Py. 

Hierin  sind  C/,  F,  W,  P,  Q,  R  (für  einen  gegebenen  Augen- 
blick) als  gegebene  Constauten  zu  betrachten. 

Wenden  wir  die  Formeln  (6)  auf  einen  Punkt  der  Oberfläche 
an,  so  ergiebt  sich  für  die  Normalcomponente  der  G-eschwindig- 
keit: 

N  =  wcos(»i3:)  -|-  );cos(ny)  -|-  wgo%{^z), 
also: 

(7)  Jv"  ;=:  JjGQ^inx)  -f-  rca?,{ny)  +  Wcosins) 

-\-  P[j/cos(tt2)  —  scos(nj/)]  -|-  ^[scos(wa^J  —  xc(i%{nz)\ 
-\-  B,\xQO%(ny)  —  i/cos(Ma:}], 
Wir  bemerken  noch  die  Formel: 

(8)  (jfdo  =  0, 
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wenn  do  ein  Element  der  Körperoberöäche  bedeutet  und  das 
Integral  über  die  ganze  Oberüache  des  Körpers  ausgedehnt 
wird.  Man  kann  diese  Formel  leicht  analytisch  (aus  dem 
Satze  von  Gauss)  ableiten.  Sie  ergiebt  sich  aber  auch  aus 
der  Bedeutung  des  Integrals.  Denn  das  Integral  (8)  giebt,  mit 
dem  Zeitelemeut  dt  multiplicirt,  das  durch  die  Bewegung  des. 
Körpers  in  der  Zeit  dt  neu  bedeckte  Volumen,  vermindert  um 
das  freigewordene  Volumen;  und  da  das  Gesammtvolumen  des 
Körpers  ungeandert  geblieben  ist,  so  muss  die  Summe  gleich 
Null  sein. 

Die  Gleichung  (8)  ist  eine  nothwendige  Voraussetzung 
dafür,  dass  die  Gleichung  (1)  unter  den  Bedingungen  (2),  (3) 
eine  Lösung  hat  [Bd.  I,  §.  96  (1)]. 

Aendert  der  Körper  bei  seiner  Bewegung  das  Volumen,  so 
ist  die  Bedingung  (8)  nicht  mehr  befriedigt.  Dann  ist  aber  auch 
die  Bedingung  (3)  nicht  mehr  erfüllbar,  weU  dann  durch  jede 
den  Körper  umschliessende  Fläche  ein  der  Volumänderung  des 
Körpers  gleiches  Flüssigkeitsvolumen   aus-  oder  eintreten   muss. 


§■  151. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Um  die  Frage  zu  beantworten ,  in  wie  weit  durch  die  Be- 
dingungen des  vorigen  Paragraphen  das  Gesehwindigkeitspotential 
(p  bestimmt  ist,  verfahren  wir  ähnlich  wie  bei  dem  nahe  ver- 
wandten Problem  der  stationären  elektrischen  Ströme  im  §.  163 
des  ersten  Bandes.  Wir  bilden  einen  Ausdruck  für  die  kinetische 
Energie  der  Flüssigkeit,  der  uns  auch  später  noch  nützlich  sein 
wird,  und  der  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  die  Flüssig- 
keit überall  in  Ruhe  ist. 

Es  ist  nämlich  identisch: 


^  —  div  (p  grad  cp  —  g»  ^  ly, 


und  da  ^^  =3  0  ist,  nach  dem  Gauss'schen  Satze,  wenn  die 
Normale  n  aus  dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  ge- 
rechnet wird: 
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«  ii(iiT+(i?y+(if)i-— j^i!-. 

uüd  darin  ist,  wena  t  das  ganze  unendliche  Feld  ausserhalb  des 
Körpers  bedeutet,  wegen  der  Bedingung  §.  150  (3)  das  Integral 
in  Bezug  auf  do  nur  über  dm  Oberfläche  dea  Korpers  auszu- 
dehnen. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  gleich  1  an,  so  ist 

die  kinetische  Energie  der  in  dem  Volumenelement  d  t  ent- 
haltenen Masse,  und  wenn  wir  daher  mit  T,  die  lebendige  Kraft 
der  gesammten  Fliiasigkeitsmasse  bezeichnen,  so  ist  nach  (1)  und 
nach  §.  150  (2) 

(2)  21\  =  —{  <pNdo. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  ^^0  ist,  auch  I\  ^  0,  also 
9  =T  oonst,  sein  muss  und  dass  iolglich  die  Geschwindigkeit 
überall  gleich  Null  ist.  Es  kann  also  auch  für  ein  und  dasselbe 
N  nicht  zwei  verschiedene  Geschwindigkeitszustände  geben.  Denn 
sind  (p  und  cp'  zwei  zu  demselben  N  gehörige  Functionen  tp ,  so 
gehört  ihre  Differenz  qj  —  ip'  zu  jV"  :=  0  und  diese  Differenz  ist 
also  eine  Constante, 

Vorausgesetzt   ist    hierbei    aber,    dass    nicht    nur    die   Ge- 
schwindigkeit, also  der  Gradient  von  tp,  sondern   auch  die  Func- 
tion  fp   selbst  stetig  sei.     Die   Stetigkeit  von   tp  folgt   aber  nur 
dann   aus   der  Stetigkeit   des  Geschwindigkeitsvectors,  wenn   das 
Feld  T  einfach  zusammenhängend  ist,   und  es  gilt  also  der  Satz: 
Dass  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Felde,   dessen   Wände   in   Ruhe   sind,   eine    in- 
compressible  Flüssigkeit,  die   im  Unendlichen 
in  Ruhe  ist,  keine  wirbelfreie  stetige  Bewegung 
haben  kann. 
Dieser  Satz  gilt  nicht  mehr  für  mehrfach  ziisammenhängcnde 
Felder,  in  denen  mehrwerthige  Geschwindigkeitspotentiale  existiren 
können. 
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§.  152. 
Mehrfach  zusammenhängende  Felder. 

Ist  der  mit  Flüssigkeit  erfüllte  Kaum  mehrfach  zusammen- 
hängend, ao  können  wir  gewisse  berandete  Flächen  annehmen, 
an  denen  das  Potential  eine  über  die  ganze  Fläche  con- 
8 1 ante  sprungweise  Werthänderung  erleidet  (Bd.  I,  §,  93).  Die 
Handlinien  dieser  Querschnittsfläehen  liegen  auf  den  be- 
grenzenden Wänden.  Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  nur  eine 
solche  Fläche  ö  an,  deren  Eandcurve  mit  X  bezeichnet  sei.  Man 
denke  etwa  an  einen  in  der  sonst  unbegrenzten  Flüssigkeit  ein- 
getauchten Ring,  und  eine  durch  den  inneren  Aequatorialkreis 
dieses  Ringes  begrenzte  Fläche. 

Wir  haben  ia  §§.  99,  100  des  ersten  Bandes  Potentiale  von 
Doppelsclüchten  betrachtet,   die   solche  Ün Stetigkeiten  aufweisen. 

Ist  r  die  Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  q  mit  den 
Coordinaten  a;,  y,  z  von  dem  Element  dö  der  FULche  6,  also 
wenn  mit  a,  b,  e  die  Coordinaten  von  de  bezeichnet  werden: 


(1)  r  =  V(»-o).  +  (s- 4). +  («-»)>, 

und  wird,  wenn  v  die  Normale  an  dc  in  einer  beliebig  ge- 
wählten, aber  dann  festgehaltenen  Richtung  positiv  gerechnet, 
bedeutet: 

gesetzt,  ao  ist  an  der  Fläche  ö 

(3)  ^+  --  31-  =  1       [Bd.  I,  §.  99  (7)]. 

Ä-Usserdem  ist  im  ganzen  Räume  z/$  =  0. 

Die  Function  fl»  hat  eine  einfache  Bedeutung:  Wir  be- 
trachten den  ganzen  unendlichen  Raum,  in  dem  die  Fläche  6 
mit  der  Bandlinie  i.  als  Schnitt  betrachtet  werden  soll,  über 
den  der  Punkt  q  in  seiner  Bewegung  nicht  hinausgehen  darf. 
Nehmen  wir  die  Richtung  von  r  positiv  von  dem  Element  de 
nach  dem  Punkte  q  hin,  so  ist,  da,  wenn  der  Winkel  (r,  v)  spitz 
ist,  dr  hei  positivem  d>v  negativ  ist  (Fig.  50  a.  f.  S,): 

Ö  r  ,       , 

7—  =  — ■  cos  (r,  v) 

und  folglich 
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Wir  nennen  den  Kegelraum,  der  durch  die  von  q  aus  nach 
den  Punliteii   einer  Fläche   fl   gezogenen  Strahlen  erzeugt  wird, 
pj^  50  den  Sehkegel  dieser  Fläche  d  (fürden 

Punkt  g),  und  das  Flächenstück,  das 
dieser  Kegel  aus  einer  um  g  beschrie- 
benen Kugelfläche  ausschneidet,  ge- 
messen durch  die  ganze  Kugel- 
fläche als  Einheit,  die  schein- 
bare Grösse  der  Fläche  6,  von  dem 
Punkte  q  aus  gesehen.     Dann  ist 


(4) 


cos  (r,  v)dG 


die  scheinbare  Grösse  des  Fläch enelementes  d6,  wenn  der  Punkt 
q  auf  der  Seite   der   positiven  Normale   liegt;    im    entgegeur 
gesetzten  Falle  ist  —  dm  die  scheinbare  Grösse, 
Es  ist  daher 

(5)  0^{do} 

die  scheinbare  Grösse  der  l'läche  ö,  wenn  wir  annehmen, 
dasa  keine  Tangentialebene  an  irgend  einem  Punkte  der  Fläche 
ö  durch  den  Punkt  q  gehe,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  sich 
die  positive  Normalenrichtung  v  an  der  ganzen  Fläche  0  so  fest- 
setzen lässt,  dass  der  Punkt  q  überall  auf  der  Seite  der 
positiven  v  liegt.  Um  der  Function  0  auch  in  anderen  Fällen 
dieselbe  Bedeutung  zu  geben,  zerlegen  wir  die  Fläche  ö  in  Theile, 
deren  jeder  für  sich  die  hier  gemachte  Annahme  erfüllt.  (Wenn 
wir  annehmen,  dass  die  Tangentialebene  ihre  Richtung  überall 
stetig  ändert,  werdeu  diese  Theile  von  einander  geschieden  durch 
solche  Curven,  längs  deren  die  Tangentialebenen  an  ö  durch  den 
Punkt  g  gehen.)  Wir  nehmen  dann  in  der  ganzen  Fläche  ö 
eine  sich  stetig  äudernde  positive  Normalrichtung  an,  und  setzen 
die  scheinbare  Grösse  der  ganzen  Fläche  aus  den  sclieinbaren 
Grössen  ihrer  Theile  zusammen,  wobei  dann  immer  daran  fest- 
gehalten wird,  dass  ein  solcher  Theil  positiv  oder  negativ  zu 
rechnen  ist,  je  nachdem  g  auf  der  Seite  der  positiven  oder  der 
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Söite  der  negativen  v  gelegen  ist^).  Dann  können  wir  allgemein 
sagen: 

Die  Function  O  ist  die  scheinbare  Grösse  der 
Fläche  6.  Diese  Bedeutung  der  Function  *  veranschaulicht 
sehr  deutlich  die  Relation  (3).  Denn  ziehen  wir  von  einem 
Punkte  der  Fläche  6  die  Strahlen  nach  der  Grenze  A,  so  erhalten 
wir  auf  der  Kugelüäcbe  eine  geschlossene  Linie,  von  der  wir 
annehmen  wollen,  dass  sie  sich  nirgends  seihst  durchschneidet. 
Die  scheinbare  Grösse  von  fl  ist  der  eine  oder  der  andere 
der  beiden  Theile,  in  die  die  Kugelfläche  von  dieser  Linie  zerlegt 
wird,  je  nachdem  wir  das  Centrum  auf  der  positiven  oder  der 
negativen  Seite  von  6  nehmen.  Beide  ergänzen  sich  also  zu  1, 
und  wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichenbestimmung 
die  Relation  (3). 

Äendert  man  die  Fläche  6,  ohne  ihre  Begrenzung  X  zu 
ändern ,  so  bleibt  die  Function  9  ungeändert,  so  lange  die 
Äenderung  von  ß  nicht  so  weit  getrieben  wird,  dase  der  Punkt  q 
auf  ihre  andere  Seite  tritt. 

Nehmen  wir  z,  B.  ff  als  die  Flache  eines  Kreises  und  also  A 
als  Kreisperipheric  an,  so  wird  die  Function  ^  als  Flächeninhalt 
einer  sphärischen  Ellipse  dargestellt,  und  die  Aufgabe  führt 
auf  ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul  von  der  Lage  des 
Punktes  g  abhängt.  Die  AequipotentialÜächen  <&  =  const.  gehen 
alle  durch  den  Kreis  l.  Die  Kreisfläche  selbst  und  der  Theil 
der  Ebene  ausserhalb  k  gehören  selbst  zu  diesen  Flächen,  es 
entsprechen  ihnen  aber  zwei  um  i/j  verschiedene  Werthe  von 
^.  Die  Schaar  der  Flächen  ®  =  const.  hat  einige  Aehnlichkeit 
mit  einem  Kugelbüschel,   dessen  Schnittlinie  die  Curve  A  ist. 

Die  orthogonalen  Trajectorien  dieser  Flächenschaar  sind  die 
Stromlinien.  Sie  verlaufen  in  den  Meridianlinien  und  liegen  auf 
ringförmigen  Rotationsflächen,  in  deren  Inneren  die 
Linie  i.  verläuft.  Denkt  man  sich  einen  solchen  Ring  als  feste 
Wand,  so  erhält  man  eine  mögliche  wirbelfreie  Bewegung  in 
einem  zweifach  zusammenhängenden  Felde.  Der  Querschnitt  eines 
solchen  Ringes  ist  aber  kein  genauer  Kreis. 

In  der  Linie  l  selbst  werden  die  Ableitungen  von  ^,  also 
die  Geschwindigkeiten,  unendlich  gross,  und  darum  ist  eine  solche 


')  Diese  Bestimmung  würde  hei  den    Bogenannten  Flächeo   mit  i 
V  Seite  versagen.    Solche  Falle  sohliessen  wir  hier  aus. 
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Fliissigkeitsbewegung  ohne  eine  feste  Wand,  die  die  Linie  l 
umschliesst,  physisch  nicht  möglich. 

Ist  nun  irgend  ein  riugförmiger  Körper  K  in  die  Flüssiglteit 
eingetaucht,  so  ist  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  in  dem  zweifach 
zusammenhängenden  Felde,  auch  bei  Voraussetzung  wirbelfreier 
Bewegung  nicht  mehr  durch  die  Bewegung  des  Körpers  allein 
bestimmt;  es  kann  für  das  Geschwindigkeitspotential  ip  noch  eine 
sprungweise  Aenderung  A  an  der  Sperrfläche  0  vorgeschrieben  sein : 
(6)  ■     <p^~-<f-  ^  A. 

Wenn  dann  ausserdem  noch 

(')  \l  =  * 

an  der  Oberfläche  von  K  gegeben  ist,  ao  ist  dadurch  die  Function 
9  eindeutig  bestimmt,  was  man  wie  in  §.  151  beweist.  Um  die 
Aufgabe  auf  eine  einfachere  zurückzuführen,  setze  man 

(8)  q)  =  ^  *  -J-  ^^, 

und  erhält  für  die  Function  1J1  die  Differentialgleichung 

(9)  J^  =  0. 

Nach  (6)  und  (3)  muss  aber  ^  an  der  Fläche  ö  stetig  sein,  und 
aus  (7)  ergiebt  eich 

(10)  |*=s_^f. 

Die  Aufgabe    ist    also   auf   die   Auffindung 
eines  stetigen  Potentials  zurückgeführt,  dessen 
nach    der   Normale    genommene    Ableitung    an 
der  Oberfläche  gegeben  ist. 
Es  ist  hier  noch  zu  bemerken,  dass   die   l'unction   ^   zwar 
von  der  Gestalt  der  Fläche   6,   nicht  aber  von  der   der  Curve  X 
unabhängig  ist,  während   doch  im  Endresultat,  nämlich  in   der 
Function  9,  auch  der  Einäuss  der  Curve  X  weggefallen  ist,  wenn 
diese    Curve    so'   gezogen    wird,    dass    sie    ganz    im    Körper    K 
oder  an  dessen  Oberfläche  verläuft,  und  zugleich  nicht  die  ganze 
Begrenzung    eines   im  Inneren   des   Körpers  gelegenen  Flächen- 
stückes ist. 

§.  153. 
Einwerthige  Geschwindigkeitspotentiale. 

Wir  berücksichtigen  jetzt  nur  noch  den  Fall  der  einwerthigen 
Geechwindigkeitspotentiale ,  und  nehmen  einen  in  die  Flüssigkeit 
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eingetauchten  starren  Körper  an,  der  in  irgend  einer  Bewegung 
begriften  ist.  Die  Aufgabe  gestattet  dann  eine  weitere  Verein- 
fachung. Hier  hat  nämlich  nach  §,  150  (7)  die  Norraalcompo- 
nente  N  den  Ausdruck: 

(1)  ü  =  Vcoa{nx)  -|-  Fcos{nj/)  +  Wcos(ws) 

-|-  F[ycoa(nai)  —  scos{ny)]  rj-  Q[ßcos{nx)  —  xcofi(njs:)'\ 
-4-  It[x COS  (ny)  —  j/ cos  (na;)], 
und  wir  setzen  demnach 

(2)  q)  =  Dq\  +Fy,  +  W<p,  +  P<p,^  Q9,  -^Ii<p, 
und   nehmen   an,  dass  die  Functionen  (p^,  <p^  ...  (ps   einzeln   der 
Differentialgleichung 

z/gjfr  =  0,         Ä  =  1,  2,  3,  4,  5,  6 

und  der  Bedingung  im  Unendlichen   [§.  150  (5)]   genügen.     Aus 

(1)  ergeben  sich  aber  die  Grenzbedingungen : 

dwj  ,       •.  CffPi  /x  /, 

^^-i  =  C08  (w  X),         -^7^  =  if  cos  («  s)  — ■  s  cos  (n  y), 

(S)  -^  =  cos(n«Y         ^r5-5  =  s  cos  (na:)  —  xca^inz), 

— ii^  =  cos {n s),  -^  =^  X cos {ny)  —  y  cos {n x), 

und  wenn  die  Functionen  rp^  diesen  Bedingungen  gemäss  be- 
stimmt sind,  so  genügt  tp  allen  Bedingungen,  die  an  diese  Function 
gestellt  sind. 

Die  Functionen  (jCji  sind  specielle  Fälle  der  allgemeinen 
Function  qj.  Die  Functionen  y^  enthalten  aber  nichts  mehr,  was 
von  dem  besonderen  Bewegungszustande  des  Körpers,  d.  h.  von 
Ü,  F,  TT,  P,  (3,  B  abhängt. 

Siü  sind  durch  die  geometrische  Natur  der 
Begrenzung  des  Körpers  allein  vollständig  be- 
stimmt. 
Es  lässt  sich  auch  leicht  die  Abhängigkeit  dieser  Functionen 
Yon   der   Lage   des   Coordinaten  Systems   näher  angeben.     Führen 
wir  nämlich  an  Stelle  des  Coordinatensystems  x,  y,  n  ein  anderes 
gleichfalls  rechtwinkeliges  x',  y\  a'  ein,  indem  wir 

x'  ^=  a  ^  a-i_x  -\'  a^y  •\-  o-^s, 

(4)        ■  y'  =  'b  ^  b,x^k,y^h0, 

s'  =  c  -f  Ci  a;  +  Ca  1/  -j-  Cs  Ä^ 
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setzen,  worin  die  Coefficienten  «i,  a^  ...  Cj  den  bekannten  Rela- 
tionen für  die  rechtwinkelige  Coordinatentranaformation  geniigen, 
und  a,  &,  c  die  Coordinaten  des  alten  Anfangspunktes  im  neuen 
System  bedeuten,  so  ergiebt  sieb,  wenn  die  auf  das  neue  System 
bezogenen  Functionen  cpi,  mit  <p!(  bezeichnet  werden: 

-^^  =  cos(w,  x')  =  aiCOs(wa;)  +  ascciä(ny)  -\-  asCOs{ns), 

und  mit  Benutzung  der  bekannten  Formeln  a^  =  b^c^  —  JjCj  etc.: 

-^  =  y'cosins')  ~  3'coa{ny') 

=  &co8(n2')  —  ccos(«i/')  -|-  «i[j;cos(m3)  —  2cos(ki/)] 
-|-  a2[e<ios{nx)  —  xcos(ns)]  -\-  a3\xcQs{ny)  —  j/cos(na:)] 
und   entsprechend    die    übrigen    Formeln.     Diesen    Bedingungen 
aber  genügen  folgende  Functionen: 

ip[  ^Tz  «1  q»!  -f~  «ä  ifij  -|~  «3  qjj, 
(5)  rp'i  ~  b^fpi  -\-  ia  q>ä  +  h^  qi,, 

ipä  :^:  C;  ij)j  -j-  Cg  q)a  -j-  Ca  qS;;; 
9)j  =TT  J  q^3  —  C  qoa  '-f-  «1  epi  +  %')';  +  «3  Va« 
(tl)  cp's  =  Cip'i  —  a(ps  -\-  bi  (Pi  -^  bj  (p:,  -\-  63  cpö, 

Wenn  die  drei  Functionen  9)1,  qj^,  qi^  bestimmt  sind,  so  ist 
damit  zugleich  noch  ein  anderes  Bewegungsproblem  gelöst.  Es 
ist  nämlich,  wenn  wir  x,  y,  &  als  Functionen   von  n  betrachten: 

COS(wa;)  =  ^,      COs(wy)=rg^,        COS(»iä')==^, 

und  es  ist  also,  wenn  «,  ^,  y  Constanten  sind,  und  wenn  wir 
{7}  <p  =  w(a;  -  q)i}  +  ^{1/  —  9)a)  -f  r(2  —  -Ps) 

setzen,  überall  in  der  Flüssigkeit  i/q)^0,  an  der  ObevÜäche 
des  Körpers  8qi/9w  ==  0,  im  Unendlichen  ist  aber  die  Ge- 
schwindigkeit nicht  mehr  Null,  sondern  ihre  Componenten  haben 
die  Constanten  "Werthe  «,  ft,  y.  Es  ist  also  damit  das  Problem 
gelöst,  die  Bewegung  des  Wassers  zu  bestimmen,  wenn  ein  starrer 
Körper  in  einen  unendlichen  Strom  getaucht  und  festgehalteo 
wird.  Dies  Problem  ist  mathematisch  mit  dem  elektrischen 
Problem  identisch,  dass  ein  nichtleitender  Körper  in  einem  con- 
stanten  elektrischen  Stromfelde  liegt  (Bd.  I.  §.  183). 


y  Google 


§.  154. 
Kugel  in  der  Flüssigkeit. 

Die  Bestimmung  der  Functionen  (p^  lässt  sich  in  einigen 
Fällen  durchführen.  Wir  nehmen  zunächst  den  testen  Körper 
als  Kugel  an'). 

Bezeichnen  ■wir  mit  r  den  Abstand  eines  variablen  Punktes 
q  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  vom  Kugelmittelpunkt,  so  dass 

*■'  =  *'  +  ?/*  +  ^' 
ist,  so  fällt  die   Richtung  von   n   mit    der  Richtung   von  r  zu- 
sammen, und  es  ist 

aüs{nx)  =  ^,    cos(«*/)=^,     cos(k^)^^. 

Es  ist  also 

j/cos(«g)  —  gcos(wj/)  ^  0, 
und  daraus  folgt,  nach  §.  153  (3),  dass  q>,,  und  ebenso   915,   <p^ 
Constanten  sind,  die  gleich  Null  gesetzt  werden  können. 

Zur  Bestimmung  von  9),  haben  wir,  wenn  c  den  Kugelradius 
bedeutet,  und  der  Winkel  {r  x)  raii  &  bezeichnet  wird,  die  Be- 
dingungen : 

(1)  ^qji  =  0, 

(2)  ^^  =  cos^,        Bvr  =  c.- 

'  dr 

Es  ist  aber  bekanntlich 


')  Dies  ist  der  von  Diriohlet  zuerst  durohgefäbrte  Fall:  „Ueber 
die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einem  inGompreaeiblen  flüssigen 
Medium".  Berichte  der  Beiliner  Akademie  1852.  Dirichlet's  Werke, 
Bd.  2,  S.  115. 

Eiemann. Weber,   Partielle  DifctontiilttlelcliuDgeD,    II.  26 
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setzen,  so  ist  die  Bedingung  (1)  erfüllt  Wenn  wir  aber  nach  r 
differentiiren,  indem  wir  &  conetaiit  lassen,  so  ergiebt  sich 

-^  —    ;  cos  «■  =  ^ , 

und  es  ist  also  auch  die  Bedingung  {2j  ivx  r  ■:=  c  erfüllt.  Ebenso 
findet  man  die  Functionen  qpj,  tp^. 

Hiernach  läast  sich  leicht  die  kinetische  Energie  der  be- 
wegten Flüssigkeit  berechnen.    Es  ist  nämlich: 

—  1  ^"1  -^  do  =  -^      xij  do  :=  Q    etc., 

und  folglich  ergiebt  sich  nach  §.  151  für  die  kinetische  Energie 
der  Flüssigkeit,  wenn  Y  die  Geschwindigkeit  des  Kugelmittel- 
punktes  bedeutet: 

Da  wir  die  Dichtigkeit  des  Wassers  gleich  1  genommen 
haben,  so  ist  das  Kugelvolumen  43tc^/3  zugleich  die  von  der 
Kugel  verdrängte  WassermSjSse  und  wir  erhalten,  wenn  wir 
diese  Masse  mit  m  bezeichnen: 

oder,  wenn  m,  v,  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des 
Kugelraittelpunktes  sind; 

(4)  2  r,  =  i  m  (mS  -]-  j;ä  -f  ws). 

Um  die  Strömung  der  Flüssigkeit  an  einer  feststehenden 
Kugel  zu  bestimmen,  geben  wir  dem  Strome  die  Geschwindigkeit 
1  in  der  3:-Richtung,  und  setzen  nach  (3)  und  §.  153  (7): 

(5)  ^=x  —  <p,^x(l^  ^)  =  cos»  (r  +  —)■ 

Die  Stromlinien  verlaufen  in  den  durch  die  a:-Axe  gelegten 
Meridianebenen,' und  liegen  auf  gewissen  Rotationsflächen.  Sie 
werden  also  durch  eine  Relation  zwischen  r  und  &  ausgedrückt. 
Es  sind  die  Curven,  die  auf  den  Flächen  9  =  const.  senkrecht 
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stehen,  und  man  hat   also,   um   sie  zu  ünden,   die  Differential- 
gleichuag 


—  -l  cotg  tf  d  ^ 


c3  (^r 


—  c3    r 

zu  integriren ,  deren  Integral  sich  leicht   durch,  Ausführung  von 

zwei  einfachen  Quadraturen  bestimmen  lässt.  Man  erhält,  wenn  man 

2  rs  4-  cs  j^  _      3r^       __  _1 

7-3  —  c'^    r      '  r'i  —  c=         r 

setzt  und  mit  fc  die  Integra tionsconstante  bezeichnet: 

kr 
(6)  ■■■  g  _    ^  =  sinä  %. 

Für  &  =  0  ist  entweder  sin*  ^  0  oder  r  ■=■  c,  d.  h.  die 
diwem  Werthe  von  ft  entsprechende  Stromlinie  setzt  sich  zu- 
sammen aus  dem  Kreise  r=^c  und  dem  im  Inneren  der  Flüssigkeit 
gelegenen  Theile  der  reellen  Äxe.  Die  Conatantc  fc  kann  keine 
negativen  Werthe  erhalten,  und  je  grosser  Ä  wird,  um  so  mehr 
nähern  sich  die  durch  (6)  dargestellten  Linien  den  zur  a;-Axe 
parallelen  Geraden  r  sin  ö-  =  coust. 


§.  155. 
F.Uipsoid  in  einer  Flüssigkeit. 

In  ähnlich  einfacher  "Weise  lässt  sich  die  Bestimmung  der 
Functionen  (p-^  für  ein  EUipsoid  durchführen  i). 

Wir  können  hierbei  an  die  Resultate  von  Bd.  I,  §.  148  über 
magnetische  Induction  in  einem  EUipsoid  anknüpfen,  weil  unser 
Problem  mit  dem  dort  behandelten  fast  identisch  ist.  Wir  be- 
ziehen die  Gleichung  des  Ellipsoids  auf  seine  Hauptaxen,  und 
nehmen  sie  in  der  Form  an: 

')  Clebseh,  Crelle's  Journal,  Bd.  52,  S.  W3. 
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Danu  ist,  werni  wir  zur  Abkürzung 

"  =  \T'+u+^ 

setzen,  für  einen  Punkt  der  Oberfläche: 

(2)        oos(nx)  =  — -,    cos(«M)  =  -^,     cos(wä)  =  — -, 
\   ;  ■^       J  P^a'  ^    i"  p  (,2'  '       '  pcä 

und  die  Grenzbedingungen  §.  15S  (3)  lauten  also  hier: 

dq>i  X        d(pi  yüjb''  —  c^ 

dn        9«^'     dn  Qb^c^      ' 

*•  -*  dn         pfta''      8w  yc^aä      ' 

8^3  _  J_      9^6  _  a:j/(a^  — 6^) _ 
dn        ßßä '      8  w  Qu'^b^ 

Es  sind  nun,  wenn  ic,  y,  z  ein  äusserer  Punkt  ist,  k  die  posi- 
tive Wurzel  der  cubischen  Gleichung 

bedeutet,  die  für  die  Punkte  der  Oberfläche  in  Null  übergelit,  und 


-~J(a>- 


■  s)i)' 


die.  Componenten  der  Anziehung  des   mit   homogener  Masse   er- 
füllt gedachten  ElUpsoidee  und 


w    ^'--\w^'  ^•-^f(5^ 


1)/)' 
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sind  CoQstanten,  die  nur  von  deu  Axen  «,  h,  c  des  Ellipsoides 
abhängen. 

Nun  genügt  die  Function  X  als  Ableitung  des  Newton'- 
sclien  Potentials  iür  einen  äusseren  Punkt  der  Differential- 
gleichung z/X^=  0,  und  an  den  Oberflächen  der  Bedingung 
[Bd.  I,  §.  148  (8)]-. 

(7)  l-^  =  -  Ai-  X,l 

und  da  sich  die  Function  X  ausserdem  im  Unendlichen  verhält 
wie  die  —  2*^  Potenz  der  Entfernung  von  einem  Punkte  im  End- 
lichen, so  ergiebt  sich  nach  (3J 

(8)  X=^,(4-X„) 
und  ebenso 

r  =  <f,(4~r,), 

wodurch  die  drei  Functionen  9)1,  gj^,  (ps  bestimmt  sind. 
Betrachten  wir  ferner  die  Function 

so  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

dx        ^  dx  da> 

(11) 


(9) 


dy 

8S  dZ         dY       ^ 

8?=»  8.  -"87-^' 
und  daraus  durch  abermalige  Differentiation  und  Addition: 

und  dies  ist  =^  0,  weil  ^Y,  ^  Z  verschwinden  und 

Xdx^  Ydy  +  Zäz 
ein  vollständiges  DifEerential  ist. 
Weiter  folgt  aber  aus  (11) 

SÄ  ö^  cY    .     „       /,        ,7-       /, 
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Der  letzte  Ausdruck  ist  für  die  Punkte  der  Oberfläche  zu 
nehmen.     Dort  ist  aber  nach  (5),  (6)  und  (7) 

Y=~-yY„  Z=^0Z„ 

und  folglich: 

''^)      If  =  W7'  1*'*'  ^  "''  +  '^"  ^  ^"''"  +  "'"■ 

Da  nun,  wie  aus  dem  Ausdrucke  (lü)  leicht  einzusehen  ist, 
die  Function  ^  im  Unendlichen  in  der  Weise  verschwindet,  wie 
es  von  den  Functionen  <p  verlangt  war,  so  sind  die  Bedingungen 
befriedigt,  wenn  wir  setzen: 

('")  ''•  -  4  (4>  -  ..)  +  ( r.  -  Z.)  {6«  +  c)  • 

und  daraus  ergeben  sich   gsj,  tpg   durch   cyklische  Vertauschung. 


Ring  in  einer  Flüssigkeit. 

Wir  betrachten  noch  den  Fall,  dass  der  in  die  Flüssigkeit 
eingetauchte  Körper  die  Form  eines  Ringes  hat,  der  durch  die 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  seine  Peripherie  nicht  schneidende 
in  seiner  Ebene  gelegene  Axe  erzeugt  wird '). 

Wir  führen  die  Coordinaten  q,  to,  ^  ein,  die  wir  im  §.  44 
des  ersten  Bandes  betrachtet  haben.  Das  rechtwinkelige  Coordi- 
natensystem  x,  y,  0  habe  die  Rotationsaxe  zur  .s-Axe  und  die 
Aequatorebene  zur  x  j/-Ebene.  Wir  setzen,  indem  wir  mit  b  eine 
üonstante  bezeichnen  und  das  dort  gebrauchte  A  =^  logp  setzen, 
nach  Ed.  I,  §.  44  (8): 

')  In  seiner  Vorlesung  im  Wiater  1960/61  tat  Eiemanii,  wie  auüh 
Hattendorff  Euigiebt  (Vorrede  ziU'  dritten  Auflage,  S.  VI),  dieses  Problem 
behandelt  und  den  Weg  der  Lösung  angegeben.  Es  liegt  mir  darüber 
ein  Heft  von  Eeye  vor,  der  diese  Vorlesung  geliört  hat.  Es  bezieht  sich 
darauf  anoh  eine  aus  Biemann's  Nachlass  hergestellte  Note:  „üeber  das 
Potential  eines  Ringes"  (Nr.  XXIV  der  zweiten  Auflage  von  Riemann's 
Werken).  Verwandten  Inhalts  ist  die  Schrift  von  C.  Meumann:  „Theorie 
der  Elektricitäts-  und  Wärmevertheilung  in  einom  Ringe".     Halle  1864. 
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(1)  X  =;  rcosö',        y  ^  rsinS", 

(2)  ,=      Hl  -  P') 

^  '  1  -(-  2  9  cos  (o  -[-  0^ 

(Vi  a  —  —  ^^_^_4?_^ 

und  für  das  Quadrat  des  Linienelementes  ds^  erhalten  wir  nach 
Bd.  I,  §.  44  (9)  den  Ausdruck 

V  '  (1  -  Q^y        I 

Wir  erhalten  jeden  Punkt  des  Raunaea,  und,  von  den  Punkten 
der  Axe  abgesehen,  jeden  nur  einmal,  wenn  wir  die  drei  Variabein 
0,  ö),  d-  auf  die  Intervalle  böacbränken: 
0  ^  9  ^  1, 

—  3r  <;  ß)  ^  rc, 

—  TT  <  *  ^  JT. 

Einem  constanten  Werth  p,  von  (i  entspricht  eine  Ringfläche, 
die  durch  einen  Kreis  erzeugt  wird,  dessen  Radius  a  und  Mittel- 
punktsabstand  c  durch  die  Gleichungen: 

bestimmt   sind.     Den    Punkten    ausserhalb    dieser    Hingüäcbe 
entspricht  das  Intervall 
(6)  ?.  <  f  <  1. 

Den  Werthen 

p  —  1,  w  =  0 

bei  beliebigen  d-  entspricht  der  Nullpunkt,  und  den  Werthen 

p   =^    1,  ÜJ   ^   +51 

die  unendlich  fernen  Punkte. 

Durch  die  Umformung  Bd.  I,  §,  44  (12)  ist  die  Differential- 
gleichung z/ q>  =  0  in  die  Gestalt  gebracht: 

Von  dieser  Differentialgleichung  lassen  sich  particulare  Inte- 
grale von  der  Form 

(8)  y^y^s,.,,.,.*.« 

ßnden,  in   denen   S  allein  von   p   abhängt,  und  wenn  wir  vor- 
aussetzen,   dass    (p    eine   einwerthige   und    stetige   Function,    des 
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Ortes,   also  eine  um  In  periodische  Functioii  von  ra  und  *  sein 
soll,  so  müssen  m  und  n  ganze  Zahlen  sein. 

Für   S  ergieht  eich  dann    aus  (7)    die   Differentialgleichung 

Um  die  allgemeine  Theorie  der  P-Function  auf  diese  Glei- 
chung anwenden  zu  können,  wollen  wir  zunächst  m  und  n  als 
unbestimmte  Grössen  ansehen.  Betrachtet  man  p^  als  Argu- 
ment, so  sind  0,  l,  ^  die  singulären  Punkte  für  diese  Diffe- 
rentialgleichung, und  man  fiodet,  wenn  man  nach  steigenden  und 
fallenden  Potenzen  von  p'  und  nach  steigenden  Potenzen  von 
1  —  p^  entwickelt,  dass  diese  Entwickelungen  mit  den  Potenzen 

anfangen   müssen.     Demnach   wird    die   Differentialgleichung   (9) 
durch  die  P-Function 


(10)  S  =  F 
oder  durch 

(11)  s  = 


integrirt. 

Wir  haben  aber  hier  den  Fall  des  §.  22,  in  dem  zwei  Expo- 
nentenpaare identisch  sind,   und  es  lassen  eich  also  noch  viele 
andere  Formen  der  P-Functionen  finden,  durch  die  diese  Diffe- 
rentialgleichung integrirt  wird.     So  ergiebt  sich  die  Formel: 
1  -|-  2n 


(12) 


4 

1  —  2m 

4 

2 

^4)' 

2"' 
~"2"' 

1  +2« 

4 
1  —  2n 

4 

(c 

■  +  !)■ 
4  s' 
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r  der  Coefficientei 


und  durch  nochmalige  Anwendung  der  Formel; 
n  -\-'2n      1  +  2n 


und  hieraus  lassen  sich  noch  viele  ähnliche  Formeln  herleiten. 


§.  157. 
Bestimmung  der  Coefficienten. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  jetzt  nur  noch  einen  in 
Bezug  auf  die  Rotationsaxe  symmetrischen  Zustand  hetrachten, 
weil  bei  dieser  Annahme  die  Schwierigkeit,  die  das  Problem  noch 
bietet,  bereits  hinlänglich  hervortritt.  Dann  haben  wir  in  den 
Formeln  des  vorigen  Paragraphen  m  =r  0  zu  setzen,  und  wir  er- 
halten aus  (11)  [mit  Rücksicht  auf  §.  19,  (4)]: 

/l  m  m  \ 


2'            2  '            2 

8  =  P     ,                                   1  -P 

i            m            m 

\2'          '2'      ■     2 

/ 

h.  '"  +  ',. 

0 

\ 

=  rVi-(."? 

1  -c^   , 

\0'                TT' 

—  m 

und  aus  §.  156  (8j   ergeben  sich,  wenn 

man 

für  Vr  den  Wertli 

aus  §.  156  (2)  einsetzt,  die  Integrale 

(1)                                            »  = 

/0,.»4-^ 

0                \ 

Vl  +  2(>C05O-|-I)>(l-P 

1  —  pi    e'™". 

»•           5 

- 

/ 

Die  hier  vorkommende  P-Function  hat  nur  einen  Zweig,  der 
für  p  ^  1  endlich  bleibt  (§.  10,  §.  20),  nämlich  die  hypergeometrische 
Reihe 

(2)  K^  =  F{m  -f  ■,     l,     1,     1  -  9^), 
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die  sich  nach  §.  13  (3)  auch  durch  das  elliptische  Integral 


(3)  K.=  U -"-_ 


0   (cos^'9'+p2sin2*)       ^ 
darstellen  las  st. 

Nehmen  wir  zur  weiteren  Vereinfachung  an,  dass  cp  eine 
ungerade  Function  von  ra  sei,  wie  es  etwa  eintritt,  wenn  ein 
ruhender  Ring  einer  der  5-Axe  parallelen  Strömung  ; 
wird,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  mit  «,„  noch  zu  1 
Constanten  bezeichnen: 

(4)  q3  ^  y  t  ~[-  2  ß  cos  to  -|-  p2  2  M,„  9'"  Km  sin  in  o). 

Die  Oonstanten  «^  sind  nun  aus  der  Bedingung  zu  be- 
stimmen, dass  an  der  Oberfläche  des  Ringes,  also  für  q  r=  p(,i 
der  nach  der  Normalen  genommene  Differentialquotient  dip/dn 
eine  gegebene  Function  F{ia)  von  to  sein  soll,  die  wir  natürlich 
auch  als  ungerade  Function  voraussetzen  müssen. 

Dor  Bedingung  §.   150   (5),  nach   der  Rip   im  Unendlichen 
verschwinden  muss,  genügt  jedes  einzelne  Glied  dieser  Reihe: 
y  1  -^-  2  p  cos  ra  -fo^  0™  Km  sin  m  cj  =  q)„. 

Es  ist  nämlich  nach  (2)  und  (3),  §.  156 


-«-»•    +8    -«         j  +  25COSOI  + 

f   1  -|~  2  pcosoj  -\-  q'' 
und  folglich 


Jtifm  =z  b  \  \  —  2Qcosa  -\-  Q^  Q"^  Km  sin  m  a. 
Es  ist  aber  im  Unendlichen  ^  =:  1,  o  =  ;r  und  da 
Q'^K^  =  1     für     p  ^=  1, 
)  ist  B  <pm  ini  Unendlichen  =  0. 

Nach   §.   156   (4)   ist   aber,  wenn   da  —  0,    d»  =  0   und 
s  =  dn  gesetzt  werden: 


2rdQ 
dn  ^  ■ -■- 


und  nach  §.  156  (2): 
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,  2hdQ 

1  +  29C0Bw-j-e^ 
Folglich  ist 

9q)  1  -j-  2  0  cosra  -[-  ()=  9cp 

on  ~  Ih  9  0' 

und  folglich  für  q  =  q^: 

.5-,  ^  _  UFia^l   _ 

^^  80  l  +  2pcoi"<a  +  p^" 

Andererseits  ergieht  sich  aus  (4)  durch  Ditferentiation : 


— :  '<^<P  ■ 


Vl  +  20eoso,  +  0 

2  o„,  sin  »MO)  ((p-|-cos  w)p'"7Cn  +  (l  -i-0'-'  +  2i)cosw)  -  --,-—-"-). 

oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 

ä  0^  Z^ 


-2  g« 


dp 


(6)     yi  +  2pcos(ü-f  p2  1^  =  ^  a™(P™  +  2Q™c09ra)sinmto. 
Setzen  wir  also  für  p  =  p, 

y  1  -|-  2  9  cos  ü)  -4-  p^ 
so  ist  /(ü))  gleichfalls   eine  gegebene  ungerade  Function   von   ra, 
die  wir  in  eine  Sinus-Reihe  entwickelt  annehmen  können,  also: 

worin  dann  die  A^  gegebene  Constanten  sind.    Aus  {5)  und 
(6)  ergiebt  sich  hiernach 

(8)        '^Ä^smmoj  =  ^a^  (P„,  +  2  Q^  cos  o>)  sin  m  «, 

wenn  Fm  und  Q^  für  q  =  q^^  genommen  sind. 
Es  ist  aber 

2  cos  to  sin  mta  =  sin  (m  -|-  1)  ra  -^  sin  {tii  —  1)  cj, 


y  Google 


412  Heunzehnter  Abschnitt.  §.  157. 

und  demnach  wird  die  rechte  Seite  von  (8): 

^S]  am  Pm  sin  moi  -{-  '^  a^Qm sin  (m  —  1)  ra 

oder 

2  («.-P.  +  «.  +  ,e.t,  +  o— ,«.-,)  sin •»«, 
worin,  wenn  die  Summe  von  m  =  1  bis  m  =  od  genommen  wer- 
den soll,  «0  ^^  0  zu  setzen  ist.     Es  folgt  also   aus   (8)   das  fol- 
gende System  von  Gleichungen : 

(9)  A,=^a^Q^-\-a^P^-\-a^Q^, 

A4,   =   «S  ^B   -j-   «4  P4   +   %  ^S1 


und  allgemein: 

(10)  A^  =  «™+iÖ™  +  i  +  «™P™  +  «„,_,(>„,_,. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  etwa  %,  %,  a^,  ...  suc- 
cessive  berechnen,  wenn  a^  bekannt  ist.  Zur  vollständigen  Be- 
stimmung der  Coefficienten  a-,,  a^,  «3  ...  reichen  aber  die  Glei- 
chungen (9)  nicht  aus.  Es  fehlt  dazu  noch  eine  Bedingung  und 
diese  kann  in  nichts  anderem  bestehen,  als  in  der  Forderung  der 
Convergenz  der  Reihe  (4).  Da  nämlich  die  q"' K^  mit  un- 
endlich wachsendem  m  unendlich  werden,  so  müssen  die  o™  in 
einer  gewissen  Weise  gegen  Null  convergiren,  und  da  unsere  Be- 
dingungen zur  Bestimmung  der  Function  y  ausreichend  sind,  so 
kann  diese  Forderung  nur  auf  eine  Weise  mit  den  Gleichimgen 
(9)  vereinbar  sein. 

Wenn  wir  die  Grössen  Xn  und  y„  als  specielle  Fälle  der  «« 
in  der  Weise  bestimmen,  dass  wir,  um  x„  zu  erhalten,  in  (9) 
tti  ^  0  setzen,  also: 

A,  =  x,Q,.,        A^^x,Q,+x^P^, 

A,  =  w^Q,^x^P,^^x,Q,...., 
und  um  i/„  zu  erhalten,  Ai  ^=  0,  A^  =^  0,  . . .,  «i  ^=  1  setzen,  also: 

(12)  fi  =  y.Q,-hy,P,  +  Q„ 


(U) 
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SO  wird  der  allgemeine  Ausdruck  von  On 
a„  =  a;„  +  ßi  y„, 
die  x„,  yn  aind  aus  (11)  und  (12)  vollständig   bestimmt,  und   ■ 
ergiebt  sich,  da  Lima„  ^  0  sein  muss: 

(13)  fl,  =  — Ijiin^"'\ 


')  Die  Bestimmung  der  Coefficienten  an  ist  zuerst  klargestellt  von 
Hicks  „On  Toroidal  Functions",  Philoeophical  Transactions  1881,  p.  644. 
In  der  Tteorie  der  Bewegung  zweier  Kugeln  in  einer  Flässigkeit  tritt  die- 
selbe Schwierigkeit  auf.  IHeses  Problem  ist  eingebend  behandelt  von 
C.  Neumann  (Hydrodynamische  Dntarauchungen,  Leipzig  1883). 
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Zwanzigster  Abschnitt. 

Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer 
Flüssigkeit.     Mechanischer  Theil. 


§.  15a 
Kinetische  Energie. 

Im  vorhergehenden  Abschnitt  haben  wir  uns  mit  der  Be- 
stimmung des  Geschwindigkeitspotentials,  also  der  Ermittelung 
der  Bewegung  der  Flüssigkeit,  unter  der  Voraussetzung  be- 
echäftigt,  dass  ein  starrer  Körper  von  gegebener  Form  in  die 
Flüssigkeit  eingetaucht  und  darin  in  einer  gegebenen  Be- 
wegung begriöen  ist. 

Die  Zerlegung  des  Geschwindigkeitspotentials,  die  wir  im 
§.  153  kennen  gelernt  haben,  ermöglicht  es  aber,  die  andere 
Aufgabe,  nämlich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  Körpers  in 
der  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte,  unab- 
hängig von  der  ersten,  in  Angriff  zu  nehmen.  Das  Mittel 
hierzu  bietet  uns  das  Hamilton'ache  Princip,  das  die  Be- 
wegungsgleichungen für  irgend  ein  System  aufzustellen  gestattet, 
wenn  die  Ausdrucke  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie 
durch  die  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Variablen  (die 
Coordinaten  des  Systems)  bekannt  sind. 

Ehe  wir  aber  zur  Formulirung  des  Hamilton'schen  Prin- 
cipes  für  diesen  Fall  übergehen,  wollen  wir  den  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft  des  Systems  einer  eingehenden  Discussion  unter- 
werfen. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  ein  starrer  Körper 
in  eine  unendlich  ausgedehnte  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,   und 
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betrachten    in    der   Flüssigkeit    nar   wirbelfreie   Bewegung    und 
eindeutige  Gescbwindigkeitspotentiale. 

Wir  wählen  ein  Coordinatensy stein  x,  y,  z,  das  wir  uns  in 
fester  Yer\)indung  mit  dem  Körper  denken,  und  das  durch  die 
geometrische  oder  mechanische  Beschaffenheit  des  Körpers  defi- 
nirt  ist,  z.  B.  nehmen  wir,  wenn  die  Körperoberfläche  die  Sym- 
metrieverhältnisse eines  Ellipsoides  hat,  den  Mittelpunkt  zum 
Coordinatenanfangspunkt,  die  Hauptasen  zu  Coordinatenaxen. 
In  anderen  Fällen  können  wir  etwa  den  Schwerpunkt  zum 
Anfangspunkt  und  die  Hauptträgheitsaxen  zu  Coordinatenaxen 
wählen. 

Es  mögen  m,  v,  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des 
Anfangspunktes,  p,  q,r  die  Componenten  der  Rotatio  nsgo  schwindig - 
keit  des  Körpers  für  die  Axen  x,  y,  0  bedeuten. 

Sind  X,  y,  0  die  Coordinaten  eines  Massenelementes  dtn  des 
Körpers,  so  sind  nach  Band  I,  §.  82  (2) 

( — ry  -\-  q^is)äi,     ( — pg-\-rx'}dt,     ( — <ix  -{-  fy)<^i 
die  Componenten   der  relativen  Verschiebung  von   dm  im  Zeit- 
element ät  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfangspunkt  in  seiner 
augenblicklichen  I-age  (zur  Zeit  (),  und  folglich  sind 

(1)  u  —  ry  -\-  qz,        v  —  pz  -{-  rx,        to  — ■  g.x  -\-  py 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  von  dm.    Danach  erhalten 
wir  für  die  kinetische  Energie  des  Körpers  den  Ausdruck 

(2)  -  {[(u~ry'j^q)s)^-^{v—ps-^rxy-\-{w  —  qx-i-py)^dm. 


Die  kinetis 

*che  Energie  des 

,  Körpers  ist  also   eine 

homogene 

Function     zwei 

ten     Grades     von     den 

sechs   Gröf 

;sen 

M,  V,  «,  j},  q,  r, 

derenCoefficienten  durch  die  Gestalt  undMaasen- 

vertheilung  des  Körpers  bestimmt  sind. 

Es  ist  aus  der  Mechanik  bekannt,  dass  man  diesen  Ausdruck 

durch  passende  Wahl  des  Anfangspunktes  und  der  Axenrichtung 

sehr  vereinfachen  kann.     Er  lässt  sich  nämlich,  wenn  man   den 

Schwerpunkt  zum  Anfangspunkt  und   die  Hauptträ 

Coordinatenaxen  macht,  auf  die  Form 
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bringen,  wenn  iWdie  Gesammtmasae  des  Körpers  und  A^  iJ,  G  seine 
Hauptträgheitsmomente  sind.  Wir  machen  aber  hier  von  dieser 
Vereinfachung  keinen  Gebrauch, 

Nach  §.  153   hat  das  Geschwindigkeitspotential  cp  in   einem 
beliebigen  Punkt  x,  y,  s  der  Flüasiglieit  den  Ausdruck 

cp  =  ticp-,  -\-  vips  +  wtps  -\-  ptPi  +  ä<Pb  +  r<Ps, 
worin  die  Functionen  9,,  ip^,  .  .  .  nur  von  der  Gestalt  der  Ober- 
fläche des  Körpers  abhängen,  aber  freilich  erst  durch  Integration 
von  partiellen  Difl'erentialgleichungen  gefunden  werden. 

2.   Die   kinetische  Energie   der   gesammten   FLüssig- 
keitsmasse  ist  nach  §.  151  (1) 


(3)  -Je 


Öcp    - 

p  -~-  (1 

dn 


und    ist   also   ebenfalls   eine   homogene   Function 
zweiten  Grades  von 

M,  V,  w,  p,  q,  r. 
Hierin  ist  4»  die  Dichtigkeit   der   Flüssigkeit,  do   ein   Über- 
flächenelement des  Körpers  und  n  die  in  das  Innere  der  Flüssig- 
keit positiv  gerechnete  Normale. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  kinetische  Energie  T  des 
ganzen,  aus  Körper  und  Flüssigkeit  zusammengesetzten  Systems 
ebenfalls  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs 
Variablen  in  1.  ist.  Wir  setzen,  indem  wir  zur  Vereinfachung  der 
Schreibweise 

M,    V,    w,        p,    q,    r 
durch 

a;„  a;^,  x^,      «4,  x^,  a-^ 

bezeichnen : 

(4)  2T=2^"^'^*- 

Ihrer  Bedeutung  nach  ist  diese  quadratische  Function  positiv 
und  sie  kann  nur  verschwinden,  wenn  die  Variablen  Xi  alle  zu- 
gleicli  verschwinden. 

Die  Coefficienten  Cft  =  Cj,,-  sind  Constanten,  die  nur  von 
der  BeschafFenheit  des  Körpers  und  ausserdem  von  der  Dichtig- 
keit Q  der  Flüssigkeit  abhängen.  Ihre  theoretische  Berechnung 
würde   die    Kenntniss   der    Functionen   tpt,    also   die   Integration 
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gewisser  partieller  Differentialgleichungen  erfordern.  Man  kann 
sich  diese  Constanteii  aber  auch  experimentell  bestimmt  denken, 
etwa  wie  die  Masse  und  die  Trägheitsmomente  des  Körpers. 


§.  159. 

Vereinfachung  des  Ausdrucks  für  die  kinetische  Energie 
bei  Symmetrie. 

Die  Coefficienten  Cj^  in  dem  Ausdruck  für  2  T  haben  eine 
einfache  mechanische  Bedeutung,  durch  die  sie  sehr  anschaulich 
werden.  Es  ist  nämlich  l  ca  xl  die  kinetische  Energie  des  Systems, 
die  einer  Bewegung  entspricht,  hei  der  alle  Variablen  Xi,  Xi...x^  ■ 
mit  Ausnahme  von  Xi  verschwinden.  Demnach  können  wir  z.  B. 
c,i  als  die  gesammte  Masse  betrachten,  die  bei  einer  Parallel- 
verschiebung in  der  Richtung  der  a^-Äxe  in  Bewegung  gesetzt 
wird.  Ebenso  ist  c^,  das  Gesammtträgheitsmoment,  das 
einer  Drehung  um  die  x-Axe  entspricht  mit  Berücksichtigung 
der  bei  der  Drehung  mitgerissenen  Elüssigkeitsmasse. 

Setzen  wir  alle  x,  mit  Ausnahme  von   zweien,  x,-,  a;^  gleich 
Null,  so  erhält  T  den  Ausdruck 
{!)  Tik  =  \CitXi-\-  duXiXk  -\-  \ci,ixi, 

und  es  ist  also 

der  Unterschied  zwischen   den  Werthen  der  kinetischen  Energie, 
wie  er  den  beiden  Annahmen 

Xi=  -{-  l,  Xj:   =   +  1 

Xi  =  +  1 ,        a;^  =^  —  1 
entspricht.     Ist  z.  K.  Xi  =  u,  Xi  =  p,   so  ist   die   erste    dieser 
Bewegungen    eine    Rechtsschraubung,    die     zweite    eine     Links- 
schraubung, 

Man  kann  allgemein  den  Ausdruck  für  2  T  durch  passende 
Wahl  des  Coordinatensystems  auf  eine  einfachere  Form  bringen, 
und  zwar  kann  man,  da  in  dem  rechtwinkligen  Coordinaten- 
system  der  Anfangspunkt  und  drei  Winkel  verfügbar  sind,  die 
21  Constanten  Cj^  auf  15  reduciren. 

Wenn  man  zunächst  bloss  die  Axenrichtungen  ändert,  so 
transformiren  sich  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w  durch  dieselben 
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Formeln ,  wie  die  Coordinaten  selbst.  Wählt  man  daher  zu 
Coordinatenaxeii  die  Hauptaxen  des  Ellipsoides 

(2)  Ci,  a:ä  +  Cgji  j/ä  ._|_  c^g  s2  -|-  2  Ck  »/^  +  2  c^  zx  -\- 1  Cm  a^y  ^  1, 
so  V er Bch winden  in  dem  auf  diese  Axen  bezogenen  Ausdruck  für 
2  T  die  Coefficienteii  c^j,  c^i,  c^. 

Hält  man  diese  Axenrichtungon  fest,  wählt  aber  einen  Punkt, 
dessen  Coordinaten  a,  &,  c  sind,  zum  neuen  Anfangspunkt,  so  er- 
hält man  nach  §.  158  (1),  wenn  die  Gescbwindigkeitscomponenten 
dieses  neuen  Anfangspunktes  mit  «',  «^,  w'  bezeichnet  werden; 
M  =  w'  -|-  r&  —  gc, 

(3)  V  =v'  +pc-ra, 
10  =  w'  -^  qa  —  ph. 

In  dem  umgeformten  Ausdruck  für  2  T  kommen  also  die 
Glieder  mit  v' w\  w'w',  u' v'  nicht  vor,  und  man  erhält  die 
Glieder 

2  m'  g  (Cjj  —  Cn  c)  -f-  2  »'  r  (cig  -j-  Ch  V) 
-\-2v'r  (Cas  —  Cau  a) -{- 1  v'p  (c„  -j-  Caj  c) 
-]-  2w'jp((;at  — Cm;>)  +  2w'$(C3,  +  C3aö> 
Man  kann  nun  die  a,  b,  c  so  bestimmen,  dass 
Cse  —  Cäs  M    =    C35  -|-  Cs3  a, 

C34  —   C336      =     Cjs   4-  Cji  6, 
C15   —  CiiC     =     C^i  -\-  C^iC 

wird,  und  zwar  ist  diese  Bestimmung,  weil  c,i,  c^j,  C33  wesentlich 
positiv  sind,  unter  allen  Umständen  eindeutig. 

Man  kann  also  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten  Systems 
so  bestimmen,  dass 

CjB  =  C3J,         C34  =  Cifi,         C,5  =  C34 

wird. 

Wenn  wir  daher  der  besseren  Uebersicht  wegen  die  Bezeich- 
nung der  Coefücienten  a^  ändern,  so  können  wir  die  lebendige 
Kraft  des  Systems  durch  den  Ausdruck  darstellen; 
(4)      2r=  üwä  A-lv^  +  cw«  +  2a'j)M-f  2?*'9v  +  2c'ri(i 
+  2k(3w  -\-  rv)  -\~  2ß{ru  ■-{-  pic)  -(-  ^fipv  -\-  qu) 
-^  Ap^  ^Bq^-\-  Cr5  +  2J.'3r  +  2B'rp  +  2C'pg. 
Der  Coordinatenanfangspunkt    ist   hierbei  unter   allen  Um- 
ständen ein   in   Bezug   auf  die   Gestalt  des  Körpers   eindeutig 
bestimmter  Punkt,    den  wir   das   Bewegangscentrum   nennen 
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wollen.  Die  Äxeiirlchtungen,  die  die  Ilauptaxen  der  Bewegung 
heisaen  mögen,  sind  im  Allgemeinen  ebenfalls  vollständig  be- 
stimmt; wenn  aber  die  Fläche  (2)  eine  Rotationsüäche  ist,  so 
ist  nur  eine  der  Axen  bestimmt,  und  wenn  diese  Fläche  eine 
Kugel  ist,  80  können  irgend  drei  auf  einander  rechtwinklige 
Axen  als  Hauptaxen  bezeichnet  werden  i). 

Wenn  eine  Symmetrieebene  vorhanden  ist,  d.  h.  eine  Ebene, 
für  die  nicht  nur  die  Figur,  sondern  auch  die  Massen vertheilung 
des  Körpers  symmetrisch  ist,  so  muss  das  Centrum  jedenfalls 
auf  dieser  Ebene  liegen,  weil  sonst  der  Spiegelpunkt  des  Cen- 
trums ebenfalls  Gentrum  sein  miisste,  während  doch  nur  ein 
Centrum  vorhanden  sein  kann.  Aus  dem  gleichen  Grunde  muss 
eine  der  Hauptaxen  der  Bewegung  auf  der  Symmetrieebene  senk- 
recht stehen. 

Für  diesen  Fall  treten  noch  weitere  Vereinfachungen  in  dem 
Ausdruck  für  2  T  ein.  Nehmen  wir  die  Symmetrieebene  zur 
fl;i/-Ebene,  so  wird,  wenn  wir  w,  g,  v,  *■  gleich  Null  setzen  und 
nur  «  und  'ß  von  Null  verschieden  annehmen,  die  Vorzeichen- 
änderung von  p  nichts  ändern  können,  weil  dadurch  nur  die 
ganze  Bewegung  in  eine  spiegelbildlich  gleiche  umgewandelt 
wird,  und  folglich  muss  der  Coefflcient  von  up  verschwinden. 
Aus  demselben  Grunde  verschwinden  die  Coefficienten  von 

«P,  vp,  uq,  vq,  pr,   qr,   wu,  ww,  ivr, 
und  es  bleibt  für  2  T  der  Ausdruck 

(6)  2T=  M«^-|-  bv^-\-  cw''  -\-  2a{qw  +  rv)  +  2ß{ru-{-piv) 
+  Ap^  4-  Bq^  -|-  Cr^  +  2  C'pq. 
Ist  eine  zweite  Symmetrie  ebene  vorhanden,  die  auf  der  ersten 
senkrecht  steht,  so  nehmen  wir  ihre  Schnittlinie,  auf  der  das 
Centrum  liegen  muss,  und  in  die  eine  der  Hauptaxen  fällt,  zur 
.s-Axe.  Es  muss  dann  die  Form  (5)  erhalten  bleiben,  wenn 
wir  X  oder  y  mit  s  vertauschen,  und  folglich  wird 

(6)  2  T  =  au^  ^  bv^  +  cw^ -|- SyCpw  +  3«) 

+  Äp^^Bq^^  Gr\ 
und  wenn  drei  auf  einander  rechtwinklige  Symmetrieebenen  vor- 
handen sind,  wie  etwa  bei  einem  Ellipsoid,  so  erhalten  wir 


')  Eine  andere  Normalform  des  Ausdruckes  für  die  lebendige  Kraft, 
die  für  äie  Bildung  der  allgemeinen  Integi'algleichungen  geeignet  ist,  bat 
Minkowski  gegeben  (öitznngabericbte  der  Berliner  Akademie  1888). 
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(7)  2  r  =  au'-  -H  bv^  +  cifs  +  Äp^  -\-  Bq^  +  CrK 
Kehren  wir  zu  dem  Falle  (6)  zurück   und  nehmen  an,  dass 

die  beiden  Symmetrieebenen  gleichartig  sind,  so  dass  der  Körper 
durch  eine  Drehung  um  die  z-Axe  um  90i>  mit  sieb  selbst  zur 
Deckung  kommt,  wie  etwa  bei  einem  Rotationskörper  oder 
bei  einer  quadratischen  Pyramide,  so  muss  der  Ausdruck  (ß) 
dasselbe  ergeben  für  die  beiden  Annahmen 

w  =  0,    r  =  0,    w  =  0,     q  =  0,     p  ^        1,     v  =  l, 
H)  =  0,    r  =  0,     ))  =  0,    p  =  0,    g  z=  —  1,     M  =  1, 
und  daraus  folgt 

n  =  b,    A  ^=  B,    y  =^  —  y  =^  0. 
also 

(8)  2  r  =  a(M^  +  v^)  +  ctv^  +  ^.(^^  +  q'l  +  Or^ 

uud  diese  Form  bleibt  auch   bestehen,   wenn   die   Symmetrie   so 
beschaffen  ist,  wie  etwa  bei  einer  regulär  sechsseitigen  Pyramide. 
Hat  der  Körper  die  Gestalt  einer  Kugel,  so  ist  nach  §.154(4) 
die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Flüssigkeit  für  sich 

wenn  m  die  von  der  Kugel  verdrängte  Wassermasse  bedeutet. 
Es  ist  also  in  diesem  Falle 

(9)  2  T  =.  lm(ui  +  «'  +  wO  +  2  T', 

wenn  T  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Kugel  ist.  Dieser 
Ausdruck  bleibt  auch  dann  gültig,  wenn  die  Masaenverth eilung 
im  Inneren  der  Kugel  nicht  homogen  ist.  Der  Ausdruck  2"  ist 
dann  nach  den  Regeln  der  Mechanik  starrer  Massen  zu  be- 
rechnen. Wenn  die  Kugel  homogen  ist,  die  Masse  M  und  den 
Eadiua  c  bat,  so  hat  2  1"  den  Ausdruck 

(10)  2  r  =  Jf  (»■  4-  V'  +  „.)  +  pö,'  +  9=  +  >■■). 

wenn 

0 

das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  eine   durch  ihren 

Mittelpunkt  gehende  Äxe  ist. 

Die  kinetische  Energie  wird  also  durch  den 
Einflusa  des  Wassers  so  modificirt,  als  ob  die 
Hälfte  der  verdrängten  Wassermasse  ohne  Rota- 
tion mit  der  Geschwindigkeit  des  Kugelmittel- 
punktes fortgeführt  würde. 
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Verallgemeinerung. 

Wir  betrachten  jetzt  noch  einen  etwas  allgemeineren  Fall: 
Wir  wollen  annehmen,  es  seien  in  die  Flüssigkeit  eine  beliebige 
Zahl  starrer  Körper  eingetaucht,  die  auch  noch  in  ihrer  Beweg- 
lichkeit durch  irgend  welche  Bedingungen  beschränkt  sein 
können.  Die  Lage  dieses  Körpersystems  denken  wir  uns  be- 
stimmt durch  eine  endliche  Anzahl  von  einander  unabhängiger 
Variablen 

(1)  ^1,    32>    93,    ■  ■  ■ 

Wenn  die  Körper  in  Bewegung  sind,  so  sind  die  Variablen 
qi  Functionen  der  Zeit  t,  deren  Differentialquotienteii  dqn'dt 
wir  mit 

(2)  5i,  l',^  i.  ■  ■  ■ 
bezeichnen. 

um  eine  solche  Bewegung  analytisch  darzustellen,  nehmen 
wir  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem  x,  y,  s,  das  wir  mit 
S  bezeichnen  wollen,  und  ausserdem  in  jedem  einzelnen  der 
Körper  K^,  E^,  .  .  .  ein  mit  diesem  fest  verbundenes  und  also 
mit  ihm  bewegliches  Coordinatensystem  ff,,  ßj,  .  .  .  Ist  p  ein 
Punkt  des  ersten  Körpers  K^,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf 
öl  mit  I,  tj,  £;  bezeichnet  werden,  so  sind  die  Coordinaten  von  p 
im  System  S  ausgedrückt  durch  Gleichungen  von  folgender 
Form: 

(3)  y  =  6  +  öi|+&,i)  +63? 

Darin  sind  die  Coeflicienten  a,  a„  .  .  .,  die  den  Bedingungen 
iur  die  rechtwinklige  Coordinatentransformation  genügen,  Func- 
tionen der  q,  und  die  g,  1;,  g  sind  von  der  Zeit  unabhängig;  sie 
dienen  nur  dazu,  die  einzelnen  Punkte  des  ersten  Körpers  von 
einander  zu  unterscheiden.  Die  Geschwindigkeitscomponenten 
des  Punktes  p  erhalten  wir  aus  (3)  durch  Differentiation  nach 
der  Zeit,,  z.  B. 

dsc        dx    ,     ,     ^'- 
-äi  +  i 
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und  diese  sind  also  lineare  Fuiictioiien  der  q[,  q'^^  Sa  ■  -  ■  l^'olg- 
licli  ist  auch  die  Normälcomponente  N  der  Geschwindigkeit  au 
irgend  einem  Oberflächenpunkt  eine  lineare  Function  der  g^. 
Wir  setzen 


(^) 


=  -Ni«;  - 


-W^q 


-  -^i?; 


worin  die  Coefficienten  N,,  N^^  N^,  ■  ■  ■  Functionen  der  qi  sind, 
und  ausserdem  noch  von  den  |,  ij,  ^  abhängen,  durch  die  die  ein- 
zelnen Oberflächen  punkte  von  einander  unterschieden  werden. 

Wenn  wir  nun  das  üreschwindigkeitspotential  y  der  Flüssig- 
keit bestimmen  wollen,  so  können  wir  setzen 

(5)  <f>  =  Q'ifi  -\~  l'',  92  -\-  (l'z<p3  ^ 

und  haben  die  Functionen   tpj   den  Bedingungen   zu  unterwerfen 


-  0, 


dn 


'  =  Ä, 


wodurch,  wenn  noch  die   allgemeine  Bedingung   für  das  unend- 
liche  hinzugenommen   wird,    die   Functionen   ipi  eindeutig,   und 
zwar  unabhängig  von  den  qi,  bestimmt  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  kinetische  Energie  des  Systems  ist  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  der  Varia- 
blen gi: 

2  3"  =  i!'(8;, ,;,  s;, ...), 

deren  Coefficienten  Functionen  der  Variablen 
91,  fe  93.  •  -  ■  sind. 


Das   Archimedische  Princip. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  in  jedem  Punkte  des  Raumes 
auf  ein  Massenelement  eine  der  Masse  proportionale  Kraft  wirke, 
deren  Componenten,  bezogen  auf  die  Masseneinheit  X,  Y,  Z, 
stetige  Functionen  des  Ortes  seien.  Diese  Kraft  soll  ein  stetiges 
Potential  7*  haben,  d.  h.  es  soll 


(1) 


ep 


r  = 


SP 


SP 
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sein.  Der  Raum  ist  nun  ^on  einer  Flüssigkeit  mit  der  con- 
Btanten  Dichte  qo  erfüllt,  in  die  beliebige  starre  Körper  ein- 
getaucht sind,  in  denen  die  Dichtigkeit  p  nicht  constant  zu  sein 
braucht.  Jedem  Maesenelement  dm  des  so  definirten  Feldes  er- 
theilen  wir  eine  unendlich  kleine  virtuelle  Verrückung  mit 
den  Componenten  dx,  öy,  ös.  Die  Bedingungen  des  Systems 
bestehen  aber  für  einen  Punkt  der  Flüssigkeit  nur  in  der  In- 
compressibilität,  d.  h.  in  der  Gleichung 

döx         ddy         dös  __ 

^^^  "eF  +  ^7  +  "ey  -  ^ 

und  für  die  Punkte  der  Körper  in  der  Starrheit,  verbunden  mit 
den  sonstigen  Bedingungsgleiehungen ,  denen  die  Körper  noch 
unterworfen  sein  mögen. 

Ausserdem  sollen  die  Wassertheilchen,  die  einer  Körperober- 
tiäche  anliegen,  nicht  von  ihr  getrennt  werden.  Bezeichnen  wir 
also  mit  dn^^  und  Sn^  die  Normalcomponenten  der  Verschiebung 
eines  Körperpunktes  und  des  anliegenden  W asser theilchens, 
so  ist 

(3)  Swi  =  ö%. 

Endlich  sollen  die  Verschiebungen  dx,  Öy,  ö^  in  unend- 
licher Entfernung  R,  wo  wir  die  Kraftcomponenten  X,  7,  Z 
endlich  annehmen,  stärker  als  l/E^  verschwinden.  Die  bei 
diesem  Verschiebungssystem  von  den  wirkenden  Kräften  geleistete 
Arbeit  ist 

(4)  dV={  {X8x  +  Ydy  +  ZSs)dm, 

worin  die  Integration  über  den  ganzen  unendlichen  Raum,  Flüssig- 
keit und  feste  Körper,  auszudehnen  ist. 

Die  Summe  3  ü  zerfällt  in  zwei  Theile, 

(5)  6ü^8U,-\-SU^, 

von  denen  sich  der  erste  auf  die  starren  Körper  bezieht,  und  wenn 
(Jm,  ein  Massenelement  dieser  Körper  bedeutet,  den  Ausdruck  hat: 

c^'  "■ = KU  *^  +  H «» +  H '')  "•»' = j '''"-'■ 


m 
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einführen,  worin  die  Integration  nach  dm^  über  die  sämmtlichen 
Maaaenelemeote  der  starren  Körper  erstreckt  ist,  so  können  wir 
ö  Dl  als  die  Variation  dieser  Function  D^  betrachten ,  die  darch 
die  Verschiebung  der  Körper  herrorgebracht  mrd. 

Der   zweite  Theil  Ö  ü^  von  d  U  bezieht  sich  auf  die  Ilüasig- 
keitselemente  dm^  und  hat  den  Ausdruck 


g>       '"'-\(j 


dy 

oder    wenn    wir  mit    dtj    ein  Volumenelement  bezeichnen   und 
dm^  =  Qod'Ci  setzen: 


dt„. 


Diesen  Ausdruck  formen  wir  nach  dem  Gauss'schen  Theo- 
rem um,  und  erhalten,  indem  wir  wegen  (2) 

setzen,  mit  Rücksicht  auf  (3) 

(10)  ö  üj  —  —  p„  1  Fd'n^do  =  —  qA  Pön^do, 

ausgedehnt  über  alle  Elemente  do  der  Körperoberflachen,  wenn 
dtii  und  än^  in  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  gerechnet  sind. 

Dieses  Flächenintegral  (10)  können  wir  aber  auch  wieder 
nach  demselben  Gauss'schen  Satze  umformen  in  ein  Raum- 
integral  über  das  Volumen  der  Körper.  Es  ist  nämlich,  wenn 
dTi  ein  Volumonelement  eines  der  Körper  ist, 

(11)  ^FSn^do=]{-^^^^  +  ~^^--)dr,, 

und  da  nun  auch  für  die  Verschiebung  eines  starren  Körpers, 
bei  dem  ja  auch  das  Volumen  eines  jeden  Elementes  ungeändert 
bleibt, 

ist  (es  ist  sogar  dSx/dx,  dSy/dy-,  dSs/ds  einzeln  ^  0),  so  folgt 
aus  (10)  und  (11): 

(12)  öya  =  — p,  t"  {XöiC+  röj/  +  2Ös)rfri. 
Denken  wir   uns  den   Kaum   der   starren  Körper   von   einer 
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Materie  mit  der  constanten  Dichte  po  erfüllt  und  setzen  podTi 
:=  dma,  so  ist  also 


=  -fl 

Fdm, 

WeriB  wir  also 

(13) 

D,  =■ 

und 

(14) 

(7  = 

\piä„,- 


■  dma) 


aetzen,  so  ist  die  Arbeit  der  gegebenen  Kräfte  gleich  der  Varia- 
tion dieser  Function   U. 

Die  Arbeit,  die  bei  irgend  einer  virtuellen  Ver- 
schiebung   des    ganzen   Systems    gegen    die   wir- 
kenden  Kräfte   geleistet   worden    muas,   ist    also 
dieselbe,    als    ob    die   Verschiebung   der   starren 
Körper    im    leeren   Räume    vor    sich    ginge,    und 
gleichzeitig  jedes   Maasenelement  dm-^   eines   der 
starren  Körper  um  die  Masse  dm^  des  verdrängten 
Wassers  vermindert  würde. 
Man  sieht,  dasa  in   dem    Falle,  wo   die   wirkende  Kraft  die 
Schwerkraft  ist,  dieser  Satz  mit  dem  Archimedischen  Prineip 
vom  hydrostatischen   Auftrieb   übereinstimmt.     Denkt  man   sich 
die  Lage  der  Körper  wie  im  vorigen  Paragraphen  durch  die  un- 
abhängigen Variablen  q^,  q.^,  q^  .  ■  ■  dargeatelU.  so  wird  auch  die 
Function  U  eine  Function  dieser  Variablen  seiu. 

Eine  virtuelle  Verschiebung  des  Systems  der  Körper  wird 
ausgedrückt  durch  ein  System  von  Variationen  Jg,,  Sq^,  Sq^,  .  .  . 
dieser  Variablen,  und  so  wird 

(16)  ä!7=  ftä?, +  ftä9,  +  e,«s.  H , 

worin  die  Coefficienten  ft,  Q^-,  fti---  nur  noch  von  den  Variablen 
3ii  ?ai  Qs  ■  ■  •  abhängen,  nämlich 

(16)  Ö.^g-;,      ^^  =  ^'       ^^=^9i;'--- 

Jedes  Glied  dieser  Summe  hat  seine  besondere  Bedeutung: 
es  ist  nämlich  Q^dq^  die  Arbeit   der   gegebenen   Kräfte  bei  der 


y  Google 


426  Zwanzigster   Absclmitt.  g.  1 

Veränderung  von  g,   in  g,  -|-  dq,  mit  unverändertem  g^i  33>  • 
und  ähnliche  Bedeutung  haben  die  übrigen  Glieder. 


Variation  der  Flüssigkeitsbewegung. 

Das  Hamilton'sche  Princip  bietet  uns  nun  die  Mittel,  um 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Ki5rpei-aystems 
in  einer  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  auf- 
zustellen. Diese  Anwendung  des  Hamilton'schen  Prinoips  ist 
zuerst  von  Thomson  und  Tait")  gemacht.  Sie  ist  durch  Kirch- 
hofi'5)  weitergeführt  und  hat  eine  Berichtigung  durch  Boltz- 
manna)  gefunden;  noch  vollständiger,  auch  mit  Berücksichtigung 
mehrwerthiger  Geschwindigkeitspotentiale  bei  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räumen,  hat  C,  Neumann^)  die  Anwendung  des 
Hamilton'schen  Princips  begründet.  Eine  klare  Einsicht  in 
die  Berechtigung  dieser  Anwendung  erfordert  eine  etwas  ein- 
gehendere Entwickelung ,  wie  wir  sie  hier  im  Anschlusa  an  die 
Betrachtungen  im  Bd.  I,  §.  122  geben  wollen. 

Wir  nehmen,  wie  in  den  beiden  letzten  Paragraphen,  ein 
beliebiges  System  S  von  eingetauchten  Körpern  in  irgend  einer 
Bewegung  begriffen  an.  Dann  wissen  wir,  dass  für  jede  Lage 
und  jeden  Geschwiudigkeitszustand  des  Systems  H  ein  ein- 
werthiges  Geschwindigkeitspotential  q>  für  jeden  Punkt 
X,  y,  z  der  Flüssigkeit  eindeutig  bestimmt  ist 

Wir  betrachten  jetzt  den  üebergang  des  Systems  U  aus 
einer  Anfangslage  A  zur  Zeit  (o  in  eine  Endlage  B  zur  Zeit  t^ 
und  bezeichnen  mit  C  die  zu  irgend  einer  Zeit  t  erreichte 
Zwischenlage. 

Nun  nehmen  wir  einen  zweiten,  davon  unendlich  wenig  ab- 
weichenden, möglichen  üebergang  von  Ä  aus  der  Lage  A  in  die 
Lage  B  zwischen  denselben  Zeitpunkten  %,-, ,  t-^  und  bezeichnen  die 

')  Thomson  u.  Tait:  „Natural  PhiloHopliy".  Deutstli  von  Helm- 
holtz  und  Wertheim.     Braunacliweig  1871.     Bd.  1,  S.  292  f. 

«)  Kirchhoff:  Crelle's  Journal  für  Mathematik,  Bd.  71,  B.  237  (1869). 
VorleBungen  über  mathematiache  Physik.     Mechaaili.     Leipzig  J876. 

=)  Boltzmann:  Crelle'e  Journal  für  Mathematik.  Bd.  73,  S.  111 
(1870). 

')  C.  Neumann:   Hydrodynamische  Unterauoliungen. 
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zur  Zeit  t  erreichte  Lage  von  ^  mit  C.    Es  ist  dann  0'  von  C 
unendlicli  wenig  verschieden. 

Wir  nehmen  an,  daas  bei  beiden  Bewegungen  auch  alle 
Flüssigkeitsth eilchen  von  der  gleichen  Anfangslage  bei  A 
ausgehen,  können  aber  im  Allgemeinen  nicht  sagen,  dass  sie  bei 
B  wieder  dieselbe  Endlage  erreicht  haben. 

Wir  denken  uns  nun  für  jede  der  Lagen  C  und  C  das 
Geschwindigkeitspotential  cp  und  if'  als  Function  der  auf  ein 
festes  System  bezogenen  Coordinaten  x,  y,  z  bestimmt,  und  er- 
halten die  Bahn  eines  Wassertbeilchens  m,  das  zur  Zeit  t  ^  t^ 
die  Coordinaten  a,  b,  c  hat,  beim  üebergang  von  A  nach  C  und 
C  durch  Integration  der  Differentialgleichungen 

dx  d(p        dy  89)        dz  89 

dx' 8q)'      dy' df>'      ds' dip' 

~dt  ~  äi*'      'dt  """  'dy"      'dt  ^  ^'' 
Wenn  sich  x,  y,  n  und  x'  y'  ä'  auf  dasselbe  Wassertheilehen 
,  so  ist  fiir  *  :^  (ii 


(1) 

(2j 


und  durch  (1)  und  (2)  werden  x^  [y, 
tlonen  von  a,  6,  c,  i  bestimmt. 


x'  ^^  X  -\-  bx,        j/'  =  ^/  -[-  Öj/,        s'  -z^  «  -Y  Ss, 

<P'  ^  'P  +  Öqo, 

so  ist  S(p  eine  Function  von  x,  y,  s  und  es  ist  bis  auf  unendlich 

kleine  Grossen   zweiter  Ordnung  dasselbe,  ob  wir  8cp  für  x  y  s 

oder  iiir  x'  y'  a'  nehmen.    Demnach  ergeben  die  Gleichungen  (2) 

*•  ■'  dt    ~   ^x  '        dt    ~   dy  '        dt    ~   dz   ' 

mit  der  Bedingung,  daas  Öic,  Sy,  S^  für  t  ^=  t„  verschwinden. 
Wenn  wir  also  x,  y,  0  als  Functionen  von  «,  J>,  c,  t  darstellen, 
so  ist 

wodurch  dx,  6y,  de  auch  als  Functionen  von  a,  6,  e  dargestellt 
sind,  und  zwar,  wenn  Öq)  bekannt  ist,  durch  Quadraturen. 
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Diese  Grössen  Sa;,  dy,  dz  sind  die  Componenteii  der  Ver- 
achiebung,  die  nöthig  sind,  um  das  Theilchen  m  aus  der  Lage 
bei  C  in  die  Lage  bei  C  iiberzufiihren. 

Wenn  man  statt  a,  h,  c  die  Variablen  x,  y,  s  einführt,  ao 
kann  man  da:,  3i/,  8s  in  einem  Äugenblick  t  auch  als  Functionen 
von  x^  y^  g  ansehen,  und  kann  dann  8x,  Sy-,  äs  als  Componenten 
eines  für  die  Lage  C  bestimmten  Vectors  ®  betrachten.  Dieser 
Vector  ®  bat  folgende  Eigenschaften: 

Da  ein  Theilchen  m,  das  anfänglich  an  der  Oberfläche  eines 
der  Körper  S  lag,  sowohl  bei  der  Bewegung  Ä CB  als  bei  AG' B 
an  der  Oberfläche  bleibt,  so  ist 
(5)  D„  =  Sn, 

wenn   ön   die   Normalcomponente    der   Verschiebung   des    Ober- 
üächenpunktes  beim  Üebergang  von   C  nach  C  bedeutet. 

Da  der  Vector  5)  die  Verschiebung  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  darstellt,  so  muss 


(6) 

diT  S  =  0 

oder  ausführlich 

(') 

dx     '     dif    ~^  dg  ^ 

sein. 

Dies  ist  zwar  nicht  ohne  Weiteres  aus  den 

Gleichungen 

(3) 

zu  ersehen,  weil  die  Differentiationen  ^ 

;nnd 

d 
Jt 

nicht  ver- 

tauschbar  sind.     Ei 

i  ist  aber,  wenn 

^,,dxd)dg 

ist, 

eine  Folge  aus 
'"-TT 

®  =  1,  wonach 

8®     ,    dSy    8®     , 

7rx+TT7r,  +  --- 

dSx 
^    8a; 

+  f^  +  ^    »"« 

(1)] 

gleich  Null  sein  muss. 

y  Google 


§.  163. 
Das  Hamilton'aclie  Princip. 

Wenn  die  kinetische  Energie  der  Flüasigkeit  in  der  Lage 
C,  C  mit  J'ä,  T'^  bezeichnet  wird,  und  dm  ein  Massenelement 
der  Flüssigkeit  bedeutet,  so  ist 

und  folglich 

,.„         „,,       ,,,        !  /dx  ddx    1    dy  dSy    ,    dz  dös\  -, 

E3  ist  aber 

dx  döx  dt  t,     d^x    , 

-7-    -.7-  =  —  ,-j  -     —  ox  -5—-  etc. 
dt    dt  dt  dt^ 

und  folglich 

t/n  d    [  /'dx  .       :    dy  ^       •    d^  ^  \   , 


-ic 


'd^x    t       I    d'^y  „       1    d- 


dp         ^  äV  "  ^  dp 


Setzen  wir  zur  Abkürzung 


«-1C 


'dx  ^       ,    dy  .       ,    d^  x   \  j 


und  führen  nun  an  Stelle  der  a,  b,  c  die  x,  j/,  0  als  unabhängige 
Variable  ein,  integrirea  also  über  den  Baum,  der  bei  der  Lage 
G  durch  die  Flüssigkeit  ausgefüllt  ist,  so  können  wir  M  so  dar- 
stellen : 

«=^•1(11*- +  11«» +  !!*')■"■ 

und  da  wegen  §.  162  (7) 

~  öx  -^  ;^  Sy  4-  ~  ds  =  div  (p  3) 
ox  '    dy     ^     ^     dz 

ist,  80  erhalten  wir  nach  dem  Gauss'schen  Theorem 
(2)  M=  —  QA(f>  ündo. 
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wenn  die  Normale  omponente  dn  der  Ob  er  Eächen  Verschiebung  von 
dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  positiv  gerechnet  ist.  Ebenso 
setzen  wir 


Nun  ist  aber,  wenn  p  der  Druck  und   X,   Y,  Z  die  Com- 
poiienten  der  bescUeunigenden  Kraft  sind,  nach  §.  144  (1) 

e.jp  =  s.x-j^,... 

und  folglich 

(3)  A'=  t,  {(Xdx  +  räj  +  ZSs)dT 


m 


Hierin  ist  nun 

Po  {(XSx  -!-  Yd'y  +  Zds)dr  =  S  t\    [§.  161  (8)] 

die  der  Verschiebung  %  entsprechende  Arbeit  der  wirkenden 
Kräfte,  und  das  zweite  Integral  können  wir,  ebenso  wie  M,  durch 
das  Gauss'sche  Theorem  in  ein  Oberflächenintegral  verwandeln: 

und  daraus  folgt  also  nach  (1),  (2),  (S) 
dM 
dt 


(4)  ÖT^^Öh\  =  ^~N-\-8V^: 


'  dl^"]  f^^^"  —  Ji>5«'^ 


Integriren  wir  diesen  Ausdruck  zwischen  den  Grenzen  to  und 
ti  und  beachten,  dass  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Körper 
nicht  varürt  sind,  dass  also  Ön  für  t  =  t^  und  i  =  i^  ver- 
schwindet, so  folgt 

(,  h 

(5)  {(ST^-\-6U^)dt=  —  {dtipdndo. 
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§.  163,  Das  Hamilton'Bche  Pi'inoip.  431 

Jetzt  betrachteü  wir  die  Bewegung  des  Systems  ^  der  ein- 
getauchten Körper  unter  dem  Einüuas  der  gegebenen  Kräfte. 
Diese  können  wir  uns  auch  entstanden  denken  als  eine  Bewegung 
derselben  Körper  im  leeren  Räume,  wenn  wir  zu  den  that- 
sächlich  wirkenden  äusseren  Kräften  X,  Y,  Z  noch  die  Druck- 
kräfte hinaufügen,  die  von  der  Flüssigkeit  gegen  die  Körperober- 
fiächen  ausgeübt  werden.  Diese  wirken  gegen  ein  Flächen element 
do  in  der  Stärke  pdo  und  in  der  Richtung  der  nach  innen  ge- 
kehrten, also  negativen  Normalen,  Die  Arbeit  öJ.,  die  bei 
einer  Verschiebung  des  Körpersjatems  gegen  alle  in  Betracht 
kommenden  Kräfte  geleistet  wird,  ist  also 

dA==—   [(XSiC  4-  Y3y  4-  ZSz)dm,  +  (  pSndo, 

worin  die  Integration  nach  dmi  über  die  Masse,  die  nach  do 
über  die  Gesammtoberää.che  der  Körper  ff  auszudehnen  ist. 
Den  ersten Theil  dieses  Ausdruckes  haben  wir  bereitein  §.  161  (6) 
mit  —  SUi  bezeichnet,  und  folglich  ist 

(6)  SA  =  ~SV^^  {pSndo. 

Denken  wir  uns  aber  die  Körper  im  leeren  Rai\me  bewegt, 
so  können  wir  das  Hamilton'sche  Princip  in  der  Form  an- 
wenden, wie  wir  es  im  §.  123  des  ersten  Bandes  abgeleitet  haben, 
nämlich,  wenn  8 T^  die  Variation  der  kinetischen  Energie 
der  Körper  bedeutet: 

f  (dJ\  —  ÖÄ)dt  =  0      [Bd.  I,  §.  123  {!)] 

oder  nach  (6) 

(7)  [{ST,  -f  öI7,)f^'  =  {  dtipdndo. 

Wenn  wir  also 

(^)  dU=  SU^-^dU., 

setzen,  so  ergiebt  sich  durch  Addition  von  (5)  und  (7) 

(9)  f  (0^+  SU)dt  =  0, 
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und  dies   ist   das   Hamilton'sche   Frineip  für   das 
ganze  aus    Flüssigkeit   und   starren   Körpern   zu- 
sammengesetzte System. 
Wenn  wir  wie  im  §.   160   die   Lage   der  Körper  durch   die 
unabhängigen  Variablen  g,,  g^,  q^  ...  darstellen,  so  ist 

T  =  Fiq[,  2;,  g;,  . .  .) 
eine   homogene    Function  zweiten   Grades   der  g,',   deren   Coeffi- 
ciöjiten  von  den  g;  selbst  abhängen,  und  es  ist  also 

«^=2(11**  + UM- 

oder  weil  dql  =  ddqi/dt  ist, 


li 

dT 

(10) 

SI  = 

42 

H^' 

dq, 

dt 

s% 

.+  s 

dl 

«4, 

Ebenso  ist  nach 

§.  161 

(15),  (16) 

(11) 

ät/  = 

^  dm 

S%, 

worin  ü  eine  Function  der  Variableu  qi  ist,  die  aus  der  Natur 
der  wirkenden  Kräfte  gefunden  werden  kann.  Da  nun  äq,  hei 
t  =  to  und  t  ^^  t.  Null  sind,  so  fällt  hei  der  Integration  nach  t 
das  erste  Glied  des  Ausdruckes  (10)  weg  und  es  ergiebt  sich 
aus  (9): 

und  wegen  der  Willkürlichkeit  der  dqt: 

(V6)  rf    dT^djT^U) 

^     '  df   Ög;.  dqi        '■ 

was   vollständig   mit    der    zweiten    Lagrange'schen    Form    der 

Bewegungsgleichungen  übereinstimmt  [Bd.  I,  §.  123  (5)]. 


Anwendung  auf  die   Pendelbewegung. 

Wir  wollen  nun  einige  Beispiele  für   die  Integration    dieser 
Gleichungen  behandeln. 
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§.  164.  Anwendung  auf  die  Pendelbewegung.  433 

Wir  nehmen  zunächst  die  Bewegung  eines  Pendels  in  einer 
Flüssigkeit.  Dieses  Problem  hat  wegen  des  Einflusses  der  Luft 
bei  Pendelbeobachtungen  ein  grosses  Interesse,  und  unsere 
Theorie  wird,  obwohl  sie  sich  auf  iucompressible  Flüssigkeiten 
bezieht,  wohl  einige,  wenn  auch  keine  genaue,  Gültigkeit  bei  der 
Bewegung  in  Gasen  beanspruchen  dürfen,  besonders,  wenn  die 
Bewegungen  so  langsam  vor  sich  gehen,  dass  nur  geringe  Ver- 
dünnungen und  Verdichtungen  der  Luft  zu  erwarten  sind.  Uebri- 
gens  hat  Bessel  bei  seinen  Pendelbeobachtungen  zur  Coiitrole 
gewisser  Voraussetzungen  das  Pendel  auch  Schwingungen  im 
Wasser  ausführen  lassen  1). 

Wir  nehmen  also  zunächst  einen  Körper  von  beliebiger  Ge- 
stalt, der  um  eine  horizontale  Äxe  drehbar  ist,  und  berück- 
sichtigen als  wirkende  Kraft  nur  die  Schwere.  Wir  wollen  die 
positive  y-Axe  vertical  nach  unten,  die  ic-Axe  horizontal,  die 
.5 -Äxe  mit  der  festen  Drehungsaxe  zusammenfallend  nehmen. 

Unter  dem  Schwerpunkt  S  verstehen  wir  jetzt  nicht  den 
Schwerpunkt  des  Körpers,  sondern  den  Mittelpunkt  der  Schwer- 
kräfte und  des  hydrostatischen  Auftriebes.  Es  ist  der  Punkt, 
den  man  als  Schwerpunkt  erhalten  würde,  p^g^  5;^ 

wenn  die  Dichtigkeit  9  im  Körper  überall 
auf  Q  —  Qo  herabgemindert  wäre.  Er  fällt 
mit  dem  geometrischen  Scliw erpunkt  des 
Körpers  zusammen,  wenn  der  Körper  homo- 
gen, also  j)  constant  ist.  Die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  der  Drehungsaxe  be- 
zeichnen wir  mit  s,  und  den  Winkel,  den 
die  Richtung   s  in    seiner  augenblicklichen 

Lage  mit  der  Verticalen  bildet,  von  der  positiven  )/-Axe  nach  der 
positiven  a;-Axe  positiv  gerechnet,  mit  &  (Fig.  51).  Ist  M  die 
Masse  des  Körpers,  m  die  Masse  der  verdrängten  Flüssig- 
keit, so  ist  die  Function  ü,  durch  deren  Veränderung  die  Ar- 
beit gemessen  wird, 
(1)  E7=(M—  m)(jscos&. 

Um   die   kinetische  Energie  nach   §,  158   (4)   zu   berechnen, 


hab 


Besael,  „ünterauühuugen  über  die  Länge  dea  einfaeheo.  Secunden- 
■,  Abbandlungen  der  Berliner  Akademie  1826,  Art.  13,  U. 
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u  =  0,     w  =  Ü,    tv  =  0,   p  =  0,    (f  =  0,    »■  —  -TT 
zu  setzen,  und  erhalten 

worin  ft  eine  Constante  ist,  die  wir  als  daa  Trägheitemonient 
des  ganzen  Systems  bezeichnen  können.  Diese  Constante  setzt 
sich  aus  zwei  Theilen  s 


worin  jt'  das  Träglieitamoment  des  Körpers,  fi"  'eine  nur  von  der 
Gestalt  des  Körpers  abhängige  und  der  Dichtigkeit  po  der 
Flüssigkeit  proportionale  Grösse  ist,  die  wir  als  das  Trägheits- 
moment der  mitgeführten  Flüssigkeitsmasse  bezeichnen 
können.  Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  wird  also  nach 
§.  163  (13) 

(2)  p"  =  -(Ä-m)5SsiB», 

und  stimmt  der  Form  nach  mit  der  für  ein  gewöhnliches  ein- 
faches Pendel  üherein: 

ä^»  9     .    ^ 

d(2  l  ' 

so  dass  sich  lür  die  Länge  des  correspondirenden  einfachen 
Pendels  der  Ausdruck  ergiebt 

Diese  Länge  vergrössert  sich  also  gegenüber  der  Schwingung  im 
leeren  Räume  aus  einem  doppelten  Grunde,  erstens  durch  eine 
Verminderung  der  Schwere  durch  den  hydrostatischen  Auftrieb, 
und  zweitens  durch  Vergröaserung  des  Trägheitsmomentes  durch 
die  mitgeführte  Flüssigkeit. 

Der  letztere  Einfluss  ist  zuerst  von  Bessel  bei  seinen 
Pendelbeobachtungen  bemerkt  und  berücksichtigt  worden.  Man 
kann  ihn  aus  den  Beobachtungen  ermitteln ,  wenn  man  die 
Schwingungen  von  Pendeln  von  verschiedener  Substanz,  aber 
gleicher  Form,  bei  dem  fi'  vorschieden,  aber  /i"  gleich  ist,  mit 
einander  vergleicht. 

Wenn  das  Pendel  aus  einer  homogenen  Kugel  besteht,  die 
an  einem  Faden,  dessen   Masse  nicht  berücksichtigt  wird,   auf- 
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.  ist,  80  können  wir  fi',  (i"  aus  §.  159  (9)  und  (10)  be- 
rechnen ,  müssen  dabei  aber  berüctaichtigen ,  dass  dort  der 
CoordiiiatenaDtangspunkt  nicht  der  Auf hängep unkt,  sondern  der 
Kugelmittelpunkt  ist,  der  jetzt  mit  dem  Schwerpunkt  S  zusammen- 
fällt. 

Man  hat  daher  in  den  dort  angegebenen  Formeln 

»'  +  "■  +  ""  =  ■"  (ll)''   ''  =  '''    ''"°'    '  =  TT 

ZU  setzen,  und  erhält 


Bessel  hat  die  hiermit  übereinstimmende  Annahme  gemacht, 
dass  die  Correction  [i"  des  Trägheitsmomentes  proportional  sei 
mit  dem  Trägheitsmoment  der  im  Kugelmittelpunkt  vereinigten 
Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit,  also  (i  =  kms^  gesetzt.  Den 
Coefficienten  k  hat  er  durch  verschiedene  Messungen  bestimmt, 
auch  durch  Schwingung  im  Wasser,  hat  ihn  aber  freilich  nicht 
gleich  Vii  sondern  grösser  (0,9459)  gefunden,  was  im  Hinblick 
auf  die  mannigfachen  Umstände,  die  in  der  Theorie  nicht  berück- 
sichtigt sind,  und  die  alle  auf  VergrÖssemng  der  mitgefUhrten 
Massen  wirken,  nicht  zu  verwundern  ist. 

Schon  Dirichlet  hat  darauf  hingewiesen!),  dass  die  Er- 
gebnisse der  Theorie  nicht  mit  der  Vorstellung  übereinstimmen, 
die  man  sich  von  dem  Widerstand  einer  Flüssigkeit  bildet. 

Danach  würde  man  z.  B,  erwarten,  dass  der  Widerstand  der 
Flüssigkeit  die  Amplitude  des  Pendels  allmählich  verkleinert,  wie 
es  ja  thatsächlich  eintritt,  aus  der  Theorie  aber  nicht  zu  schliessen 
ist.  Auch  dies  erklärt  sich  daraus,  dass  der  eigentHche  Wider- 
stand einer  Flüssigkeit  ohne  Zweifel  auf  Kräften  nach  Art  der 
Reibung  beruht,  die  in  dieser  Theorie  nicht  berücksichtigt  sind. 

')  GeBammelte  Warte,  Bd.  II,  S.  120. 
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Schraubeiibewegung. 

"Wir  nehmen  einen  Körper  an,  dessen  Beweglichkeit  bis  auf 
zwei  Freiheitsgrade  gemindert  ist.  Seine  Beweglichkeit  soll  nur 
bestehen  in  einer  Parallelverschiebung  längs  der  fl;-Ase  und  in 
einer  Drehung  um  diese  Äxe;  diese  beiden  Beweglichkeiten  sollen 
aber  unbeschränkt  sein,  so  dass  der  Körper  jede  Schrauben- 
bewegung  um  die  a:-Äxe  ausführen  kann.  Die  Lage  des  Körpers 
werde  bestimmt  durch  die  Abscisse  x  eines  seiner  Punkte  auf 
der  Axe  und  durch  den  Winkel  %;  den  eine  durch  die  a^-Axe 
gehende  Ebene  des  Körpers  mit  der  a;)/-Ebene  einschliesst.  Dieser 
Körper  bewege  sich  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit,     Ist 

, dx  a,  __  f^* 

^  ^  di'  Üt'' 

so  ist  die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Systems  nach  §.  158 

2T=  ax"'  +  2  6^0-'  +  c»'\ 
worin  a,  ö,  c  Constanten   sind.     Es  ist  \  a  die  lebendige   Kraft, 
die  einer  Parallel  Verschiebung,  |c  die  lebendige  Kraft,  die  einer 
reinen  Drehung  mit  der  Geschwindigkeit  1  entspricht. 

Setzen  wir  :e'  ^  -|- 1,  9''  ^  -(- 1  oder  &'  =  —  1,  so  beschreibt 
der  Körper  eine  Rechteschraubung  oder  eine  Linksschrau- 
bung  mit  der  Schraubengeschwindigkeit  1,  und  der  Unterschied 
zwischen  diesen  beiden  lebendigen  Kräften  ist  gleich  2  ö. 

Hat  der  Körper  selber  die  Gestalt  einer  Rechtaschraube, 
so  wird  offenbar  mehr  Masse  bewegt  bei  einer  Linksschraubung, 
bei  der  die  Breitseite  vorangeht,  als  bei  einer  Rechtsschraubung, 
bei  der  sich  der  Körper  gewissermaassen  durch  die  Flüssigkeit 
hin  durch  schraubt,  und  folglich  ist  b  bei  einer  Rechtsschraube 
negativ,  und  bei  einer  Linksschraube  positiv,  und  der  ab- 
solute Werth  von  6  wird  um  so  grösser  sein,  je  stärker  der 
Unterschied  zwischen  rechts  und  links,  d.  h.  je  deutlicher  der 
Schraubencharakter  in  der  Gestalt  des  Körpers   ausgeprägt  ist. 

Wenn  auf  den  Körper  eine  Kraft  «  in  der  Richtung  der 
9;-Axe  und  ein  Drehungsmoment  ß  um  die  3;-Axe  wirken,  die 
conatant  oder  nur  von  der  Zeit  abhängig  sind,  so  ist  «äx-|-(3ö6' 
die  bei  der  Verschiebung  Sx,  S^  geleistete  Arbeit  dieser  Kräfte, 
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g.  165.  Schraubenbewegung.  437 

und   in  den  Formeln   §.  163  (13)  ist  JJ  =  txx  -\-  ß&   zu   setzen. 
Demnach  erhalten  wir  die  Gleicliungen : 
d(ax'  +  h&') 
dt 


oder,  wenn  die  Bewegung  Yon  der  Ruhe  ausgeht: 

ax'  -y-  b&'  =  {adt,        hx'  -\-  c*'  =[ßcU. 

Nehmen  wir  an,  dass  k  und  /3  nur  in  der  Zeit  von  t^  bis  t^ 
von  Null  verschieden  sind  und  setzen 


so  sind  A  und  B  Constanten,  und  es  evgiebt  sich,  wenn  ( >  (,  ist 

Ac~Bh       „,        —Äh^Ba 
^  '  fflc  —  0^  ac  —  0^      ' 

worin  ac  — ■  i*  stets  positiv  ist.     Wenn  etwa  J.  =  0  ist,  also 

ac  —  h'^'  ac  —  6^' 

so  ergiebt  sich,  dass  das  Drehungsmoment  B  nicht  bloss  eine 
Drehung,  sondern  gleichzeitig  eine  fortschreitende  Ge- 
schwindigkeit hervorruft,  Ist  B  positiv,  so  ist  &'  positiv 
und  x'  bei  der  ßechtsschraube  gleichfalls  positiv.  Das  Fort- 
schreiten geschieht  also  im  Sinne  der  Schraube. 

Das  Verhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  ist 

Dies  ist  der  Fall  der  Schiffsschraube,  die  also  um 
so  wirksamer  ist,  je  grösser  das  Verbältniss  h  :  u. 

Ebenso  würde  sich  ergeben,  wenn  wir  B  =;  0  annehmen, 
dass  eine  der  Äxe  parallele  Kraft  nicht  nur  eine  Geschwindig- 
keit in  ihrer  Richtung,  sondern  eine  gleichzeitige  Drehung  be- 
wirkt, wobei  das  Verhältniss  heider  Geschwindigkeiten  c  :  6  ist. 
Dies  ist  der  Fall  der  Windmühlen  und  Turbinen. 
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§-  166. 

Bewegung   eiaes  schweren   Rotationskörpers   mit 

unveränderlicher   Axenrichtung. 

Wir  betrachten  noch  die  Bewegung  eines  Körpers,  der  etwa 
von  einer  Rotationsfläche  begrenzt  sei,  der  in  seiner  Bewegung 
BO  beschränkt  ist,  dass  die  Axe  in  einer  verticalen  Ebene 
und  sich  selbst  immer  parallel  bleibt.  Wir  wollen  ausserdem 
annehmen,  dass  der  Körper  der  Schwerkraft  unterworfen  sei. 
Diese  Voraussetzungen  sind  mit  einer  gewissen  Annäherung  bei 
der  Bewegung  eines  Geschosses  durch  die  Luft  erfüllt. 

Wir  erhalten,   wenn  wir  die  Verticalebene ,  in   der   die   Be- 
wegung stattfindet,  zur  icy-Ebene  wählen,  für  die  lebendige  Kraft 
nach  §.  159  (7) 
(1)  2T=au^  +  bv^^  ApK 

Hierin  sind  u  und  v  die  Oomponenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  der  Körperaxe  und  senkrecht  dazu,  während  p  die  Ge- 
schwindigkeit der  Rotation  um  die  Körperaxe  bedeutet.  Bei  einem 
abgeplatteten  Körper  ist  a  >■  &,  bei  einem  eiförmigen  b  '^  a. 
Bezeichnen  wir  den  constanten  Winkel,  den  die  Axe  mit  der 
Horizontalen  bildet,  mit  %■,  und  legen  die  )/-Axe  vertical  nach 
oben,  so  ist,  wenn  x,  y.  die  Coordinaten  des  Bewegungscentrums 
(§.  159)  und  iblglich  äxjdt,  dyjdt  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit nach  der  x-  und  j/-Axe  sind: 

dy 


In  den  Differentialgleichungen  §.  163  (13)  hat  man,  wenn 
man  x,  y  und  den  Winkel  \pdt  als  die  die  Lage  des  Körpers 
bestimmenden  Variablen  einführt  und  mit  G  das  Gewicht  des 
Körpers  in  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  ü  ;=  —  Q-y  zu  setzen  und 
erhält: 


(2)  A 
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e  Eotationskörpe; 


(3) 


d  (au  cosQ'  —  tu  sin©') 

dt  ' 

d{au&m&  -\-  bv  CQ9.&) 


dt 


'-  =  ~G, 


(*) 


folgt,  dass  p  constant  bleibt,  wäbrend  sich  für  x,  y  durch 
Integration  von  (3)  die  Gleichnngen  ergeben: 

(ffl  coB^  Q-\-b  sin*  fl')  3;  ^  (a  —  ft)  sin  *  cos  ö  y  =  Ci  ( +  "i . 
(ffl  — 6)Biiiö'COs9'a!-|-(«sini''9--|-6cosäe-)!/= — ^Gf^^c^t-Yc'^, 
in  denen  c^,   c^,  c'i,  Cs  die  Integrationsoonstanten  sind. 

Die  Elimination  von  (  ergiebt  hier  für  die  Bahn  die  Glei- 
chung einer  schiefen  Parabel.  Wenn  wir  die  linke  Seite  der 
ersten  Gleichung  (4)  =^  0  setzen ,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
einer  zur  Parabelase  parallelen  Geraden  und  v?enn  also  ®  den 
Winkel  bedeutet,  den  die  Parabelaxe  mit  der  Horizontalen  ein- 
schlieast,  so  ist 

acos''  %■-{-})  sin^  % 
(«  —  b)  sin  &  cos  & 
Nehmen  wir  *  zwischen  0,  und  90"  an,  so  sind  sin  %  und  cos  %■ 
positiv;   a  und  h    sind    gleichfalls   positiv,  und   es   ist  also   der 
Fig.  52.  Fig.  53. 


(5) 


tang  ®  = 


Winkel  0  spitz,  wenn  (t  <;  &,  stumpf,  wenn  a  '>  h  ist.  Die 
Parabelaxe  ist  also  heim  eiförmigen  Körper  gegen  die  Körper- 
axe  hin,  beim  abgeplatteten  Körper  in  entgegengesetztem  Sinne 
geneigt  (Fig.  52  und  53), 

Ü.  167. 
Oscillationen  der  Axe  eines  Rotationskörpers, 

Wenn   der   eingetauchte   Körper   eine    Symmetrie  ebene   hat, 
so  wird,  wenn  die  Bewegungen  der  Körperpunfcte  in  einem  Äugen- 
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blick  alle  mit  dieser  Symmetrieebene  parallel  sind,  die  Bewegung 
der  Flüssigkeitstheilchen  symmetrisch  zu  dieser  Ebene  sein,  und 
wenn  also  von  der  Wirkung  äusserer  Kräfte  abgesehen 
wird,  80  wird  die  Bewegung  auch  im  weiteren  Verlaufe  diesen 
Charakter  behalten,  da  kein  Grund  vorbanden  ist,  dass  eine 
ienderung  eher  im  einen  wie  im  anderen  Sinne  erfolgen  sollte. 
Wenn  wir  also  die  Symmetrieebene,  die  dann  auch  im  Räume 
fest  bleibt,  zur  a:i/-EI)ene  machen,  so  wird  ein  Zustand,  bei  dem 
t(f  =  0,  p  =T  0,  2  =  0  ist,  erhalten  bleiben,  und  der  Ausdruck 
§,  159  (5)  giebt  für  die  lebendige  Kraft  den  Ausdruck 

Nehmen   wir  noch   eine  zweite   auf   der    ersten    senkrechte 
Symmetrieebene  an,  so  kann  die  Aenderung  des  Vorzeichens  von 
r  diesen  Ausdruck  nicht  verändern  und  wir  erhalten: 
(1)  2T=aM^  +  6)J^-4-  Cr\ 

Wir  beschränken  die  Allgemeinheit  jetzt  nicht  weiter,  wenn 
wir  annehmen,  dass 

a>b 

sei.  Nur  ist  dann,  wenn  der  Körper  z.  B.  ein  Rotationskörper 
ist,  bei  einem  abgeplatteten  Körper  w  und  bei  einem  ovalen 
Körper  v  in  der  Richtung  der  Rotationsaxe  zu  messen. 

Wir  behalten  nun  die  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Para- 
graphen hei,  nur  dass  jetzt  der  Winke!  &  nicht  constant  ist, 
und  setzen  also,  wenn  die  Differentiation  nach  der  Zeit  durch 
Accente  angedeutet  wird 

M  =       x'  cosfl-  +  y'  sin«-, 

("2)  1^1 

V  =  —x'  sind-  -\-  y'  coS'S-. 

Es  ist  dann  noch  r  ^  ■&'  zu  setzen,  und  x,  y,  &  bestimmen 
die  Lage  des  Körpers.  Die  Difl'erentialgleichungen  der  Bewegung 
lauten  jetzt,  da  T  nicht  von  den  Variablen  x,  y  abhängt: 

(3^  Al2:_o  A^-0 

'■  •'  dt  d9'  ~~  dO-  ' 

Die  Integration  der  beiden  Gleichungen  (3)  ergiebt,  wenn 
ffi,  ß  Integrationsconstanten  sind: 
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——,  =  au cosQ'  —  ^losittO  ^=  k 

(5)  ^^ 

~-'^,  =  ausm»  -+-  bvGos%  =  ß. 
dy' 

Die  Conetanten  «,  ß  sind  durch  die  Anfangswerthe  u^,  w„,  %'^ 
von  M,  u,  #  bestimmt : 

(- — A    ^=  «MnCOsdn  —  bvasm&n  =  «> 

(t^— r)   =  aWnSiiiö'u  -1-  öcoi^osö-o  =  ß, 
\cy  A 

und  da  hier  keine  Richtung  in  der  a;  »/-Ebene  vor  der  anderen 
ausgezeichnet  ist,  so  können  wir  die  a:-Axe  so  wählen,  dass 
^  ^  0  wird.  Dadurch  ist  die  Allgemeinheit  der  Voraussetzungen 
nicht  beschränkt.  Ea  hat  aber  die  i^-Axe  eine  durch  den  Anfangs- 
zustand bestimmte  Richtung  l)ekommen.  Wir  können  sagen,  die 
«-Axe  hat  die  Richtung  des  anfänglichen  ImpulaeSj  durch  den 
die  BeweguHg  eingeleitet  ist,  und  a  ist  die  Urösse  dieses 
Impulses,  Denn  lässt  man  während  einer  unendlich  kurzen  Zeit 
T  auf  den  ruhenden  Körper  eine  Kraft  wirken,  deren  Compo- 
nenten  a/z,  ß/t  sind,  so  ist  die  Bewegung  von  der  Ruheläge  aus 
durch  die  Gleichungen  §,  163  (13)  bestimmt: 

A^  —  ^       A^—^ 

dt  dx'  ~  z'     dt  ey  "  T ' 

woraus  durch  Integration  über  den  Zeitraum  t: 

/dr\ 


\dx'),        "'  \dy'),        ^■ 


(6) 


Aus  (5)  ergiebt  sich  also: 

au  cos'9'  —  bvsmd'  ^=  «, 
(tw  sin  S-  -|-  6  «  cos  &  =  0, 
und  hieraus: 

(7)  (it(  =  wcosS-,         bv  =  —  wsii 

Nun  ergiebt  die  Gleichung  (4)  nach  (1) 


'w  +  '"'-c 


und  nach  (2)  ist 
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90  ' 


■  durch  die  Gleichung 
^  =  20 
1  neuen  Winkel  ein,  so  erhält   die   Gleichung  (8)  die   Form 
d^y  _  _  (tt  —  b)K''^ 


dt^  abC 


-  sm  qj. 


und  dies  geht  üher  in   die  Gleichung  fiir  die  Bewegung   des  ein- 
fachen Pendels: 

(11)  ^  =  -f™,p, 

wenn 

_       abCg 
'^'''  ''~{a-b)a^ 

gesetzt  wird. 

Die  Oscillationen  um  das  Bewegungscentrum  vollziehen  sich 
also  na,ch  dem  Pendelgesetz,  nur  dasa  der  Winkel  &  jederzeit 
nur  die  Hälfte  des  Ausschlagswinkels  (p  des  Pendels  ist.  Den 
heiden  Gleichgewichtslagen  des  Pendels  ^  =:  0  und  tp  =  n  ent- 
sprechen die  Werthe  O  =  0  und  S-  ;=  l  ra,  und  es  ergeben  sich 
hiernach  zwei  Richtungen,  in  denen  sich  der  Körper  ohne  Dre  - 
hung  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen  kann. 

Von  diesen  beiden  Bewegungen  ist  aber  nur  die  eine,  für 
die  0  =  0  ist,  stabil.  Eine  kleine  Ablenkung  hat  hier  nur 
kleine  Oscillationen  zur  Folge,  während  bei  dem  Falle  0  =:  ^-ro, 
entsprechend  dem  labilen  Gleichgewichts  zu  stände  des  Pendels, 
die  kleinste  Störung  ein  vollständiges  Umschlagen  zur  Folge  hat. 
Die  Bewegung  ist  also  dann  stabil,  wenn  die  mitbewegte  flüssige 
Masse  so  gross  wie  möglich  ist,  wenn  also  die  Breitseite  bei  der 
Bewegung  voran  geht. 
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Im  Allgemeinen  sind,  wie  beim  Pendel,  zweierlei  Arten  der 
Bewegung  zu  unterscheiden:  nämlich  eine  Oscillation  um  die 
Lage  %■  ^=  0  und  eine  umwälzende  Bewegung.  Welche  dieser 
beiden  Arten  eintritt,  dae  hängt  von  dem  Werth  •Ö'^  ab,  den  &' 
in  dem  Augenblick  hat,  wo  *  =  0  ist;  der  erste  oder  zweite 
Fall  tritt  ein,  wenn  (dem  absoluten  Werthe  nach) 

Um  die  Bewegung  des  Centrums  zu  erhalten,  haben  wir 
aus  den  Gleichungen  (7) 

a^'cosfl-  -|-  ;/'sin&  ^  —  cos-ö- 

x'  sin  Q-  —  p'  cos  S-  =  -^  sin  & 

x'  und  y'  zu  bestimmen.    Man  erhält; 

,  a{a  —  i>)    .    „         „ 

w   = i — ; — -  sin#  cos^, 

■^  ah 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  x'  sein  Vorzeichen 
nicht  ändert,  dass  also  a;,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  «,  fort- 
während wächst  oder  fortwährend  abnimmt. 

Die  zweite  Gleichung  ergiebt  nach  (8): 

(lä) 

und  durch  Integration,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  der  y  passend 
bestimmen 

(16)  9  =  ^. 

Durch  die  Diiferentialgleichung  (8)  werden  die  Functionen 
&',  sinö-,  cosS'  als  elliptische  Functionen  der  Zeit  be- 
stimmt, und  damit  ist  zugleich  y'  und  x'  bestimmt  Durch  (16) 
ist  zugleich  y  gegeben,  während  x  erst  durch  ein  elliptisches 
Integral  zweiter  Gattung  dargestellt  wird.  Nach  (16)  bleibt 
die  Ordinate  y  immer  zwischen  endlichen  Grenzen  eingeschlossen. 

Stellen  wir  die  Bahncurve  dar,  indem  wir  y  als  Function 
von  X  ansehen,  so  ergiebt  sich  aus  (14) 


dt^ 


yGoosle 


^^^)      1^- 


-  (« -  S) 


r  AbBctnitt. 
sin»  cosO- 

h)ab 


und  hieraue  lassen  sich  die  wesentlichsten  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Curve  ableiten. 

Wenn  der  Körper  oscillirt,  so  durchkreuzt  er  nach  (16)  die 
^-Äse,  wenn  ^'  =z  0  ist,  also  in  den  äussersten  Lagen,  y  er- 
reicht abwechselnd  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  wenn  * 
durch  0  geht.  Die  Bahncurve  hat  einen  Wendepunkt,  wenn 
*'  ^  0  ist,  und  sie  hat,  wenn  0  die  AmpHtude  der  Schwingung 
ist,  noch  weitere  Wendepunkte,  wenn 

ist,    weil    dann    h  cos^^S'  —  asin'^'^    im  Verlauf   der  Bewegung 
Null  wird. 

Wenn  Tollständige  Umwälzungen   stattfinden,  so  ändert  %■' 

sein  Vorzeichen  nicht,   es  geht   also   die  Curve   nicht  durch   die 

Fig.  54. 


a:-Axe.  Sie  erreicht  ihren  höchsten  und  tiefsten  Stand  (/„^und 
i/i,  wenn  sich  %■  um  ein  Vielfaches  von  sr^von  0  oder  von  \% 
unterscheidet.  Die  Curve  hat  Wendepunkte,  wenn  tg^^  =^  hia 
ist,  und  für  die  höchsten  und  tiefsten  Stellen  ist 


Clin  _ 


fl'o  (a  —  &)  ffl 
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Da  d'i  >.  &[  und  a  >  i,  so  ist  hiernach  die  Curve  an  dem 
höchsten  Punkte  stärker  gekrümmt,  ah  an  dem  tiefsten.  Die 
Figuren   54  und   55  geben  ein   ungefähres  Bild   von   dieser  Be- 


Die  gleichzeitige  Bewegung  mehrerer  starrer  K.örper  in 
einer  Flüssigkeit  bietet  selbst  unter  den  einfachsten  Voraus- 
setzungen der  mathematischen  Behandlung  grosse  Schwierigkeiten. 
Am  leichtesten  zugänglich  ist  die  Bewegung  zweier  Kugeln, 
die  in  Folge  der  hydrodynamischen  Druckkräfte  Anziehungen  auf 
einander  auszuüben  scheinen,  die  von  Bjerknes  auch  experi- 
mentell nachgewiesen  sind,  auch  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Radien  der  Kugeln  pulsirende  Veränderungen  erleiden.  (Vor- 
lesungen über  hydrodynamische  Fernkräfte  nach  C.  A.  Bjerknes' 
Theorie  von  V.  Bjerknes,  Bd.  I,  Leipzig  1900.) 

Die  mathematische  Theorie  der  Bewegung  unveränderlicher 
Kugeln  in  der  Flüssigkeit  ist  eingehend  untersucht  von  C.  Neu- 
mann (Hydrodynamische  Untersuchungen, 
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Grenzbedingung  an  Unstetigkeitsilächen. 

Die  DiiFerentialgleichung  ^qo  =  0,  Ton  der  das  GeschwiEdig- 
keitspotential  ip  der  wirbelfreien  Bewegung  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  abhängt,  ist  dieselbe,  von  der  das  Potential  einer 
stationären  elektrischen  Strömung  abliängt.  Trotzdem  zeigen  die 
beiden  Arten  der  Bewegung  einen  sehr  wesentlichen  Unterschied, 
der  erst  durch  HelmhoUz  mit  den  Formeln  der  Theorie  in 
Einklang  gebracht  worden  ist '). 

Wenn  nämlich  ein  räumlich  ausgedehnter  Leiter  von  elektri- 
sclien  Strömungen  durchflössen  ist,  so  giebt  es  niemals  einen 
Theil  des  Leiters,  der  stromfrei  wäre.  Die  Strömungen  verbreiten 
sich  von  den  Elektroden  aus  nach  allen  Theilen  des  Leiters, 
Bei  den  Flüssigkeitsbewegungen  ist  das  anders.  Wenn  z.  B. 
einem  Strome  der  Flüssigkeit  eine  Wand  mit  einer  engen  Oeff- 
nung  entgegengestellt  *ird,  so  wird  sich  der  Strom  hinter  dieser 
Oeffnung  nicht  sofort  allseitig  ausbreiten,  sondern  die  Flüssig- 
keit wird  in  einem  Strahle,  dessen  Querschnitt  kleiner  wird 
als  die  Fläche  der  Oeffnung,  aus  dieser  heraustreten. 

Dass  Bewegungen  der  ersten  Art,  wie  sie  bei  elektrischen 
Strömen  vorkommen,  bei  Flüssigkeiten  unmöglich  sind,  hat  darin 

')  Helmholtz:  Ueber  diBcontinuirliclie  Flüssig'keitabeweguEgen. 
Monateb erlebte  der  Berliner  Akademie  vom  23.  AprU  1868. 

Kirchboff:  Zur  Theorie  freier  Flüesigkeitsstrahlea.  Crelie'a  Journal, 
Bd.  70  (1869). 
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seinen  Grund,  dass  da,  wo  die  Flüsaigkeit  um  eine  scharfe  Kante 
herumströmen  würde,  die  Geschwindigkeit  unendlich  gross  und 
damit  der  Druck  negativ  unendlich  werden  miisste,  während  ein 
negativer  Druck  gar  nicht  oder  doch  nur  his  zu  einer  gewissen 
Grösse  möglich  ist  (§.  144).  Dagegen  sind  bei  Flüssigkeiten  nach  der 
Theorie  auch  Bewegungen  möglich,  bei  denen  die  Geschwindig- 
keit eine  unstetige  Function  des  Ortes  ist,  und  von  dieser  Art 
ist  der  Ausfluss  eines  Strahles  aus  einer  Oeffnung.  Wir  haben 
zunächst  die  Grenzbedingung  für  eine  solche  Unstetigkeitsflache 
aufzusuchen.  "Wir  beschränken  uns  der  Einfachheit  halber  auf 
die  Betrachtung  wirbelfreier  stationärer  Bewegungen 
incompressibler  Flüssigkeiten. 

Wir  gehen  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung   §.   148   (5): 

in  der  <p  das  Geachwindigkeitspotential,  V  das  Potential  der 
äusseren  Kräfte  und  C  eine  Conetante  oder  eine  Function  der 
Zeit  allein  bedeutet.  Nehmen  wir  q  ^=  l  an  und  bezeichnen  mit 
V  die  Geschwindigkeit,  so  können  wir  diese  Gleichung  für  den 
stationären  Fall,  wo  d<p/dt  =  0  ist,  ao  darstellen: 

(2)  ^  +  i„.=  r+G 

Das  Potential  V  setzen  wir  als  stetige  Function  des 
Ortes  voraus.  Wenn  nun  v  an  einer  Fläche  unstetig  ist,  so 
denken    wir    uns    einen    El emeutarcy linder  -pig,  5G. 

vom   Volumen    äo  dv,    dessen    beide    End-  v 

flächen  rfo  zu  beiden  Seiten   der  Unstetig- 
keitsflache liegen  (Fig.  56).     ünt^rscheideii  " 
wir    die    Werthe,    die    eine    Function    auf 
beiden    Seiten   der  Unstetigkeitsflache   hat, 
durch  die  Indices  1  und  2,  so  ist  nach  der 


(3)  Fl  =  F,. 

Ist  N  die  NormalcoDiponente  der  Geschwindigkeit  (von  1 
nach  2  positiv  gerechnet),  so  ist,  wenn  wir  dv  in  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  von  äo  als  unendlich  klein  annehmen,  die  in 
der  Zeiteinheit  in  das  Element  einströmende  Flüssigkeitsmenge 
{Ni  —  N2)do,  und  da  diese  Grösse  verschwinden  muss,  so  ist 
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(4)  N^  =  N^  ■}■ 

Die  Druckkraft,  die  auf  das  Element  wirkt,  ist  (^^  —  P-i)<io- 
und  folglich  wirkt  auf  die  Masaeneinheit  die  Druckkraft  (2>i  —  Pi)/  dv. 
Da  diese  Druckkraft  aber  nicht  unendlich  sein  kann,  so  muss 

(5)  J"!   =  P2 

sein.    Hieraus  ergiebt  sich  nach  der  Formel  (2),  in  der  die  Con- 
stante  G  auf  beiden  Seiten  verBchiedene  Werthe  haben  kann: 

(6)  v^  ~  d|  =  Const. 

"Wenn  also  angenommen  wird,  dass  die  Flüssigkeit  auf  der 
Seite  2  der  ünstetigkeitsüäche  in  Ruhe  sei,  so  folgt  aus  (4) 

(7)  IVi  =  0, 
und  aus  (6) 

(8)  v^  =  Conat. 

Da  also  die  Normalcomponente  auch  auf  der  Seite  der  be- 
wegten Flüssigkeit  Null  ist,  so  findet  die  Strömung  längs  der 
Unstetigkeitsfläche  nur  in  tangentialer  Richtung  statt,  und  wegen 
(8)  ist  die  Geschwindigkeit  über  die  ganze  Fläche  constant"). 


§■  169. 
Zweidimensionale  Bewegungen. 

Wir  schaffen  uns  Fälle,  in  denen  die  Integration  möglich  ist, 
durch  dasselbe  Mittel,  das  wir  im  ersten  Bande  mehrfach  auf 
elektrische  Probleme  angewandt  haben,    indem    wir    annehmen, 

')  Dies  würde  andera  sein  bei  Gasen,  wo  dip  Dichtigkeit  la  derselben 
Elacte  vmBtatig  lem  kana  (veigl   Ab^chiiitt  XXll] 

">  Wir  haben  hier  nicht,  wie  es  gewutnlicb  geanhiebt  T  =r  0  an- 
genommea  und  Bind  zu  Grenzbeding ungeii  gelangt  die  lon  T  unabhängig 
sind  4ndeis  wurde  es  aem  wenn  zu  beiden  Seiten  der  ünstttigkeitsflaohe 
veiBuhiedene  Diehtiffl  eiten  waren  So  eigeben  sich  s-  B  fui  den  in  der 
Luft  uder  im  leeren  Eaam  austretenden  Strahl  diP  Bedinf,ungen  lui  die 
Obeiflaclie  des  Stiahles,  dass  der  Druck  p  conatant  und  /^ar  gleit.h  dem 
äusseren  Dmoke  (itmo'.pliaiendiuck  oder  Null)  sein  mu«  da^a  die  Normal- 
componente  der  Gestiwmdigkeit  Null  se  n  muss  und  da-.'- 

-  u'  ^  F  -|-  const. 

sei.     Die  Schwierigkeit,  die  die  Integration  bietet,  besteht  darin,  dass   die 
Grenze,  an  der  diese  Bedingungen  gelten  sollen,  niclit  gegeben  ist. 
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dass  die  gesuchten  Functionen  nur  von  zwei  Variablen  x,  y  ab- 
hängen, dasa  also  der  Zustand  der  Flüssigkeit  an  allen  Stellen 
einer  jeden  zur  xy-F.hene  senkrechten  Geraden  derselbe  sei. 
Dann  können  wir  die  Hülfamittel  der  Functionentheorie  nutzbar 
machen. 

Ist  nämlich  ip  nur  von  x,  y  abhängig,  so  besagt  die  Glei- 
chung z/  g)  =3  0,  daSB  (p  der  reelle  Theil  einer  Function 

(1)  i  =  T  +  >*=/W 

des  complexen  Argumentes 

(2)  £  =  a:  -f  i)/i) 
ist,  wenn  t/j  aus  den  Gleichungen 

'■■'  dx        dy'         dy  dx 

bestimmt  wird.  Wir  erhalten  in  der  «j^-Ebene  zwei  orthogonale 
Curvenschaaren  9  ^  const.  und  i/»  ^  const.,  von  denen  die  erste 
die  Aeq_uipotentialourT6n,  die  zweite  die  Stroracurven  ent- 
hält. Alle  Linien  in  der  a;j/-Ebene  sind  die  Spuren  von  Cylinder- 
flächen  im  Kaume. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  die  bewegte  Flüssigkeit 
theils  von  festen  Wänden,  tbeils  von  freien  Grenzen  be- 
grenzt ist,  wobei  unter  freien  Grenzen  solche  Flächen  im  Räume 
oder  Curven  in  der  a^jz-Ebene  zu  verstehen  sind,  wo  der  Strom 
unmittelbar  an  ruhender  Flüssigkeit  herfiiesst.  Das  Flächen- 
gebiet in  der  xy-Ehene,  das  von  der  bewegten  Flüssigkeit  über- 
deckt ist,  nennen  wir  die  Fläche  Z. 

Die  Bewegung  in  diesem  Gebiete  Z  ist  durch  das  Ge- 
echwindigkeitspotential  qo  bestimmt.  Ist  Z  mehrfach  zusammen- 
hängend, so  kann  (p  raehriverthig  sein,  es  wird  dann  einwerthig 
in  einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiete  Z',  das  durch 
Querschnitte  aus  Z  entstanden  ist;  weil  aber  die  Differential- 
quotienten  dq)ldx,  8y/8i/. in zf einwerthig  und  stetig  sein  müssen, 
80  ist  95  selbst  an  den  Querschnitten  entweder  stetig  oder  hat 
zu  beiden  Seiten  constante  Werthdifferenzen. 

Die  Function  i/)  wird  aus  cp  durch  eine  Quadratur  abgeleitet ; 


*  =  KI?^'-r/4 


*erweeliBela  mit  der  dritten  itaui 
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auch   ii  kann   an  den  Querschnitten  constante  Werthdifferenzen 
erhalten,  und  zwar  auch  dann,  wenn  (p  daselbst  stetig  ist. 

Betrachten  wir  95  und  ip  als  Coordinaten  in  einer  x-Ebene, 
so  erhalten  wir  ein  conformes  Abbild  X  des  Flächenstückea 
Z.  Während  aber  Z  seiner  Bedeutung  nach  über  der  ^-Ebene 
einfach  ausgebreitet  ist,  kann  X  die  ^-Ebene  auch  mehrtach  be- 
decken. 

1.  Da  die  Begrenzung  von  Z  immer  durch  Strom- 
linien   gebildet   ist,    so   kann    die   Begrenzung 
von   X  nur  aus   geraden   Linien   bestehen,   die 
der  qs-Axe  parallel  sind. 
Die  festen  Grenzen  des  Gebietes  Z  sind  durch   die  Aufgabe 
selbst  gegeben.    Für  sie  ist  die  einzige  Grenzbedingung  ip  =  const. 
Die  freien  Grenzen  dagegen  sind  nicht  gegeben,   sondern  aollen 
erst  bestimmt  werden.     Für  sie  haben  wir  noch  die  Bedingung, 
dasB   die   Geschwindigkeit  constant   sein   soll.     Führen    wir  also 
noch    eine    dritte    complexe  Variable    io^:=u-\-iv    ein,   deren 
reeller  Theil  u  die  x-Componente,  während  der  Coefflcient  v  YOn 
i  die  mit  negativem  Zeichen   genommene   i/-ComponentB 
der  Geschwindigkeit  ist,  also: 

'■■'  "^  ~^  dx~  dy'         ^"        dy^dx' 

so  ist 

(5,  »  =  .  +  „  =  «Jtti*)  =  ^;, 

und  die  Grenzhedingung   für  die   freien   Grenzen  besteht   darin, 
dass  der  absolute  Werth  von  w 


(6)  1«.|=V«'  +  »' 

constant  sein  muss. 

Wir  erhalten  also  auch  in  der  t«- Ebene  ein  conformes  Ab- 
bild W  von  Z  und  X,  in  welchem  den  freien  Grenzen 
Stücke  von  coneentrischen  Kreisen  entsprechen, 
deren  Mittelpunkt  im  Coordinatenanfangspunkte 
M)  =  0  liegt. 

Dagegen  ist  über  die  Gestalt  der  Begrenzungsstücke  von  W, 
die  den  festen  Grenzen  entsprechen,  im  Allgemeinen  nichts  be- 
kannt. Wenn  man  also  lösbare  Aufgaben  finden  will,  so  muss 
man  das  Flächenstück  W  beliebig  annehmen,  und  erhält  dann 
darch  conforme  Abbildung  das  Mächenstück  Z,  bei  dem  die  Be- 
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grenzungstheile ,  denen  in  der  Fläche  W  Kreise  um  den  Null- 
punkt entsprechen,  freie  Grenzen  sein  können,  während  die 
übrigen  Begrenzungstheile  Yon  Z  feste  Grenzen  sind. 

Nur  in  einem  Falle  können  wir  die  Natur  der  Begrenzungs- 
linien  in  W  von  vornherein  angeben.  Denken  wir  uns  nämlich 
eine  feste  Grenze  der  Fläche  Z  dadurch  gegeben,  dass  y  eine 
gegebene  Function  von  x  ist,  so  ist  an  dieser  Grenze  i^  =  const, 
also 

dx       dx  d  y  ' 

oder  nach  (4) 

m  '  +  .4'  =  »- 

Wenn  nun   die  Begrenzung  von  Z,   um   die.  es  sich  handelt, 
geradlinig  ist,   so  ist  dy/dx  =  w   constant,   und   wir  erhalten 
aus  (7) 
(8)  v^KU^O. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  vom  Nullpunkt  aus- 
laufenden geraden  Linie  in  der  TT'-Ebene. 

2.  Wenn  also  die  festen  Grenzen  in   der  .s-Ebeue 
gerade  Linien  sind,  so  ist  die  Begrenzung  von 
W  gebildet    durch    concentrische   Kreise    und 
radiale  Linien. 
Die  Begrenzung  von  X  ist  ihrer  Natur  nach   ebenfalls   be- 
kannt (parallele  gerade  Linien)  und  wir  erhalten  also  zur  Be- 
stimmung der  Abhängigkeit  zwischen  %  und  w  ein  Abbildungs- 
problena.    Ist  dieses  gelöst,  also  w  als  Function  von  x  bestimmt, 
so  erhält  man.  aus  (5)  s  durch  eine  Quadratur; 

gleichfalls  als  Function  von  x-  ^^  sind  also  hier  nicht  direct 
fp  und  f  als  Functionen  von  x,  y  bestimmt,  sondern  umgekehrt 
X,  y  als  Function  von  (f  und  i^.  Um  aber  die  Stromlinien,  und 
damit  also  auch  die  Grenzen  von  Z  zu  erhalten,  hat  man  i/i 
gleich  einer  Constanten  zu  setzen,  und  erhält  dann  die  Curve  in 
sogenannter  „Parameterdarstelinng",  d.  h.  x  und  y  als  Functionen 
einer  Variablen  9. 

Die  Gleichung  §.  168  (2)  ergiebt  hier 
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und  sie  zeigt,  dasa,  wenn  w  unendlich  wird,  der  Druck  p  nega- 
tiv unendlich  wird,  was  oicht  zulässig  ist.     Hieraus  folgt: 

3.  Das  Flächenstück  W  darf  nur  einen  endliehen 
Theil  der  w-Ebene  hedecken. 

Es  ist  aber  nicht  ausgeschlossen,  dass  W  Theile  der  w-Ebene 
mehrfach  bedeckt.  Die  Function  w  ist  in  Z  überall  stetig  und 
eindeutig,  und  wenn  also  Z  mehrfach  zusammenhängend  ist, 
so  muss  W  dieselbe  Ordnung  des  Zusammenhanges  haben. 

Wenn  auf  der  Begrenzung  von  Z  bei  einem  Punkte  g  ^  c 
eine  Ecke  vom  Winkel  an  vorkommt,  so  lässt  sich  die  Function 
%  in  der  Umgebung  des  Punktes  s  ^^  c  nach  Potenzen  von 
(«  —  cf!"  entwickeln,     Ist  aber 

so  folgt 

(10)  tv  =  ^{s  —  c)~~'-i 

Ist  die  Ecke  gegen  die  strömende  Flüssigkeit  convex,  so  ist 
K  grösser  als  1,  und  w  wird  nach  (10)  unendlich  bei  e  =  c. 
Dies  darf  nicht  vorkommen, 

4.  Wenn  daher  die  feste  Wand,  an  der  die  Flüssig- 
keit zu  bleiben  gezwungen  ist,   eine   gegen   die 
Flüssigkeit    convexe   Ecke    hat,    so    muss    von 
dieser  eine  freie  Grenze  auslaufen. 
Die  Fläche  Z  kann  sich  nach  verschiedenen  Seiten  ins  Un- 
endliche erstrecken.    Den  verschiedenen  Zweigen  im  Unendlichen 
werden  verschiedene  Geschwindigkeiten,  also  verschiedene  Punkte 
in   der  wi-Ebene  entsprechen.     Ist  irgendwo   die   Flüssigkeit  in 
Ruhe,   so   entspricht   dieser   Stelle   der  Nullpunkt  der  mj- Ebene. 
Dies  findet,  wie  man  aus    der  Formel   (10)  für  w  <;  1   ersieht, 
immer  an  solchen  Stellen  statt,  wo  die  Grenze  eine  concave  Ecke 
gegen  die  Flüssigkeit  bildet. 

5.  Eine   gegen  die  Flüssigkeit   concave   Ecke   der 

festen   Grenzen   wird   also    im   Nullpunkte   der 

M7-Ebene  abgebildet. 

Wenn  in  einem  inneren  Punkte  w  =  0  ist,  so  ist  ein  solcher 

Punkt  ein  Kreuzungspunkt.    Die  Strömung  hat  den  Charakter, 

■wie  er  auf  Seite  435  des  ersten  Bandes  dargestellt  ist.    Ist  .a  =  c 
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ein    solcher   Punkt,    so    hat    die   Entwickelung   von  %   in  seiner 
Umgebung  die  Form 

z  =  Zu  +  %\{ß  —  c)'H — 

und  der  Punkt  %  ^  Xo  ist   ein  Verzweigungspuukt  in   der 
X-Ebene. 

6.  Wenn  also  dem  Nullpunkt  der  w-Ebene  ein 
Punkt  im  Endlichen  der  g^-Ebene  im  Inneren 
von  Z  entspricht,  so  entspricht  ihm  in  der 
X-Ebene  ein  Verzweigungspunkt. 

Wenn  %  unendlich  wird,  so  muss  nothwendig  s  unendlich 
sein,  da  in  jedem  endlichen  Punkte  ein  endliches  Geschwindig- 
keitspotential vorhanden  ist.  Wird  s  für  eioen  anderen  Werth 
von  X  nnendlich,  so  ist  da  auch  ds/dx  unendlich,  und  folglich 
dx/dg  ^  w  =  0. 

Also  können  wir  noch  beifügen: 

7.  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Fläche  Z  ent- 
sprechen entweder  dem  Punkte  %  =  cd  oder 
dem  Punkte  w  ^  0. 


§.  170. 
Beispiel  I. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  für  das  Flächenstück  W 
den  Einheitskreis  in  der  w- Ebene.  Wir  erhalten  dann  in  der 
:e-Ebene  eine  freie  Grenze  und  keine  festen  Grenzen. 

Da  der  Punkt  m)  =:  0  dem  Inneren  des  Gebietes  W  an- 
gehört, 30  müssen  wir  in  dem  Flächenstück  X  einen  Ver- 
zweigungspunkt annehmen.  Wir  legen  diesen  Verzweigungs- 
punkt  auf  die  imaginäre  Axe  der  ^-Ebene  in  den  Punkt 

cp  ^  0,  ip  ^^  i 

und  nehmen  für  die  Fläche  X  die  doppelt  bedeckte  Halb- 
ebene  in  der  ^-Ebene,  in  der  i|>  positive  Werthe  hat.  Die 
beiden  (im  Unendlichen  zusammenhängenden)  Linien  i/i  ^  0 
sollen  der  Begrenzung  von  W  entsprechen.  Wir  denken  uns  die 
X-Ebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  mit  einer  Doppeliläche  X' 
überdeckt,  die  in  den  beiden  Punkten  x  =  i  '  j^  einen  Ver- 
zweigungspuokt  hat    Diese  Doppelflächo,  deren  beide  Blätter  im 
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Unendlichen  nicht  zusammenhängen,  ist  einfach  zusammen- 
hängend. 

Wir  haben  im  §.  51  des  ersten  Bandes  die  Abbildung  eines 
Kreises  auf  eine  einfache  Halbebene  kennen  gelernt.  Danach  ist, 
wenn  wir  eine  neue  oomplese  Variable 

t  =  S  +  i'l 
einführen  und 

(1)  ,  »  =  1J;| 

setzen,  der  absolute  Werth  von  iv  gleich  1,  wenn  g  rein  imaginär 
ist.  Es  ist  w  ^  0,  wenn  t  =  —  li  und  w  =  co,  wenn  ^  ^=  -\-  1 
ist,  und  folglich  ist  der  Einheitskreis  W  auf  die  Halbebene  g  ab- 
gebildet, in  der  |  negativ  ist.  Wir  erhalten  also  die  Abbildung 
von  W  auf  die  Fläche  X,  wenn  wir  die  einfache  ^-Ebene  so  auf 
die  doppelte  z- Ebene  abbilden,  dass  rein  imaginären  Werthen 
von  i  reelle  Werthe  von  %  entsprechen,  und  dass  den  Punkten 
5  :=  :+:  1  die  Punkte  y^  r:^  +  i  als  Verzweigungspunktc  der 
X-Ebene  entsprechen.  Diese  Abbildung  aber  wird  vermittelt  durch 
folgende  Substitution: 

oder  nach  %  aufgelöst; 

(3)  ^  =  -''-^- 

Es  ist  also  X  =  oa  für  ^  ^^  0  und  ^  :=  a>,  und  es  ist  ;k  ^^  0 
für  £  ==  ±  l 

Um  nun  ^  als  Function  von  x  ^^^  bestimmen,  bat  man  die 
Formel 


^^  =  ^^]/f^ 


zu  integriren,  und  erhält,  wenn  man  die  Constante  so  wählt,  dass 
Ä  für  z  =^  *  verschwindet: 

(5)  ,  =  »'FT^  +  i  log  fe_+,i  ii, 

und  der  Logarithmus  ist  dann  durch  die  Bedingung,  dass  sein 
imaginärer  Theil  zwischen  —  iz  und  -{-in  liegen  soll,  in  der 
ganzen    Fläche    X    eindeutig   bestimmt    [weil   i/.'   in   der   ganzen 
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Fläche  X  nicht  negativ  und  folglich  i  (yx^  +  1  -|~  x)  nicht  reell 
und  positiv  ist]. 

Wir  erhalten  aus  (5)  die  Gleichungen  der  freien  Grenze, 
wenn  wir  %  =  tp  reell  annehmen,  und  erhalten  für  die  beiden 
Vorzeichen  der  Wurzel  zwei  symmetrisch  gelegene  Curvenzweige, 
deren  Bilder  die  beiden  Geraden  if-  =  0  in   der   Fläche  X.  sind: 


(6) 


■-fr +  1  +  1, 

'  log  (y  if  •  +  T + 

\-  1  positiv  zu  nelimen  ist. 


y  =        log(y9)a-|_  l  —  (p\ 


worin  y^ 

Da  die  Strömung  die  Richtung   der  wachsenden   if   hat,  i 
ist  sie,  wie  der  Ausdruck  äy  =^  ■:^  d(pl'^  ip^  -\-  1  zeigt,   auf  dem 
ersten  Zweig  von  negativen   zu   positiven,   auf  dem   zweiten   von 
Fig.  57.  Fig.  58, 


positiven  zu  negativen  y  gerichtet  Der  Coordinatenanfangspunkt 
in  der  a;;/-Ebene  ist  der  Punkt,  in  dem  die  Geschwindigkeit 
Null  ist;  ihm  entspricht  in  der  Fläche  X  ein  Verzweigungspunkt, 
in  dem  x  ^  *  ist,  nnd  in  seiner  Umgehung  hat  die  Strömung  die 
in  der  Fig.  57  durch  die  Pfeile  angedeutete  Richtung. 

Den  Linien  9  =  0,  V  >  1  in  beiden  Blättern  der  Fläche  X 
entspricht  in  der  s-Ebene  die  positive  und  negative  i/-Axe.  Den 
beiden  Strecken  q>  =  0,O<;i(i<;i  entsprechen  die  Strecken 
Oa  und  Oa'  der  3;-Äxe,  deren  Enden  die  i 


:0+f) 
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Allgemeinere  Fälle  dieser  BeweguEg  kann  man  bilden,  wenn 
man  in  X  statt  eines  einfachen  einen  wfachen  Verzweigungs- 
punkt  annimmt.     Ea  ist  dann  zu  setzen: 

und  man  erhält  die  Gleichungen  der  freien  Grenze  aus  dem  Integral: 

macht  man  die  Substitution 

<f)  =  cotang^,  d(p  =  —  ^^j;^' 

so  ergiebt  sich 


sin^'ö' 


Die  Curve  besteht  hier  aus  w  congruenten  Zweigen,  die 
durch  Drehung  um  den  Winkel  ^a/n  in  einander  übergehen 
(in  Fig.  58  a.  v.  S.  ist  w  =  3  i 


§-   171. 
Beispiel  IL 

Wenn  wir  in  der  w-Ebene  irgend  eine  Figur  W  nehmen, 
die  von  coneentrischen  Kreisbögen  und  radialen  Linien  begrenzt 
ist,  und  diese  Figur  auf  die  einfache  Halbebene  %  abbilden,  so 
erbalten  wir  in  der  ^- Ebene  einen  Flüssigkeitsstrom ,  der  eine 
einzige  Linie  zur  Grenze  hat,  längs  der  die  Strömung  aus  dem 
Unendlichen  ins  Unendliche  überall  in  demselben  Sinne  erfolgt. 
Diese  Grenze  ist  theils  aus  geradlinigen  festen,  theils  aus  freien 
Grenzen  gebildet,  entsprechend  den  radialen  und  den  kreis- 
förmigen Begrenzungsstücken. 

Interessantere  Fälle  erhält  man  aber,  wenn  man  eine  solche 
Figur  nicht  auf  die  ganne  jj-Halbebene,  sondern   nur   auf  einen 
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Theil  Ton  ihr  abbildet,  und  da  die  Begrenzung  in  der  ^-Ebene 
immer  durch  parallele  Gerade  gebildet  sein  muss,  so  ist  hier  der 
einfacbate  Fall,  der  zugleich  die  meisten  der  bisher  gemachten 
Anwendungen  umfasst,  der,  dass  wir  einen  Streifen,  der  von  zwei 
zur  reellen  Äxe  parallelen  Geraden  begrenzt  ist,  ala  Fläche  X 
wählen.  Durch  Verfügung  über  die  Einheiten  können  wir  er- 
reichen, dass  die  Grenzen  eines  solchen  Streifens  durch  die  beiden 
Geraden  if^  =  0  und  i^  =  ir  gebildet  sind  (Fig.  62,  63,  S.  460). 
Diesen  Streifen  können  wir  zunächst  auf  eine  Halbebene  X,  in 
einer  %i -Ebene  abbilden,  wenn  wir  setzen: 


Ci) 


Xi  = 


i-\-i'l>i 


Den  beiden  Grenzen  des  Streifens  %  entspricht  die  Axe  der 
reellen  Xn  ^^^  zwar  der  Linie  tfi  =  0  die  positiven,  der  Linie 
i/i  =  IT  die  negativen  Wertbe  von   tp^.    Die  Punkte  0  und   co  in 


(2) 


der  Xi-Ebene  entsprochen  negativ  und  positiv 
von  cp.     Verstehen  wir  noch  unter  Ä,  B,  C,  . 
und  setzen 

SO  erhalten  wir  ein  weiteres  Abbild  X^  v 
die  Constanten  so  wählen,  dass  drei  beliebig  gegebenen  reellen 
Werthen  von  ^i  drei  ebenfalls  beliebig  gegebene  reelle  Werthe 
von  x^  entsprechen. 


endlichen  Werthen 
,  D  reelle  Constanten 


.  Xi,  und  wir  können 


Yjg.  59. 


¥ig.  60. 


Für  die  Fläche  W  wollen  wir  zunächst  einen  Kreissector 
a,  b,  e  annehmen,  der  von  einem  Bogen  bc  des  Einheitskreises 
und  zweiRadien  «6,  ac  begrenzt  ist  (Fig. 59).  Ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  können  wir  annehmen,  dass  der  eine  dieser 
Radien  in  die  M-Axe  falle. 

Den  Winkel  des  Kreissectors  bei  a  bezeichnen  wir  mit  air 

Da  wir  in  der  Fläche  X  keinen  Verzweigungspunkt  haben,  so 

muss  w  =  0  einem  unendlichen  Werth  von  %  entsprechen  (§.169,6.), 
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und  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Flüssigkeit  von  daher  strömt, 
ao  haben  wir  die  Bedingung: 

(3)  für  w  r=  0     ist     X  =  —  w  1     Zi  =  0. 

Wenn  der  Strahl  ins  Unendliche  abfliessen  soll,  so  können 
wir  auf  dem  Kreisbogen  einen  beliebigen  Punkt  g  annehmen, 
in  dem  ^  ^  -J-  o^  werden  soll.    Also  haben  wir 

(4)  furtum  3     ist     ;c^+co,     Xi  =  *■ 

Wir  können  die  Aufgabe  weiter  dadurch  vereinfachen,  dass 
wir  den  Kreissector  (a,  ö,  c)  auf  einen  Halbkreis  1^^  abbilden 
durch  die  Substitution 

(5)  w  =  ivX, 

und  es  bleibt  uns  also  die  Aufgabe,   den  Halbkreis  W-i   auf  die 

Halbebene  Xi  abzubilden.     Wir  suchen  zunächst  eine  Abbildung 

%.,,   bei   der   den  Punkten    6,   c,    d.   h.   -ii/i  =  i  1    die   Werthe 

Fig,  61, 


^3  ^  +  1  und  dem  Punkt  Wi  ^  0  der  Punkt  ^i  =  <^  entspricht. 
Wir  wollen  die  Function  w^  dadurch  über  die  ganze  Xs- Ebene 
ausdehnen,  dass  wir  zwei  symmetrisch  gelegenen  Punkten  ^^i  z's 
zwei  harmoiiisehe  Pole  tß^,  w'\  entsprechen  lassen.  Diese  Function 
ist  dann  an  bc  (Fig.  61)  stetig,  während  an  den  Strecken  ah 
und  ac  die  Beziehung  wj  ^^=  1/'W|  besteht.  Folglich  ist  die 
Function 

"^  +  k 

in  der  ganzen  ;K2-Ebene  stetig  und  also  eine  rationale  Function 
von   j;^-     Sie   wird   nur   unendlich   in    der    ersten   Ordnung    für 
;(,  =^  CO   und  wird  gleich  +  1  für  v)^  ^  -^\. 
Daraus  folgt: 

und  daraus: 

(7)  wi  =  j:2  +  i  %l  —  1- 
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Daraus   leiten    wir   mittelst    der   Bedingungen    (3),    (4)    die 
Function  %i  her,  nämlich 


worin  g  ^  g'^  und  C  eine  Constante  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Bogen  (bg)  (Fig.  59)  mit  7,  so  können  wir 

(9)  y  =  e-^        g,^e'y^  =  e^ 
setzen.     Für  die  Punkte  des  Kreisbogens  ist 

und  demnach  ergiebt  die  Formel  {8)1 

(10)  Zi  =        ^'  --  =    .    y  4-0    .    r  —  ^  ■ 

cos cos  —        sm  —p, sm  --„-  — 

au  lo.  1a, 

Da  %  reell  und  folglich  ^i  reell  und  positiv  sein  soll,  so 
lange  fl*  zwischen  0  und  y  liegt,  so  muss  die  Constante  C  reell 
und  positiv  sein. 

Um  s  als  Function  von  %  oder  von  tu  zu  erhalten,  wendet 
man  die  Formel  §.  169  (9)  an: 

w      "      w 
Fügt    man    noch    eine    ähnliche    Vergrossernng    oder    Ver- 
kleinerung der  Figur  in  der  ä- Ebene  hinzu,  so  kann  man  auch 
setzen 

tu 

worin  h  eine  reelle  Constante  bedeutet. 

Die  Einführung  von  lu,  als  unabhängige  Variable  ergiebt 
nach  (8): 

^     '  Wj-'  +  Wi  —  2  cos  ^i  MJi"  ■*■  ^ 

Für  die  freie  Grenze  kann  man  auch  die  Variable  %  an- 
wenden, und  findet: 

e~ '  ^  sin  —  ä^ 

(12)  d-z^h j-^^ ^, 

2  re  sm  '-—: sm  '—^ 


y  Google 


460  Einundawanzigster   AbBchnitt  g.  171. 

und  durch  Trennung   des  reellen   vom  imaginären  Bestandtheil : 

& 
cos  ö' sin    -  d  %■ 


(13) 


X  ^        h 


y  =  —  h 


2Ksm  -— f —  sm  ---■  ■ 


2  k  sin 


sin  S-  sin  —  rf  ö' 

"7+ 


2w 


sm  -  7:  — 


Ist  der  Zreiseector  abc  und  der  Punkt  g  gegeben,  so  findet 
man  die  Richtungen  der  festen  Grenzen  in  der  0- Ebene  nach 
§,  169  (8)  daraus,  dass  sie  mit  der  3;-Äxe  den  entgegengesetzten 

Fif[.  62,  Fig.  63. 


Winkel  bilden  müssen,  wie  der  entsprechende  Radius  ab  oder 
ac  mit  der  m-Axb,  und  ebenso  findet  man  die  Kichtung,  mit 
der   der    Strahl   ins   Unendliche   geht   aus  dyjäx  =  —  tang  y. 


Den  Punkt  h  in  der  ^^-Ebene  kann  man  in  den  Coordinatcn- 
anfangspunkt  legen,  indem  man  s  =  0  annimmt  für  w  =  1.  Der 
Punkt  c  in  der  5-Ehene  ist  aber  durch  a  und  y  bestimmt.  Man 
erhält  aus  (11)  durch  Integration 


(14) 


dw-i 


y  Google 


§.  171.  Jieispiel  R.  461 

wobei  der  Integrationsweg  im  Inneren  des  Halbkreises  W^  ver- 
laufen muss,  und  weder  den  Punkt  0  noch  den  Punkt  ^  be- 
rühren darf. 

Sind  die  festen  Wände  mit  ihren  Endpunkten  in  der  ^f-Ebene 
gegeben,  so  ist  dadurch  zunächst  a  direct  bestimmt,  und  aus 
(14)  erhält  man  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  y  iind  h. 

Das  Integral  (14)  kann  man  etwa  über  den  in  der  Fig.  6& 
mit  1  bezeichneten  Weg  nehmen.  Man  kann  es  statt  dessen 
Fig.  65. 


aber   auch   nach    dem    Cauchy'schen   Satze  über    den   Weg   2 

nehmen,   und   ein   um   den   Punkt  ^^  herum  geführtes  Integral 

hinzufügen.  Man  erhält  so,  wenn  man  der  Einfachheit  halber 
h  =  1  setzt  [Bd.  I,  §.  48,(2.)]: 

(15)  .,^..^-2;r.>r-+f'      /^"^  ^  ^'^ ^, 

^    ■>■      "         "  -fi        \    J  ^(jj-i -|- w,  —  2cos5'i  M)i"+^' 

wo  jetzt  das  Integral  über  den  Weg  (2)  zu  nehmen  ist.  Dieses 
Integral  kann  aber  in  ein  geradliniges  verwandelt  werden,  das 
von  —  1  bis  —  0:1  und  dann  von  -\~-  od  bis  -[-  1  geht.  Macht 
man  die  Substitution 

(16)  «''  =  1' 

SO  geht  t  auf  reellem  Wege  von  —  1  bis  -|-  1  und  man  erhält 
nach  (9) 

^  ß,=  —  2nie- 


Hierin  ist  die  Potenz  t"  fiir  positive  Werthe  von  t  reell  und 
positiv  zu  nehmen,  während  f^e""'  fiir  negative  (  reell  und 
positiv  ist  [nach  (16),  weil  loe-""*  aui  dem  Radius  ac  (Fig.  62) 
positiv  ist].  Man  kann  demnach  das  Integral  (17)  auch  eo  zer- 
legen : 
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(18)  s,  —  ^,=  ~  2%ic-iy 

t«-'  (;t_4_e-"Ai  I __;"-if/;^ 

f  4-  f-'  —  2cos  -^-  (-j-(-i-j-2cos- 

und  durch  Trennung  des  reellen  von  dem  imaginären  Bestandtlieil : 
Xi  —  Xt:  ■=  —  2re  3in  j'  -|-  cos  «  w  I f"— 'rf/. 


(  -j,  (-1  _  2cos  -^ 


Vb  —  ^-i  =  —  SjTcosy  —  sina?t —-f-^'^äi. 

t  4-  f-i  4-  2  cos  ^- 


§■  172. 
Besondere  Fälle. 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  die  Integrationen,  auf  die  wir 
im  vorigen  Paragraphen  die  Aufgabe  zurückgeführt  haben,  nicht 
weiter  reduciren.  Ist  aber  a  =  m/n  eine  rationale  Zahl,  so  er- 
hält man  aus  §.  171  (11),  wenn  man  h  ^r=  1  setzt,  und  die  Siib- 
stitution 

(1)  w,  ^f-" 
macht; 

C  t"  ■—  (-" 

(2)  s  =  —  « P"-'^  ät, 

J 
also  ein  Integral  einer  rationalen  Function  von  t.    Der  Ausdruck 
durch  Logarithmen  wird  aber  um  so  complicirter,  je  grösser  die 
ganzen  Zahlen  m  und  n  sind. 
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Um  den  einfachsten  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir  k  ^  1, 
also  m  =  n  =^  1,  w  =  Wi  =:  t~',  und  erhalten  durch  Integration 
mittelst  Zerlegung  in  Partialhriiche : 

(3)  3  =  -  (  -  ^log(f-p)  -  g~nog(t-'j-% 

and  hieraus   erhalt  man  die  Gleichungen  für  die   freie  Grenze, 

Aus  §.  171  (19)  ergiebt  sich  für  diesen  Fall 

(4)  Xi  —  Xc  ^=  —  2  —  TTsiny  —  2cosylogtang  ^, 
y^  —  i/c  =  —  2  3E  cos  f, 

und  es  ist  also,  wenn  y  zwischen  0  und  k/2  liegt,  yi,  =c  yci  und 

wenn   y    zwischen    7r/2  und  ir  liegt,   y^  >■  y>:-     Für    y  =  Jt/2    ist 

)/ft  =:  j/^.   Die  Differenz  Xj,  —  3!^  wird  für  y  ^  0  positiv  unendlich 

Fig.  6G.  Fig.  67. 


und  ist  negativ  für  y  =  ji/2  und  auch  noch  für  y  ^^  ^/i-  Die 
Figuren  66,  67  zeigen  die  Art  der  Strömung,  von  denen  die  erste 
etwa  für  y  =  ^/4,  die  zweite  für  y  =  3t/2  gilt. 

Der  Grenzfall  y  =  0  (ebenso  y  =z  jt)  bedarf  noch  einer  be- 
sonderen Betrachtung;  in  diesem  Falle  bleibt  nur  eine  ins 
unendliche  verlaufende  freie  Grenze  übrig.  Betrachten  wir  der 
Einfachheit  halber  nur  den  Fall  «  ^  1,  so  können  wir  das 
Resultat  aus  der  Formel  (3)  ableiten: 

(5)         g=z  -  i_  2log((^  1)  =  —  ^  _  21og--^^- 

So  lange  w  reell  ist,  und  zwischen  0  und  1  Hegt,  ist  s  =  a;  -j"  ^2/ 
reell,  und  x  geht  von  —  co  zu  -|-  co,  Ist  w  zwischen  0  und 
—  1  gelegen,  so  erhält  man  den  Werth  von  s,  wenn  man  einen 
Halbkreis  im  positiven  Sinne  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  und 
findet  also 

1         „ ,       1  —  iü  „ 

X  ^ ^  —  2  log --,      y  =  'In. 

Wenn  w  von  —  0  bis  —  1  geht,  so  geht  x  von  +  '^  '^'s 
1  —  2  log  2,  und  y  bleibt  constant  =1%.  Setzen  wir  endlieh 
w  =  e'*,   BD   ergeben    sich  die   Gleichungen  der  freien  Grenze: 
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-  cos  ■9'  - 


,er  Abschnitt. 


((') 


"2  log 


(2sin|), 


-  ». 


y  ^        sin  tf 

Für  &  ^  TT  wird  y  =:  2ii  und  x  =  1  —  2  log  2,  und  für 
d  ^^z  0  wird  a;  ^=  -|~  03  und  y  -=  ^.  Die  Strömung  wird  durch 
Fig.  68  -veranschauHolit. 

Fügt  man   das  Spiegelbild  dieser  Strömung   an   der  Ebene 
y  =  0  hinzu,  so  kann  man  die  feste  Grenze   ab   weglassen   und 
erhält  so  den  von  Helmholtz  zuerst  behandelten  Fall  (Fig.  69), 
Fig.  68.  Fig.  60. 


wo  ein  Flüsaigkeitsstrom  aus  einem  unendlichen  Behälter  in  einen 
von  zwei  parallelen  Wänden  begrenzten  Canal  einströmt. 

§,  173, 
Beispiel  lil. 

"Wir  betrachten  noch  einen  Fall,  in  dem  die  Geschwindigkeit 
im  ganzen  Felde  nirgends  verschwindet,  "Wir  nehmen  fiär  die 
Fläche  W  ein  Viereck,  was  von  zwei  concentriachen  Kreisbögen 
und  zwei  Radien  begrenzt  ist. 

Die  Figuren  70  bis  73  zeigen  die  Gestalt  der  Fläche  W  und 
ihre  Abbildung  auf  die  Flächen  X  und  X,  und  endlich  die 
wahre  Strömung  durch  die  Abbildung  in  der  ja-Ebene.  Ea  strömt 
hier  ein  aus  dem  Unendlichen  kommender  Strahl  in  einen  trichter- 
artig verengten  Canal,  den  er  mit  vergrösserter  Geschwindigkeit 
wieder  verlässt.  Die  analytische  Lösung  des  Problems  verlangt 
die  Abbildung  des  Vierecks  W  auf  eine  Xj-Halbebene,  Wenn  man 
diese  hat,  so  kann  man  durch  eine  lineare  Substitution  mit 
reellen  Coefticienten 


1) 


erreichen,  dass  den  Punkten  0  und  so  in  der  Xi -Ebene  die  ge- 
gebenen Punkte  g  und  e  entsprechen.  Dann  erhält  man  X  =  ^°SXi 
und  Ä  durch  Quadratur, 


y  Google 


§,  173. 


Beispiel  III. 


465 


Wir  beschränken   die   Aufgabe   nicbt  wesentlich,   wenn   wir 
annehmen,  dass  die  begrenzenden  Bögen  von  W  Halbkreise  seien, 
Fig.  70.  Fig.  71, 


■weil  wir  durch  die  Substitution  w  ^=  w\  andere  Fälle  auf  diesen 
zurückführen  können. 

Eine  solche  Halb- Ring  fläche  wollen   wir  so  auf  eine  i-Halb- 
ebene  abbilden,  daas  den  Punkten  ah  cd  die  Punkte 

*^+  1,        +  1/«,         -  l/^t,        —  1 
«ntsprechen,  worin   %  ein  echter  Bruch  ist  (Fig.  74,  75).    Diese 
Äbbildungs aufgäbe  ist  nahe  verwandt  mit  der,  die  wir  im  §.  143 
des   ersten  Bandes   behandelt  haben,   und  lässt   sich  wie   diese 
durch  Theta  -  Functionen    lösen.     Wir    wollen    hier    aber    einen 


y  Google 


466  Einundzwanzigster  AbBchniU,  g.  173. 

anderen  —  gewiss ermaasseii  den  umgekehrten  —  Weg  einachlagen, 
indem  wir  nicht  (  als  Function  von  w,  sondern  ib  als  Function 
von  t  darzustellen  suchen. 

Wenn  die  Abbiklung  gelungen  ist,  so  ist  w  als  Function  von 
(  für  die  obere  t-Halbebene  bestimmt.  Wir  setzen  diese  Function 
dadurch  auf  die  untere  Halbebene  fort,  dass  wir  conjugirt 
imaginären  Werthen  f,  i'  von  t  conjugirt  imaginäre  Werthe  lu,  iv' 
von  IV  entsprechen  lassen.  Dadurch  ist  w  für  alle  Werthe 
von  t  bestimmt.  Diese  Function  ist  in  der  ganzen  i-Ebeue  stetig, 
mit  Ausnahmo  der  den  Kreisbögen  entsprechenden  Strecken 

(-1,    +1)    u.icl    (-1/,,    »,    +^); 
auf  diesen  ist,  wenn  r-^^  und  r^  die  Radien  der  Kreise  sind: 
tv  w'  =  Ti     und    w  tv'  =  r^. 
Es  ist  also,  wenn  wir  längs  der  i-eellen  t-Axe,  wobei  r,  und 
r,  constaiit  bleiben,  differentiircn : 

rölogw rflogw' 

und  folglich  ist 

in  der  ganzen  i-Ebene  stetig  und  mithin  eine  rationale  Func- 
tion von  (. 

Da  w  in  der  ganzen  f-Ebene  nicht  verschwindet,  ao  kann 
0(t)  nur  in  den  Stellen  unendlich  werden,  in  denen  divjdt  un- 
endlich wird,  und  dies  kann  nur  eintreten  in  den  Verzweigungs- 
punkten dz  !>  i  l/K.  Es  ist  aber  z,  B.  die  Entwickelung  von  iv 
in  der  Umgebung  des  Punktes  1  von  der  Form: 

„  _  ,,  =  fYZ^t  [«.  +  «,  (1  -  ()  +  . . .], 

worin  a^  von  Null  verschieden  ist,  weil  einem  halben  Umlaufe 
in  der  i- Ebene  um  den  Punkt  1  ein  Viertel  Umlauf  um  den 
Punkt  a  in  der  w-Ebene  entspricht.    Daraus  aber  ergiebt  sich,  dass 

für  (  =:  1   endlich  bleibt.     Da  Aehnliches   für  die   anderen  drei 

Punkte  fc,  c,  d  gilt,  so  folgt,  dass 

(2)  (1  —  f^)Cl  —  Kn")®(0 

in  der  ganzen  f-Ebene  endlich  und  stetig  ist. 
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Für  t  =  üo  hat,  wie  aus  der  Symmetrie  hervorgeht,  w  den 
Werth  ?»"2,  und  da  dieser  Punkt  kein  Verzweiguugspunkt  ist, 
so  beginnt  die  Entwickelung  von  %o  —  ir^  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  t  mit  der  —  V^^  Potenz,  folglich  die  von  dw/dt  mit 
der  —  2*™  Potenz,  und  die  von  <P  (i)  mit  der  —  4'™  Potenz  von 
t  Die  Function  (2)  ist  also  im  Unendlichen  endlicli,  und  muss 
daher  gleich  einer  Constanten  C^  sein. 

Wir  erhalten  folglich  aus  (1): 

(3)  ^"ogj^^ ^ .^. 

^  '  dt  y(i  „  (a)(l„;(af3) 

Zur  Bestimmung  der  Constanteu  C  und  x  und  einer  additiven 
Constante  der  Integration  hat  man  die  zusammengehörigen  Werth e 

(  =  ±  1,  w  =  ±  ri, 

'  (  =  i  -,  w  =  ±  r,. 

Dazu  kommt  noch,  wie  man  wieder  aus  der  Symmetrie  schliesscn 
kann,  das  zusammengehörige  Werthepaar 
(5)  (  =  0,  io=ir,. 

Demnach  erhalten  wir 

(6)         log-;»-     "f         •" 


y(i  -  '■)  (1  - 

Setzt  man  noch  in  üblicher  Weise 
dt 


K  =     -.— 

V(i-i')(i  - 


(') 

iE'  = 


V  (1  —  i>)  (i  —  «•  (') 

und  bestimmt  die  Vorzeiciien  so,  dass  K  nad  K'   positiv   sind, 
60  folgt  aus  (4)  und  (6): 

iCK  =\, 

(8) 
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(9)  ^=log!:|,  e      ^    =^  =  ä. 

In  der  Bezeichnuiigsweise  der  elliptischen  Functionen  wird 
nach  (6) 

(10)  (  =  sinam  (^— log  ^j, 

woraus  man  Ausdrücke  für  (  durch  logwj   mit  Hülfe   der  Theta- 
Functionen  erhalten  kann. 

Hat  man  so  die  Abbildung  der  Fläche  W  auf  die  (-Ebene 
gefunden,  so  erhält  man  Xi  ^^^  lineare  gebrochene  Function  von 
t  und  endlich  %  und  e  nach  §.   171  (1)  und  §.   169  (9). 
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Zweiundzwanzigster  Abscliuitt. 
Fortpflanzung  von  StÖssen  in  einem  Gase. 


§.   174. 
Differentialgleichungen  für  ebene  Luftwellen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Problemen  der  Bewegung  gas- 
förmiger Flüssigkeiten,  in  denen  die  Dichte  q  als  eine  ge- 
gebene Function  des  Druckes  betrachtet  wird. 

Die  Differentialgleichungen,  die  in  diesem  Falle  die  un- 
bekannten Functionen,  nämlich  die  Dichte  und  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit,  bestimmen,  sind  nicht  linear,  und  ihre 
Integration  bietet  daher  grosse  Schwierigkeiten.  Es  sind  zwei 
Wege  eingeschlagen  worden,  um  diese  Diflüreutialgleichungen  zu- 
gänglich zu  machen,  und  physikalisch  veiwendbare  Resultate 
daraus  zu  ziehen.  Bei  dem  ersten  werden  die  Geschwindigkeiten 
und  die  Dichtigkeitsänderungen  der  Gastbeilchen  als  unendhch 
klein  angesehen,  und  man  führt  durch  diese  Annahme  die  Diffe- 
rentialgleichungen auf  lineare  zurück,  die  in  speciellen  Fällen  eine 
Integration  gestatten,  durch  die  dann  die  wahren  Vorgänge  mit  einer 
gewissen  Annäherung  dargestellt  werden.  Die  mathematischen 
Hülfsmittel,  die  hierbei  anzuwenden  sind,  sind  wesentlich  die- 
selben, die  wir  im  fünfzehnten  Abschnitte  auf  die  elektromagneti- 
schen Schwingungen  angewandt  haben,  und  wir  gehen  hier  nicht 
mehr  darauf  ein. 

Mathematisch  von  weit  höherem  Interesse  ist  der  Weg,  den 
uns  ßiemann  eröffnet  hat,  der  in  gewissen,  besonders  einfachen 
Fällen    die    allgemeinen    Differentialgleichungen    ohne    Vernach- 
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lässiguKg  integrirt  hat^).  Wir  versuchen,  im  Folgenden  ein  Bild 
und  einige  specielle  Anwendungen  dieser  Untersuchungen  zu 
geben. 

Die  vereinfachenden  Vorauaaetzungen ,  die  wir  machen,  sind 
die  folgenden.  Wir  sehen  zunächst  -von  der  Wirkung  äusserer 
Kräfte,  wie  z.  B.  der  Schwerkraft,  gänzlich  ab.  Der  Einflusa 
solcher  Kräfte  wird  in  der  That  bei  Vorgängen,  wie  es  die 
Scliallschwingungen  in  der  Luft  sind,  unmerklich  sein. 

Wir  nehmen  femer  an,  dass  alle  Bewegungen  nur  parallel 
mit  der  x-Axe,  erfolgen  (longitudicale  Wellen)  und  dass  der  Be- 
wegungazustand  in  allen  Punkten  einer  Ebene,  die  auf  der  3;-Äxe 
senkrecht  steht,  derselbe  sei,  dass  also  Geschwindigkeit  und 
Dichtigkeit  nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  abhängen. 
Wir  brauchen  hierbei  diese  Ebenen  nicht  als  unbegrenzt  anzu- 
nehmen, sondern  es  passt  diese  Annahme  auch,  sofern  man  von 
der  Reibung  des  Gases  an  den  Wänden  absieht,  auf  die  Be- 
wegung der  Luft  in   cylindrischen  Röhren,   z.  B.  in  Orgelpfeifen. 

Von  dem  Einflüsse  einer  Begrenzung  in  der  3;-Richtung  sehen 
wir  gleichfalls  ab,  denken  uns  also  die  Röhre,  in  der  eine  solche 
Bewegung  vor  sich  geht,  als  unendHch  lang. 

Den  Druck  p  nehmen  wir  als  eine  gegebene  Function  der 
Dichtiglteit  an,  und  setzen 

(1)  p^^(4.). 

Insbesondere  verfolgen  wir  die  beiden  in  §.  142  unterschiedenen 
speciellen  Fälle: 

(2)  (p{Q)  =  a^Q, 

wenn  wir  die   Temperatur  als   constant  annehmen   dürfen   (iso- 
thermischer Zustand,  Boyle'sches  Gesetz),  und 

(3)  q>(p)  =  ö[äpfc^ 


')  Ueber  die  Fortpflanzung'  ebener  Luftwelleu  von  endliclier  Schwingungs- 
weite. Abhandlungen  der  Göttinger  GeseÜBchaft  der  Wiaaenschaften,  Bd.  VIII, 
1860.  Eiemann'B  Werke,  zweite  Auflage,  S.  156.  Vergl.  ein  Beferat  von 
ChriBtoffel,  Fortschritte  der  Physik,  Bd.  XV,  S.  123. 

Unabhängig  von  Riemann  und  ungefähr  gleiobaeitig  ist  eine  Unter- 
suchung von  Earnshaw  (i'hiloaophioal  Tranaaotions  1860),  die  das  Problem 
in  ähnlicher  Weise  angreift,  aber  nicht  so  weit  führt.  Ein  Versnch  einer 
Yerallgemeinerung  ist  von  LipsohitE  gemacht  (Crelle's  Journal,  Bd.  100, 
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■wenn  der  Vorgang  als  adiabatiach  betrachtet  wird,  worin  dann  ft 
den  Wertli  1,4101  hat  (Poisson'sche  Annahme).  In  beiden 
Fällen  ist  a  eine  Constante. 

Dann  ergeben  sich   aus  §.  145   (2)  und  (4)  tur  die  beiden 
unbekannten  Functionen  m  und  q  die  Differentialgleichungen: 
Öw    .        iu  ,,  ,  »logg 

?i2M  -L     '^AB  —  _  ^ 
dt    "'""    dx    ~      'dx' 

Nehmen  wir  für  f  ^  0  die  Functionen  u  und  log  p  als  Func- 
tionen von  x  als  gegeben  an,  so  erhält  man  aus  (4)  die  Diife- 
rentialquotienten  du/dt,  81ogp/8f  für  i  =:  0  gleichfalls  als  ge- 
gebene Functionen  von  x,  und  durch  fortgesetzte  Differentiation 
nach  t  kann  man  auch  die  höheren  Differential  quotienten  bilden. 
Demnach  kann  man  unter  der  Voraussetzung  des  Taylor'schen 
Lehrsatzes  diese  Functionen  nach  Potenzen  von  t  entwickeln  und 
die  Entwickelungscoefücienten  sind  eindeutig  bestimmt.  Die  Ein- 
deutigkeit der  Lösung  ist  hierdurch  aber  nur  so  weit  erwiesen, 
als  diese  Voraussetzungen  zutreffen,  und  wenn  Unstetigkeiten 
eintreten,  so  wird  es  in  der  That  unter  Umständen  mehrere  Zu- 
stände geben,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe  formal  genügen, 
wenn  auch  von  diesen  voraussichtlich  nur  einer  physisch  mög- 
lich ist. 

üeber  die  Function  ip  (q)  wollen  wir  im  Allgemeinen  nur  die 
Voraussetzung  machen,  dass  sie  mit  wachsendem  q  wachst,  d.  h. 
dass  eine  Steigerung  des  Druckes  immer  mit  einer 
Volumenvermindorung  verbunden  ist.  Dann  ist  fp'(Q) 
positiv,  und  da  nach  dem  Fundament  aisatz  der  Differentialrechnung 

(6)  ^^-^,*-'^  =  'p'(rt 

ist,  worin  pi,  p,  zwei  verschiedene  Werthe  von  q,  und  q'  ein 
zwischen  ihnen  gelegener  Werth  ist,  so  ist  auch  dieser  Quotient 
positiv.    Desgleichen  ist  p  selbst,  seiner  Bedeutung  nach,  positiv. 

§■  Hö- 
Fortpflanzung  von  Unstetigkeiten. 

Aus  den  Differentialgleichungen  (4)  sind  u  und  p  als  Func- 
tionen von  X  und  t  zu  bestimmen,  wenn  diese  Grössen  in  einem 


y  Google 


472  ZweiundzwanzigBter  Äbsohnitt.  §.  175. 

Augenblick  (  =^"0  als  Functionen  von  x  gegeben  sind.  Sind 
diese  Anfangswerthe  stetige  Functionen  von  sc,  so  werden  sie 
sich  zunächst  diesen  Düferentialgleichungen  gemäss  ändern,  aber 
es  wird,  wie  wir  später  noch  sehen  werden,  in  den  meisten  Fällen 
eintreten,  dass  sie  im  Laufe  der  Zeit  in  unstetige  Func- 
tionen von  X  übergehen.  Von  da  an  geniigen  dann  die  Diffe- 
rentialgleichungen allein  nicht  mehr,  um  den  ferneren  Verlauf 
der  Functionen  zu  bestimmen.  Es  mu^  für  diesen  Fall  durch 
besondere  Betrachtungen  das  Gesetz  der  Fortpflanzung  der  Un- 
stetigkeiten  ermittelt  werden. 

Es  sei  also  zur  Zeit  t  hei  a;  =:  |  eine  Stelle ,  wo  sich  die 
Functionen  u  und  q  unstetig  ändern  und  wir  nehmen  zu- 
nächst an,  dass  sich  eine  solche  Unstetigkeitsstelle 
einheitlich,  d.  h.  ohne  sich  in  mehrere  ünstetigkeits- 
stellen  zu  theilen,  mit  der  Zeit  fortbewege.  Das  Gesetz 
dieser  Fortbewegung  ist  aufzustellen,  und  dies  gelingt  durch  Be- 
trachtungen, die  denen  ganz  analog  sind,  aus  welchen  die  Diffe- 
rentialgleichungen selbst  abgeleitet  worden  sind. 

Wir  bezeichnen  mit  Mj,  p^  die  Worthe  der  Functionen  u,  p 
für  a:  =  ^  —  0  und  mit  u^,  q^  die  Werthe  derselben  Functionen 
an  der  Stelle  |  -|-  0.  Im  Zeitelemente  dt  habe  sich  die  un- 
stetigkeitsstelle um  die  Strecke  d^  fortbewegt.  Die  erste  der 
aufzustellenden  Bedingungen  drückt  die  Continuität  der  Masse 
p-     yg  aus.    Wir  betrachten  einen  der  3;-Rich- 

tung  parallelen  Cylinder  (x^x^)  vom 
Querschnitt  ra,  der  die  Stellen  |  und 
I  -f-  (J|  in  sich  enthält,  von  beliebiger 
aber  unendlich  kleiner  Höhe  x^  —  Xj 
(Fig.  76).  Durch  die  Grundfläche  o 
bei  Xi  fliesst  in  der  Zeit  dt  die  Gasraasse  UiQjadt  in  den 
Cylinder  ein,  und  durch  die  Endfläche  <o  bei  X2  fliesst  die  Gas- 
raasse u^Q^odt  aus.  Der  Gewinn  an  Masse  in  dem  ganzen 
Cylinder  ist  daher 

Ist  d|  positiv,  so  bleibt  die  Dichtigkeit  p  zwischen  x^  und  | 
(bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grösse)  ungeändert  gleich  p,  und 
ebenso  zwischen  |  -]-  «f|  und  x^  gleich  q^.  In  der  Strecke  d^ 
ist  aber  die  Dichtigkeit  von  pa  auf  p,  gestiegen,  und  demnach 
muss  die  zugeströmte  Masse  gleich 

(p,  —  P2)  tad^ 


H 
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sein.     Hieraus  ergiebt  sich  die  erste  Bedingung: 
(1)  .iS,-«.P,  =  (9, -C^)^, 

die  auch  für  negative  d^  unverändert  gültig  bleibt.  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  Gasmasse  sind  (bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen)  in  dem  Cylinder  («^  x^)  ungeändert 
gesehen  von  der  Schicht  d^.    Setzen  wir 


(2) 


dt 
dt' 


Bo  ist  V  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  ein 
Gastheilcben,  das  die  Geschwindigkeit  u  hat,  gegen  die  Unstetig- 
keitsstelle  hin  bewegt.  Die  Bedingung  (1)  lässt  sich  dann  auch 
so  schreiben: 

(3)  5,»,  =  9,»,, 
und  es  ist 

(4)  QiVjCodt  =  Q,iV.i(adt 

die  Gasmasse,  die  in  der  Zeit  ^f  in  der  positiven  Richtung  durch 
die  Ünstetigkeitsstelle  während  deren  Bewegung  von  ^  nach  |-|-'^l 
hindurchgedrungen  ist.  Die  Geschwindigkeit  dieser  Gasmasse  ist 
also  von  Wj  in  «^  übergegangen,  und  sie  hat  also  die  Geschwindig- 
keitszunahme Wa  —  M^  =  iij  —  Vj  erfahren.  Die  Kraft,  die  diesen 
Ge seh windigkeitsunter schied  bewirkt  hat,  ist  aber  der  Druck- 
unterschied 
(6)  ta-ft)o. 

Nach  einem  Grundgesetz  der  Mechanik  ist  aber,  wenn  eine 
Stosskraft  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  auf  eine  Masse 
wirkt,  das  Product  aus  der  Kraft  und  der  Zeit  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  der  Masse  und  dem  Geschwindigkeitszuwachse,  und 
es  ist  also  aus  (4)  und  (5) 

(Pi  —  p^)<i>dt  =  (Vi  —  V-,)  pi  Vitodt, 

woraus  sich,  wenn  p  ^^  fp(s)  gesetzt  wird,  die  zweite  Bedingung 

ergiebt: 

(6)  <p(pi)  -  cp(Q,)  =  {Vi  -  v,)q,Vi. 

Aus  (6)  erhält  man,  wenn  man  Vs  durch  (3)  eliminirt: 
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(') 


?i)  —  y(gg) 


und  in  diesen  beiden  Ausdrücken  muss  das  Vorzeiclien  nach  (3) 
übereinstimmen.    Aus  (7)  erhält  man  endlich  durch  (2); 


<?i  ^  „   +  l/si  y  (gl)  —  V  fe» 
ö((  '  ^  r   Cl         Pi  —  Pa 


woraus  noch  folgt; 


Gelten  die  oberen  Zeichen,  so  'mtd^/dt  grösser  als  Ui  und 
«sj  und  die  Un Stetigkeitsstelle  bewegt  sich,  relativ  zu  der  Gas- 
masse,  in  der  Richtung  der  positiven  x-kxe.  Aus  (9)  folgt,  dass 
Ml  —  Mj  und  pi  —  pa  das  gleiche  Zeichen  haben.  Wir  nennen 
in  diesem  Falle  die  Unstetigkeit  einen  vorwärts  schreitenden 
StoBS,  womit  nicht  gesagt  sein  soll,  dasa  d^jdt  positiv  sein 
müaste. 

Gelten  in  (8)  und  (9)  die  unteren  Zeichen,  ao  sprechen  wir 
in  demselben  Sinne  von  einem  rückwärts  schreitenden 
Stosse,  In  diesem  Falle  haben  «i  —  %  und  pi  —  q^  entgegen- 
gesetzte Zeichen,  Wir  haben  hiernach  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden: 

Vorwärts  schreitende  StÖsse: 

1.  «1  —  %  >■  0,    Pi  —  pa  >■  0,    Verdichtungsstoss, 

2,  «1  —  Mg  <;  0,     pi  ^  pa  "^C  0,     Verdünnungsstoss; 

Kückwärtsschreitende  Stusse: 

3,  Uy  —  u^  >  0,     fi  —  Pä  <  Ö,     Verdichtungsstoss, 

4.  «1  —  %  -<  0,     pi  —  pä  >■  0,     Verdünnungsstoss. 

In  den  Fällen  1.,  3.  bewegen  sich  die  Gastheilchen  zu  beideji 
Seiten  der  Ünstetigkeitsatelle  gegen  einander,  und  die  dich- 
teren Theile  folgen  den  weniger  dichten  (in  der  Richtung  des 
Fortschreitens  des  Stoases).    Es  werden  die  Gastheile,  die  von 
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dem   Stosse   erreicht  werden,   eine  plötzliche  Verdichtung 
erfahren. 

In  den  Fällen  2.  und  i.  bewegen  sich  die  Gastheilchen  zu 
heiden  Seiten  der  Unatetigkeitsstelle  aus  einander.  Im  Fort- 
schreiten des  &t038e3'  erfahren  die  Gastheile  eine  plötzliche 
Verdünnung.  Wir  werden  später  noch  sehen,  dass  die  Ver- 
dünnungsstösse  in  der  Natur  nicht  vorkommen. 


§-  176. 
Eine  particulare  Losung. 

Wir  wollen  nun  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  für 
die  Bewegung  des  Gases: 

du    ,        du  ,,•.(! log Q 

^J?s_e    ,      sjpg?  „  „  ^ 

""8(      "^  ^"  öi     "        dx 
unter  der  speciellen  Annahme  zu  genügen  suchen,  dass  M  eine 
Function  von  q  allein  aoi.     Unter  dieser  Voraussetzung  er- 
geben die  Gleichungen  (1): 

du     /elogp     ,        SjogpX  _  ßlogß 

3logpV    8t"  '   ^''dx')-'-       ^^^''dx    ' 

^  *  d logg     I        d\ogQ_    _  _     du     8 logg 

dt     '^''''^     dx       ~        d\o^Q     dx    ' 

und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  nicht  q  constant  ist: 

Wir  führen  eine  Function  /(p)  durch  die  Gleichung  ein: 

(4)  /(s)  =  jV7(s)<"og(>. 

worin  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  und  die  Integrations- 
constante  irgendwie  festgelegt  ist.  Es  wird  z.  B.  für  das  Boyle'- 
sche  Gesetz  [§.  174  (2)J: 

(5)  /(p)  =  «logy, 

oder  für  das  Poisson'sche  Gesetz  [§.  174  (3)]: 
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(6)  /((.)  =  J^^  9'^'. 

Dann  ergiebt  sich  aus  (3),  wenn  wir  mit  c  eine  Constante 
bezeiclinen : 

m  «  =  ±/(s)  +  », 

worin  jedes  der  beiden  Zeichen  zulässig  ist.  Für  das  obere  wird 
u  mit  wachsendem  q  wachsen,  für  das  untere  abiiehmcn.  Der 
eine  Fall  geht  in  den  anderen  über,  wenn  die  a:-Eichtiing  ent- 
gegengesetzt genommen  wird,  und  beide  Fälle  sind  also  nicht 
wesentUcli  verschieden. 

Führen  wir  nun  diese  Annahme  in  die  zweite  Gleichung  (2) 
ein,  so  ergiebt  sich 

(8)  ^??  +  [„±vyür)]»^|4  =  o, 

worin  das  Vorzeichen  mit  dem  Vorzeichen  in  (7)  übereinstimmen 
musa.    Führen  wir  hierin  die  Function 

(9)  ,  =  «  ±  iVIf)  =  +/(?)  ±  YVie)  +  0 

ein,  80  erhalten  wir,  wenn  wir  (8)  mit  drj/dlogQ  multiplieiren^ 
für  t]  die  Difi'erentialgleichung : 

Hierin  ist  tj  eine  gegebene  Function  von  p,  die  unter  den 
beiden  Annahmen  (5)  und  (6)  die  Ausdrücke  erhält: 

(11)  ,  =  +  i.|logs  +  lH-c, 

(12)  ,  =  ±aVI*+  Js^+c. 

Daraus  wird,  wenn  jj  gefunden  ist,  p  erhalten,  und  dann  er- 
giebt sich  u  aus  (7), 

Die  Differentialgleichung  (10)  ist  von  derselben  Form  wie 
die,  die  wir  im  §.  188  und  §.  189  des  ersten  Bandes  discutirt  haben. 
Man  erhält  ihr  allgemeines  Integral  in  der  Form; 

(13)  t}  =  Fix  ^  fit), 

worin  F  das  Zeiclien  für  eine  willkürliche  Function  ist  oder  auch 

(14)  i  =  ,(+G(,), 

wenn  G  die  Umkehrung  von  F.  also  gleichfalls  eine  willkürliche 
Function  ist. 
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Zur  VeranscLaulichung  denken  wir  uns  s;  und  (  als  recht- 
winklige Coordinaten  in  einer  Ebene,  und  verlangen,  daas  ?;  als 
Function  des  Ortes  in  der  den  positiven  Werthen  von  t  ent- 
sprechenden Halbebene  bestimmt  werde.  Dann  können  wir  der 
Gleichung  (13)  den  Ausdruck  geben,  dass  jedem  constanten 
VI  eine  Gerade  (14)  entspricht,  dass  also  die  Function 
tj  einen  constanten  Werth  rj' ,  den  sie  in  einem  Punkte 
x\t'  hat,  auf  einer  geraden  Linie  von  der  Gleichung 
(15)  X  —  n't  =  x'  —  ij'i' 

unverändert  behalten  soll.  Auf  dieser  Geraden  er- 
hält sich  nach  (11)  und  (12)  auch  ein  conetanter  Werth 
,p'  von  p,  und  also  nach  (7)  auch  ein  constanter  Werth 
«'  von  u. 

Bildet  diese  Linie  mit  der  x-Axe  den  Winkel  &',  so  ist 

9j'  ^=  cotangd'. 
Diese  Gerade  ist  also  um  so   stärker  gegen  die  a;-Axe   ge- 
neigt, je  grösser  tj'  ist. 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  ij  =  ijq  auf  der  ganzen  ai-Axe 
gegeben.  Construiren  wir  also  von  jedem  Punkte  x^  dieser  Axe 
aus  eine  Gerade  unter  dem  durch 

cotangö'o  =;  Tjg 
bestimmten  Winkel,  so  bleibt  der  gegebene  Werth  tjo  auf  dieser 
Geraden  erhalten  und  tj  ist  in  jedem  Punkte  eindeutig  bestimmt, 
so  lange  sich  nicht  zwei  solche  Geraden  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Dies  tritt  auf  der  Seite  der  positiven  t  niemals  ein,  wenn  ij, 
eine  mit  wachsendem  x  wachsende  Function  ist,  und  dann  ist 
also  »;  eindeutig  und  allgemein  bestimmt.  In  anderen  Fällen 
werden  die  Geraden  für  positive  t  eine  Enveloppc  haben,  die 
nach  (14)  durch  die  beiden  Gleichungen 

dargestellt  ist,  und  die  Losung  ist  nur  in  dem  ausserhalb  der 
Enveloppe  gelegenen  Stücke  der  a:i-Ebene  eindeutig  bestimmt 
(Fig.  74  auf  Seite  496  des  ersten  Bandes).  Im  Inneren  der 
Enveloppe  würde  unser  Verfahren  zwei  verschiedene  Werthe  von 
ij  geben,  und  in  diesem  Theile  der  Ebene  sind  also  u  und  q 
noch  nicht  bestimmt.     Wir  können  im  Allgemeinen  nicht  einmal 
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sagen,   dass   in   diesem   Stücke   die   Voraussetzung,   dass  ti   eine 
Function  von  q  ist,  noch  aufrecht  erhalten  werden  kann. 

Wir  wollen  noch  den  besonderen  Fall  lietracliten,  dass  ^  auf 
der  x-Axe  eine  gegebene  Unstetigkeit  bei  «  =  0  hat,  und 
für  f  t=  0,        X  <;  0     sei     ij  ^-^  ^ji, 
,,    f  —  0,         «  >  0      „      ^  ^  %• 
dabei  wollen  wir  annehmen,  dass  ?;i  und  ijg  Constanten  seien. 
Wir  haben  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

Erste   Annahme  tji  <  ijg. 
Bestimmen  wir  die  Function  tj  durch  Construction   der  ge- 
raden Linien  (15),  so  erhalten  wir  zwei  Gerade  (0,  1)  und  (0,2), 
deren  Neigungswinkel  ^i,  öj  gegen  die  a;-Axe  durch 
(16)  cotang^i  =:  i)i,  cotang&s  =  V2 

Fig.  77. 


bestimmt  sind  (l'ig.  77J.  Es  ist  ij  constant  =^  ijj  in  dem  Sector 
( —  CO,  0,  1)  und  ^  JJ2  in  dem  Sector  (2,  0,  -I-  cc).  In  dem  Sector 
(1,  0,  2)  bleibt  7j  noch  unbestimmt. 

Man  findet  aber  sehr  leicht  (vergl.  Bd.  1,  S.  500),  dass  man 
der  Differentialgleichung  (10)  in  diesem  Sector  durch  die  An- 
nahme 


^  __       __  cotang-ö- 


(17) 

genügt  und  diese  Werthe  von   7/   schliessen  sich  an   den  Linion 
{0,  1)  und   (0,  2)  stetig    an  die   constanten   Werthe  ^1,  tj^   an. 
Hier   können    wir    also    eine    für   die    ganze   Halbebene    stetige 
;  finden.     Nach  (8)  ist 
dloge  _  e log g  8]og9^__       |--7T-7  01ogp 


dt 


dx 


und   dies  ist  nach  §.  145  (1)   die  Aenderung   von  logp,  auf  die 
Zeiteinheit  berechnet,   die   ein   bestimmtes  Gastheilchcn  erleidet. 
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Nach  (4)  und  (9)  ist  aber  logp  ^^^^  Function  von  ij,  und  es  ist 

und  daraus  folgt: 


"'"F-tV?«^ 


-if'iß) 


d^i 


iii  '    '  '   '"'      ö^  .,^—    ,    f^Vy^Cg)' 


folglich,  wenn  tj  durch  (17)  bestimmt  ist: 
d  log  p  1 

~ ; (~  -  ^   /       röiogV^)\ ' 

.*V  +  — dlogp"-^ 
also  nach  dem  Boyle'schen  Gesetz: 

ä  log  9 1 

"~dl' '  ~  ^  J 
und  nach  dem  Poisson'schen  Gesetz: 

rflogp  2 

~~d^^  ~  (fc+l)r 
in  beiden  Fällen  ist  also  t^logg/df  negativ,  d.  h.  die  Dichtigkeit 
nimmt  in  jedem  Gastheilchen  ah,  und  es  breitet  sich  also  von 
der  Un Stetigkeitsstelle  aus  eine  stets  breiter  werdende  Ver- 
diinnungswelle aus,  deren  vorderes  und  hinteres  Ende  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Damit  dieser  Bewegungazustand  möglich  sei,  können  die  An- 
fangawerthe  ti^,  pi,  «a,  gj  nicht  ganz  willkürlich  gegeben  sein, 
sondern  es  muss  zufolge  der  Gleichung  (9),  die  in  dem  ganzen 
Sector  (1,0  ,  2)  und  also  auch  an  dessen  Grenzen  erfüllt  sein  muss; 

,jg,  1,  =  «,  ±  Vv^ei)  =  ±/(p.)  ±  f^{s5  +  ". 

1,  =  «,  +  V7(S  =  +/(e.)  ±iv'{e.)  +  '. 

also 

(19)  »,-•,  =  +  [/{?,)  ~/fe)] 
und  ausserdem  wegen  ■rj-,  <i  ri^: 

(20)  n,  ~i^,<T  (V'¥(9Ö  -  \'V(Ö^)) 

Für  das  ßoyle'sche  Gesetz  werden  diese  Bedingungen 


y  Google 


—  Qi 


(21)  „,_«,^±alog^\        «,  ~% 

und  für  das  Poisson'sche  Gesetzt 

(22)  ^  «,  -  «,  = 

also  ist,  da  2/(fc — 1)  >  1  ist,  nach  beiden  Annahmen  %  —  m^ 

negativ  und  für  den  Fall  der  oberen  Zeichen   p,  kleiner  als  p^, 

für  den  Fall  der  unteren  pj  grösser  als  q^. 

Die  Gastheilchen  werden  aich  also  an  der  TJnstetigkeitsstelle 

von  einander  entfernen;  die  Unstetigkeit  löst  sich  auf,  und  es 
geht  von  ihr,  je  nachdem  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen 
gelten,  eine  vorwärtsschreitende  oder  eine  riickwärts- 
schreitende  Verdünnungswelle  aus. 

Damit  ist  wieder  nicht  gemeint,  dass  diese  Welle  im  ab- 
soluten Räume  vorwärts  oder  rückwärts  schreitet,  sondern  nur, 
dass  die  Verdünnung  im  Fortschreiten  die  vor  ihr  oder  die  hinter 
ihr  liegenden  Gasmassen  ergreift. 

Zweite  Annahme  iji^-jjä- 
In  diesem  Falle  würde  die  Construction  mit  den  geraden 
Linien  in  dem  Sector  (1,0,  2)  zwei  verschiedene  Werthe  von  ij  er- 
geben. Dieser  Widerspruch  kann  nur  dadurch  gelöst  werden, 
dass  von  der  TJnstetigkeitsstelle  eine  ünstetigkeitslinie,  also 
ein  Verdichtmigsstoss,  ausgeht,  der  den  Bedingungen  des  §.  175 
genügen  muss.  Diesen  Fall  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen 
allgemeiner  erledigen,  und  brauchen  daher  hier  nicht  näher 
darauf  einzugehen. 


§■  ITT- 
Das  Riemann'sche  Beispiel. 

Diese  Resultate  gewähren  die  Mittel,  um  das  von  Riemann 
gegebene  Beispiel  (Art.  7  der  Eiemann'schen  Abhandlung,  ge- 
sammelte Werke,  S.  168)  allgemein  durchzuführen.  Die  Rie- 
mann'sche Annahme  besteht  darin,  dass  zur  Zeit  i  =  0  zwei 
Gasmaasen  mit  den  constanten  Geschwindigkeiten  und  Dichtig- 
keiten «(i,  «i;  «ä,   pa   an   einer   Ebene  a;  =  0   znsammenstossen. 
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Wir  werden  im  Folgenden  für  alle  Ännalimen  über  diese  Grössen 
eine  Lösung  der  Differentialgleichungen  finden,  die  für  (  =  0  stetig 
in  diesen  Anfangszustand  übergeht,  und  die  überall,  wo  sie  un- 
stetig ist,  den  im  §.  175  entwickelten  Gesetzen  gehorcht. 

Zur  Erleichterung  der  Anschauung  behalten  wir  die  Dar- 
stellung von  X  und  t  durch  rechtwinkelige  Coordinaten  in  einer 
Ebene  bei. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe'  erhalten  wir  aus  der  einfachen 
Bemerkung,  die  theils  evident  ist,  theils  sich  aus  den  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  ergiebt,  dass  die  all- 
gemeinen Differentialgleichungen  des  Problems  in  einem  Theile 
der  a;  (-Ebene  befriedigt  sind,  wenn 

a)  u  und  q  constant  sind, 

b)  die  beiden  Gleichungen 

«  =  ±/(s)  +  «, 

« =  T  iVwi ' 


t ' 


f«!)-- 


-li,; 


(p)dlogs,  [§,  176,  (4),  (7),  (9),  (17)1 


zugleich   befriedigt  sind,    und  wir    zeigen    nun,    dass    sich    alle 
Möglichkeiten  unter  den  folgenden  vier  Fällen  unterbringen  lassen. 
L    Zwei  Verdichtungsstösse; 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdichtungsstösse  mit  conatanter  Ge- 
schwindigkeit, der  eine  vorwärts,  der  andere 
rückwärts. 

Fig.  78. 


"''''>      \--V\* 


Vor  dem  ersten  Verdichtungsstösse  bleiben  die  constanten 
"Werthe  «a,  Qi,  hinter  dem  zweiten  die  constanten  Werfche  Mi,  p,, 
zwischen  diesen  herrschen  constante  Werthe  u',  q'  der  Func- 
tionen M,  $,  die  noch  zu  bestimmen  sind. 

Uicmann-Wobor,  Pariialle  DjJJerenlialglaialiuDgan.    IL  gj 
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Sind  li,  I2   die   Abscissen   dieser  Verdiclitungsstüsse, 
(Fig.  78  a.  V.  S.): 


(1) 


dt  ' 
Nach  §.  17.5  (8)  ergeben  sich  hierfür  die  Bedingungen; 


(2) 


,v 

»(?')- 

-  V  (9i) 

\i>, 

&'  - 

-  ^1 

y:- 

■)»(<>')- 

-fta) 

e'  - 

—  9i 

]!»■ 

V  (»')  - 

-  v  (e.) 

K. 

«•'  - 

-  Pa 

ootang  Oj  ^  iij  -j- 1 

/p,  y(g')  —   tp(pa) 


-y? 


und  zugleich  muss,  da   wir  Verdichtungsstösse  haben  wollen,   y' 
j^rösser  als  Qi  und  pa  sein.     Demnacli  ergiebt  sich  aus  (2): 


,(^  _  ((/  3,^  i/(g'  —  ei)[y(p')  —  y(9i)]^ 

und  daraus  durch  Addition: 


"^       "^      r  0'  Pi 

Man  bemerkt  nun,  dasa  die  Function 

(P  — ,  pO  fyfp)  —  y(ei)] 

wenn  0  >  Pi  ist,  mit  p  zugleich  wächst,  denn  ihr  nach   p   ge- 
nommener Differentialquotient 

i  [,,((,) -y((,0]  +  t^*  ?.■(?) 

ist  unter  dieser  Voraussetzung  positiv. 

Wenn   also  q'  grösser  als   der  grössere  der   beiden  Werthe 
Qi,  Pj  ist,   so  wächst  die  rechte   Seite   von  (4)  mit  p'  zugleich. 
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und  es  folgt,  dase,  wenn  die  Gleichung  (4)  erfüllbar  sein  soll: 

i    u  —a  ->  l/^^'  ^  ea)Ly(pi)  —  9(92)] 

sein  muBS.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  einen  und 
nur  einen  Werth  YOn  p',  der  grösser  ist  als  der  gröeste  der 
beiden  q^,  q^  und  der  der  Bedingung  (4)  genügt  i).  Hat  man  p', 
so  findet  man  aus  einer  der  beiden  Gleichungen  (3)  den  zu- 
gehörigen Werth  von  u'. 

Es  ist  hier  m,  —  %  positiv;  es  müssen  sich  also,  damit  dieser 
Fall  eintrete,  zu  Anfang  die  beiden  Gasmassen  einander  ent- 
gegenbev^egen,  und  zwar  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  eine  von 
den  Anfangswerthen  der  Dichtigkeit  abhängige  Grenze  über- 
schreiten muss. 

Aus  den  zweiten  Darstellungen  von  cotangd'i,  cotang-^^  in 
(2)  ergiebt  sich 

cotang^a  >  eotang'&i, 
wie  es  in  der  Figur  78  angenommen  ist. 

Als  Grenzfall  ist  noch  der  zu  erwähnen,  wo 


(6)  u   -u  ^  1 /(Pi  -  Q2) W (gi)  -  y (ga)] 

ist,  Ist  dann  q^  >  pa,  so  genügen  wir  den  Bedingungen  (3), 
wenn  wir  g'  =  p^,  u'  =  u^  setzen,  und  ea  bleibt  also  nur  ein 
vorwärtsschreitender  Verdichtungsstoss  übrig.  Ist  aber 
Qi  <^  päi  so  bleibt  nur  der  rückwärtsschreitende  Ver- 
dichtungsstoss. 

IL    Zwei  Verdünnungswellen. 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdünnungswellen,  die  eine  vorwärts, 
die  andere  rückwärts. 

Wir  lassen  vom  Nullpunkt  (Fig.  79  a.  f.  S.)  vier  gerade  Linien 
1,  2,  3,  4  unter  den  Winkeln  &i,  &2^  *3'  *4  gegen  die  positive 
a;-Axe  auslaufen  und  nehmen  an,  in  dem  Sector  (^ — ■  co,  0,  1) 
seien  u,  p  constant  gleich  den  gegebenen  Anfangswerthen  «i,  q^, 
ebenso  in  (4,  0,  -]-  co)  gleich  «,,  päi  in  (%  Oi  3)  seien  u,  q  gleich- 
falls constant  ^  m',  9',  die  aber   noch  zu  bestimmen  sind.     In 

')  Für  das  Boyle'sche  üesete  ergiebt  sict  für  (>'  eirie  quadratiscte 
GleicbuBg. 
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iiuüdz- 


r  Äbsi 


ij.  177. 


den  Sectoren  (1,  0,  2)  und  (3,  0,  4)  werden  die  Functionen  u,  q 
nach  b)  bestimmt,  und  zwar  so,  dasa  u,  p  im  ganzen  Gebiete 
stetig  sind. 

Fig.  79. 


(6) 


(0  4) 


(7) 


Es  ist  also,  wenn  c  und  c'  Constanteu  sind: 
■     (-  CO,  0,  1):m-m,,  9  =  0„_ 

(1,  0,  2)  :  M  =  -/(p)  +  c  =  V'?"(t.)  +  |, 

in  (2,  0,  3)  :  M  =  «(',  Q  =  p', 

in  (3,  0,  4)  -.u  =/(p)  +  c'  =  -  V^^)  +  j, 

in  (4,  0,  -j-  CO  )  :  M  =  %,  p  =  pj. 

Die  Forderung  der  Stetigkeit  an  den  Linien  (0  1),  (0  2),  (0  3), 
:iebt  nun  folgende  Bedingungen: 

«1  =  -/(9i)  +  e  =  Vy'Ci'ij  +  cotang*,, 
m'  =  — /(e')  +  c  =  Vy'(ti')  +  cotang*3, 
«'  =  /{p')  -H  c'=  —  Vy'(p')  +  cotangö-g, 
%  =  f{9i)  +  c'—  —  VVTpO  +  cotang*4, 
diesen  acht  Gleichungen  sind  die  acht  Unbekannten 


zu  ermittel 

.     Wir  eliminiren  zunächst  die  Conetanten 

c,  c 

'  und 

erhalten 

(8) 

M'  +/(?')  ^-  «!+/(?.), 

M'~/{0')  =  %-/(?,) 

und  daraus 

(9) 

u,  -  u,  =  2/(p')  -/(0i)  -/(Pä)- 

Da   es 

sich  hier  um  Verdünnungswellen   handelt, 

so 

ist  p' 

kleiner  als 

der  kleinere  der  beiden  Werthe  ?„  pj.     Es 

ist 

aber 

der  Differentialquotient 
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(10)  /'W=i^<^ 

positiv   und  daher  /(p)  eine   mit  abnehmendem   p    abnelmicndc 
Function.    Es  folgt  also  aus  (9): 

j[  M,  -«,</(?,) -/(pO<0.  füri-,  >t.„ 
■  Ml  -«.  </(y.)-/(p.)<0,  „  0.>P>, 
also  ist  t(i  —  »(a  negativ  und  dem  absoluten  Werthe  nach  g 
als  eine  von  den  Dichtigkeiten  abhängige  Grösse.  Es  ] 
sich  also  hier  die  Gastheilchen  zu  Anfang  an  der  Unstetigkejts- 
stelle  von  einander  entfernen.  Wenn  das  Boyle'sche  Gesetz 
gilt,  BO  iBt/(9)  =  dlogp  und  kann  also,  wenn  q  klein  genug 
ist,  unter  jeden  Werth  heruntersinken.  Wenn  also  die  Be- 
dingung II.  erfüllt  ist,  so  giebt  die  Gleichung  (9)  für  jeden  Werth 
von  tii  —  «2  einen  und  nur  einen  Werth  von  q'  '). 

Wenn  p'  bestimmt  ist,  so  erhält  man  aus  einer  der  beiden 
Gleichungen  (8)  den  zugehörigen  Werth  von  a\  der  zwischen  m^ 
und  1*2  liegt,  und  die  Gleichungen  (7)  ergehen  die  Cotangenten 
der  Winkel  &,,  &^,  &a,  ^i,  d.  h.  die  Eortpilanzungsgeschwindig- 
keiten  der  Grenzen  der  Verdünnungswellen,    Man  findet  daraus 

cotang*2  —  cotang'fl'i  =  u'  —  iij  -\-  V q>' (pi)  —  V^'Cp'X 
(11)    cotangfl'g  —  cotangö'a  ^=  2  Vv^CpO' 

cotang3-4  — ■  cotangö'^  =  u^  —  u'  -^  i ip' (q^)  —  1'  9'{9'), 
und  diese  Differenzen  sind,  wie  es  sein  niuss,  alle  positiv^}.    Die 

')  Bei  der  Poisson'gchen  Annahme  i/i{i)}  ^r-,  /i" qI^  wird 

,, ,    2»yi  ~ 

und   nabelt   sict ,   weil   fc>l   iat,   mit   abnehmen  dam   y   der   Grenze  KuU. 
Demnach   hat   die  Gleichung  (9)  nur   dann   eine   positive  Wurzel   p',   wenn 

».^  «,>-/((?,)-/(?,) 
ist,  Xähert  sich  iSj  —  ti^  dieser  Grenze ,  ao  nähert  sich  >>'  der  Grenze 
Null,  ond  es  treten  Verhaltnisse  ein,  bei  denen  sich  unter  Vorauesetzung 
des  adiabatisch en  Zuatandes  die  Temperaturen  dem  absoluten  Nullpunkt 
nähern  würden.  Hier  ist  aweifellos  die  Annahme  eines  adiabatischen  Vor- 
ganges nicht  mehr  zulässig. 

')  Wenigstens  wenn  nicht  nur  <p(q),  sondern  auch  ^  (p)  als  eine  mit 
e  -wachsende  oder  mit  wachsendem  5  nicht  abnehmende  Function  voraus- 
gi-'setzt  wird,  wie  es  bei  beiden  apeciellen  Annahmen  über  <fi(j))  der  Fall  ist. 
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§.  177. 


Linien  1,  2,  'd,  i  folgen  also  in  der  Weise  auf  einander,  wie  es 
die  Fig.  79  angiebt. 

III.    Ein  Verdicbtungsstoss   und   eine  Verdünnungs- 
welle. 
Annahme:    Von    der   ünstetigkeitsatelle    lüuft    ein 
Verdiclitungsstoss  nach  Torwarts  und  eine  Ver- 
dünnungswelle  nach  rück w ata: 
Qi  >  Qi- 
Wir  ziehen  in  der  x(-Ebene  drei  Gerade  unter  den  Winkeln 
■3'i-  ■9'a,  *3  gegen   die  a^-Axe.     Die  Gerade   (0  3)   entspricht  dem 
Fig.  80, 


2 

a,  p' 

^J 

r 

u,,  p,. 

■*^ 

t 

\  \ 

Verdichtungf 
Es  sei 


in  dem  Sector  ( —  ot,  0,  1) 
.     „  ,        (1,0,2) 

„     n  „        (2,  0,  3) 

,     ,  „        (3,  0,  ») 


!,  der  Sector  (1,  0,  2)  der  Verdünnungswelle. 
[j,     p  =  pi  conatant, 


:  m',     p  =^  p'  conatant, 
:  «2,    p  =^  Qi  constant. 
An   (0  1)   und  (0  2)  sollen  w  und  p  stetig  sein,  an  (0  3)  ist 
nach  §.  175  (8): 

(12)  -Ti  '- 


.  cotang»,  =  «■  +  \kl  fS^l-JfS-l^l 

r  p      g'  —  pa 

Die  Stetigkeit  an  (0  1),  (0  2)  verlanE^t: 

«1  =  — /(0i}  +  c  =  Vcp'(yi)  +  cotang&i, 
w'  ^  —  /(e')  +  c  =  V ^' {q')  +  cotang&a, 
und  da  es  sich  um  einen  V er dichtungsstoss  und  eine  Verdünnungs- 
welle handelt,  so  muss  Pa  <  p'  <  Qi  sein. 


(13) 
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§.  177.  Das  Riemann'sote  Beispiel, 

Aus  (12)  und  (13)  crgiebt  sich 

...  -  »■  =  fW)  -f(ß,l 

(14)  -    ^^    '''  y  t'  Q,  w  -  g.) 

=  l/  (»l^MMglr^  y  (g  J] 

und  daraus 


(15)    «,_«,^/(,')-/(.0+|/^'-'-"^^-^-f' 


g')-y(9ä)l , 

Die  Difierentiation  nach  9'  zeigt,  dass  der  Ausdruck  auf  dor 
rechten  Seite  von  (15)  zugleich  mit  q'  wächst  und  er  wächst  also, 
während  q'  von  p^  bis  pi  geht,  von  einer  unteren  zu  einer  oberen 
Grenze.     Soll  also 

(16)                                       Q,<9'  <  01 
sein,  so  muss „____ 

m.  /(g.)  -/(g.)  < ..  -  «.  <  |/Iir^i!B)M?L)-_.?_Ml 

sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  giebt  es  einen  und 
nur  einen  der  Gleichung  (15)  genügenden  Werth  von  p',  Ist  p' 
gefunden,  so  ergiebt  eine  der  Gleichungen  (14)  den  zugehörigen 
Werth  von  u'  und  schliesslich  erhält  man  aus  (12)  und  (13)  die 
Winkel  &i,  -^^i  *s-     Es  ergiebt  sich  aus  (13) 

cotangö'a  —  cotang&i  = /(pO  — /(p')  +  Vq''(eO  —  V  <p'  (?')■ 
also  positiv  und  aus  (12)  und  (13) 

cotang*,  -  cotang»,  =  /7M  +  l/^^  Wl-M^l. 

also  ebenfalls  positiv.  Es  folgen  ako ,  wie  wir  angenommen 
haben,  ■9'j,  ©'s,  9'a  von  links  nach  rechts  auf  einander. 

Hier  ergiebt  sich  der  Grenzfall  einer  einzigen  rück- 
wärtslaufenden Verdünnungswelle,  wenn 

«, -..  =/(s,j-/fe), 

und  folglich 

p'  —  pa,         u'  ^  Wa. 
IV.    Der   Fall   eines   rückwärtslaufenden   Vordich- 
tungsstosses  und  einer    vorwärtslaufenden 
Verdünnungswelle  ist  von  dem  Fall  III.   nicht 
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wesentlich  verschieden.    Er  crgiobt  sich, 
die  Ungleichungen 


IV.  /(s.)  -/(.,)<  ».-«.<  |/i?'  -  '^^  ';;<;;'--^''-" 


Wir  können  uns  nun  leicht  davon  überzeugen,  dass  durch 
I.  bis  IV,  alle  Möghchkeiten  der  Werthe  von  Ui,  u^,  Qi,  ps  er- 
schöpft sind  (abgesehen  von  der  in  der  Anmerkung  zu  Seite  485 
erwähnten  Ausnahme).  Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  für  den 
Augenblick 


y 

(Pl 

—  9.)  [»(?.) - 
Q1Q2 

-  9  ((•.)!  _ 

Jl 

/(9.) -/(?.)  = 

^  ±  z/. 

wobei  J  positi\ 

'  an 

genommen  sein 

soll,  also  das  obere  Zeichen 

gilt  für  p,  >  s„ 

das  untere  fiir  Qi 

<  pj.     Dann 

haben  wir 

äen  Fall 

I, 

wenn       v  >  B. 

II       11 

III, 

1<> 

"  >  —  ^, 

Ui 

>(>» 

11       11 

IV, 

l'> 

D  >  —  z/, 

P. 

<  9., 

II         n 

11, 

„   -  ■^> 

Die  hier  besprochenen  vier  Fälle,  die  sieh  unter  der  An- 
nahme ergeben  haben,  dass  die  Anfangawerthe  der  Functionen 
IS,  p  in  zwei  Abtheilungen  je  die  constanten  Werthe  Uj,  p,;  %,  p^ 
haben,  geben  aber  auch  das  Verhalten  in  der  Nähe  irgend 
einer  ünstetigkeitsatelle  im  ersten  Augenblick,  also  für 
unendlich  kleine  Werthe  von  x  und  f,  wenn  Uj,  p^;  %,  p^  "^i^ 
Werthe  von  u,  p  zu  beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  x  -^  0 
bedeuten,  auch  wenn  die  Anfangswerthe  von  u  und  q  sonst  nicht 
constant  sind.  Ea  laufen  von  einer  solchen  Unstetigkeitastelle,  je 
nach  den  Werthen  von  »t,,  p,;  %,  p^,  zwei  VerdichtungsstÖsse, 
zwei  Verdünnunga wellen  oder  ein  Verdi chtungsatoss  und  eine  Ver- 
dünnungswelle aus,  die  aber  im  Allgemeinen  nicht  conatante  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten haben. 

Die  Integration  ist  in  diesen  allgemeinen  Fällen  zur  Zeit 
noch  nicht  möghch,  weil  es  sich  um  die  Erfüllung  von  Grenz- 
bedingungen an  Curven  handelt,  die  nicht  von  vornlierein  gegeben 
sind,  sondern  selbst  zu  den  Unbekannten   des  Problems  gehören. 
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Gegen  die  Hiemaiin'sche  Theorie  der  Fortpflanzung  von 
Ünstetigkeiten  ist  von  Lord  Rayleigh  ein  Einwand  erhoben 
worden  1),  der  sich  darauf  gründet,  dass  die  Formeln  in  gewissen 
Fällen  einen  Verlust  und  selbst  einen  Gewinn  an  Energie  zu  er- 
geben scheinen.  Um  diesem  Einwand  zu  begegnen,  müssen  wir 
auf  den  Ausdruck  für  die  Energie  einer  bewegten  Gasmasse  ein- 
gehen. 

Wenn  wir  die  Euler'schen  Gleichungen  für  eine  bewegte 
Gasmasse  [§.  145  (2)]  der  Reihe  nach  mit  u,  v,  to  multiplicireu 
und  dann  addiren,  so  ergiebt  sich  nach  der  Bezeichnung  [§.  145 
(1)],  wenn  wir 

(1)  U^  =  «2  -^  t,a  _^  u!2 

setzen : 

Ist  V  die  Kraft efunction ,  die  wir  als  blosse  Function  des 
Ortes  voraussetzen,  also  8F/&(  ^=^  0,  so  ist 

X  =  —       Y=—       Z=  — 

ax'  dy'  t)  ^ ' 

und  daher  nach  (2) 

'•^>        -      dt  -       fVWi  +  °W^  +  '°d!) 

Es  sei  nun  dm  ein  bewegtes  Masscneloment  und  dz  das  von 

ihm  erfüllte  Volumen,  also 

(4)  '  dm  =  Qdt. 

Es  ist  dann  dm  von  der  Zeit  unabhängig,  dt  aber  mit  der 

Zeit  veränderlich.     Wir  multipliciren   die  Gleichung  (3)  mit  dm 

und    integriren    über    einen    beliebigen   Theil   m   der    bewegten 

Masse,  der  im  Augenblick  t  den  Raum  r  einnimmt. 

Es  ist  dann  r  durch  eine  an  Gestalt  und  Lage  mit  der  Zeit 

veränderliche  Fläche  0  begrenzt,  deren  Elemente  wir  mit  do  be- 

zeiclmen. 


)  Rayleigb,  Theory  of  Souiid.  Vol.  TI,  p,  4!. 
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Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung 

(5)  {hv^-V\dm  =  A, 
so  ergiebt  sich  aus  (3)  und  (4) 

(6)  -TT  =  —   \{U:-~  -{-  V:^  +   W—-]  dt, 
^  '  dt  i\öx'       dy  8ß/ 

und  die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  können  wir  durch  ein 
schon  oft  angewandtes  Verfahren  nach  dem  Gauas'seheii  Satze 
umformen.  Es  ergiebt  sich,  wenn  U  der  Geschwindigkeitsvector, 
n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  an  dem  Element  do  und 
E7„  die  Componente  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  n  be- 
deutet : 

-|(«||  +  ^'  H  +  «  1^)  dr  ^  J  pdivUdr  ~  [  divi>U^T 

Es  ist  aber  nach  §.  145  (5) 

div  U  =  —  - 
und  daher  nach  (4): 


Q   äf 


und  wenn  wir  nun 

setzen,  da  dm  von  der  Zeit  unabhängig  ist: 

ßdivU(?T  ^  ~  j7     ii){Q)dm. 
Setzen  wir  also 

(8)  ,5  =  [i<{Q)dm, 

(9)  C  =     pündo, 
so  folgt  aus  (6j 

00)  ^<^ä^-«  =  <^ 
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Da  nun  U„ät  die  Normalcomponente  der  Verschiebung  des 
Elementes  do  im  Zeitelement  dt  bedeutet,  so  ist  Cdt  die  Ar- 
beit des  auf  die  Oberfläche  0  ¥0n  m  wirkenden  Druckes  im 
Zeitelement  dt. 

Nach  (5)  ist  A  die  äussere  Energie  der  Gasmasse  m,  die 
sich  zusammensetzt  aus  der  kinetischen  Energie 

und  der  potentiellen  Energie  der  äusseren  Volumkräfte, 
—  f  Vdm. 

Wir  bezeichnen  B  als  die  innere  Energie  der  Gasmasse  m. 
Eine  additive  Constante  bleibt  nach  der  Definition  (7),  (8)  von  B 
noch  willkürlich.  Dann  ist  nach  (10)  die  Vermehrung  d{A-\-B) 
der  gesammten  inneren  und  äusseren  Energie  gleich  der  Arbeit 
des  gegen  die  Oberfläche  wirkenden  Druckes. 

Da  wir  diese  Betrachtungen  auf  jeden  Massenthcil  m,  also 
auch  auf  ein  Massenelement  anwenden  können ,  so  ist  ip  (q)  die 
auf  die  Masseneinheit  berechnete  innere  Energie  des  Gases, 
die  also  nur  eine  Function  von  q  ist. 

Wenn  das  Boyle'sche  Gesetz  q'(p)  =  a^  Q  gilt,  so  ist 

(11)  »('(p)  =  a^logQ 

und  bei  dem  Poisson'schen  Gesetze  fp(ß)  =  a^ q"  ergiebt  sich 

(12)  *Ct>)  =  ^^- 

Nach  dem  Gasgesetze  [§.  142  (9)]  ist,  wenn  T  die  absolute 
Temperatur  bedeutet: 

also  unter  der  Poisson'schen  Annahme 

und  folglich  nach  (12) 

(13)  *(<')  =  ;^- 

Es  ist  also  hier  ^{q)  mit  der  im  Massenelement  dm  im 
Augenblick  (  herrschenden  absoluten  Temperatur  proportional, 
und  i('(p)  kann  (da  keine  Wärme  durch  Leitung  nach  aussen  ver- 
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loren  gellt)  als  die  in  der  Massen einheit  enthaltene  Wärme- 
menge bezeichnet  werden. 

Lassen  wir  das  Boyle'sche  Gesetz  gelten,  nehmen  also 
constanto  Temperatur  an,  so  müssen  wir  annehmen,  dass  die  in 
der  Masse  m  erzeugte  innere  Energie  dB  durch  Wärmeleitung 
nach  aussen  abgeleitet  werde. 

Welche  Annahme  wir  aber  auch  machen  mögen,  immer  wird, 
da  (p  (p)  -wesentlich  positiv  ist,  i/f  (p)  mit  wachsendem  q  wachsen, 
und  es  folgt  also,  dass,  wenn  ein  Maasenelement  von  kleinerer 
zu  grösserer  Dichtigkeit  übergeht,  also  bei  der  Verdichtung,  seine 
innere  Energie  wächst,  während  umgekehrt  heim  Uebergange  von 
grösserer  zu  kleinerer  Dichtigkeit,  also  bei  der  Verdünnung,  die 
innere  Energie  abnimmt. 

Zu  erwähnen  ist  aber  noch,  dass  die  Anwenrlbarkeit  des 
Gauss'schen  Integralsatzes  und  damit  also  die  Gültigkeit  der 
Formel  (10)  die  Stetigkeit  von  Geschwindigkeit  und 
Druck  im  Inneren  des  Raumes  x  voraussetzt. 


§.  179. 
Energieverlust  durch  Stösse. 

Wir    können    die   Energie    eines    Massenelementes    der    be- 
wegten Gasmasse  noch  auf  eine  zweite  Art  berochnon. 
Setzen  wir 

(1)  V,=  V-{^^  V-^(q)-^, 

so  lassen  sich   die  Differentialgleichungen   eines  Flüssigkeitstheil- 
chens  nach  §.  144  (1)  so  darstellen; 

^  '  dP~  8a;'      dt^  ~  dy  '     dt^~  dß  ' 

und  es  bewegt  sich  also  das  Flüssigkeitslheilchen  dm  nach  den- 
selben Gesetzen,  wie  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einüuss 
einer  Kraft,  deren  Componenten  dVi/dx,  dV,idy,  dV-i/dz  sind. 
Die  Kräftefunction  F,  ist  beim  stationären  Zustande 
von  der  Zeit  unabhängig,  und  es  gilt  daher  der  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Energie  für  das  einzelne  Massen theilchen  (Bd.  1, 
§.  120).  d.  h,  es  ist,  wenn  wir 
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(3)  @  t-  1  [/ä  _  7j  ^  I  [72  _  K  +  !(.  (y)  +  il 

setzen,   0  von   der  Zeit  uuabhängig.     l'iir  den  nicht  stationären 
Zustand  ist  nach  §.  145  (1) 

dF,_ÖFi  ÖFi  8Fi  9^ 

dt  ^  0S  +"ga;+''  8'/''"^  Ö^' 
und  es  ist,  da  F  nicht  explicitc  von  f  abhängt,  nach  (1) 

dt  '~       di  ]    Q   ^       p   dt' 
Wenn  wir  also  die  Gleichungen  (2)  mit  m,  h,  iv  multiplicircii 
und  addiren,  so  ergiebt  sich,  wenn  wieder   U^  =  it^  -\-  v^  -{-  iv^ 
gesetzt  wird: 

-■  ^  ^    dt    ~   dt  dt    ^   dt   ~^  Q   ot 

und  folglich 

^  -'  dt  '^  Q  dt 

Wir  bezeichnen  ®(Jm  als  die  Gesammtenergie  des  Ele- 
mentes dm.  Sie  setzt  sich  zusammen  aus  der  äusseren  Energie 
ilTJ^  —  V)äfn,  der  inneren  Energie  '\p(Q')dm  und  einem  weiteren 
Bestandtheil  pdT.  Die  Vergrösaerung  dieser  Energie  im  Zeit- 
element dt  ist  nach  (5)  gleich  der  Arbeit 
dm  dp   j,         j      , 

worin  ^p  die  Vermehrung  des  Druckes  bedeutet,  nicht  wie  sie 
in  dem  Massenelement  selbst,  sondern  wie  sie  am  Orte,  wo  sich 
dies  Element  gerade  befindet,  eintritt. 

Im  Allgemeinen  ergiebt  die  Formel  (5)  durch  Integration 

(e)  e-«.=ji||., 

und  hierdurch  ist  also  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  des  Elementes  dm  ausgedrückt.  Das  Integral 
nach  der  Zeit  ist  hier  so  zu  verstehen,  dass  in  der  Function 
dplqdt  die  Coordinaten  x,  y,  n  des  Massenelementes  dm  als 
Functionen  von  t  angesehen  werden. 
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Die  Formel  (6)  ist  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  richtig, 
dasa  die  Function  @  keine  sprungweise  Aenderung  erfährt. 
Wenn  aber  dm  im  Verlaufe  der  Bewegung  eine  Unstetigkeita- 
rtäche  pasairt,  in  der  U  und  p  eine  plötzliche  Werthänderung 
erleiden,  dann  niusa  zu  der  Formel  (6)  noch  eine  Ergänzung 
hinzutreten.  Die  Function,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4) 
unter  dem  Integralzeichen  steht,  ist  zwar  dann  gleichfalls  un- 
stetig; das  Integral  selbst  aber  ändert  sich  trotzdem  stetig.  Auf 
der  linken  Seite  aber  erhalten  wir  einen  Zusatz,  und  es  ergiebt 
sich,  wenn  0j,  ©j  die  Werthe  von  ®  unmittelbar  vor  und  nach 
dem  Eintritt  in  die  Unstetigkcitsfläche  bedeuten: 

(7)  0  -  ©0  ■]-  {&^  ~  ©a)  =    (   ^-  ^  dt. 

Es  tritt  also  durch  die  Unstetigkeit  ein  Energieverlust 
von  der  GrÖase  ^®  =  @,  —  S^  ein,  wofür  wir,  da  V  eine 
stetige  Function  des  Ortes  ist,  nach  (3)  auch  setzen  können: 

(8)  ^®  =  j(i;..-j7i)  +  *fe)-*fe)  +  *^-2l&). 

VI  Pa 


Es  ist  ein  allgemeines  Gesetz  der  Mechanik  (Satz  von  Car- 
not),  dass  bei  einem  mechanischen  Systeme,  bei  dem  durch  die 
Bedingungen  des  Systems  eine  plötzliche  Aenderung  der  Ge- 
schwindigkeit nothwendig  ist,  immer  ein  Verlust  an  Energie  ein- 
tritt. Vorausgesetzt  ist  dabei,  daas  die  Systembedingungen  selbst 
nicht  von  der  Zeit  abhängig  sind,  weil  diese  sonst  als  Energie- 
quellen wirken  würden.  Wenn  beispielsweise  ein  starrer  (un- 
elastischer) Körper  auf  eine  feststehende  stixrre  Unterlage  auf- 
fällt und  da  zur  Ruhe  kommt,  so  wird  seine  ganze  lebendige 
Kraft  vernichtet.  Hat  aber  die  Unterlage  eine  gegebene  Be- 
wegung, so  kann  selbst  ein  ruhender  Körper  durch  sie  in  Be- 
wegung gesetzt    und  ihm  so  Energie  mitgetheilt  werden. 

Um  nun  diese  Betrachtungen  auf  den  von  Riemann  unter- 
suchten Fall  der  Bewegung  eines  Gases  anzuwenden  (§.  175), 
müssen  wir  zunächst  die  Möglichkeit  ausschli essen,  dass  die  Un- 
stetigkeitsfläche  selbst  als  Energiequelle  wirkt.  Wir  erreichen 
dies  dadurch,  dass  wir  der  ganzen  Gasmasse  eine  solche  Be- 
wegung ertheilen,  dass  die  Unstetigkeitsfläche  wenigstens  in  dem 
Augenblick  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  Null  hat,  in  dem 
das  Theilchen  dm  über  diese  Stelle  hinweggeht,  und  dies  kommt 
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darauf  hinaus,  daas  wir  an  Stelle  der  absoluten  Geschwindigkeit 
u  des  Gastheilchens  die  relative  Geschwindigkeit  v  =  u  —  ä^/dt 
gegen  die  Uostetigkeitafläche  setzen.    Der  Energieverlust  ist  dann 

(9)  für  den  vorwärtsschreitenden  Stoss: 
_  y  (g-^)  _  9S^j} 

(10)  und  für  den  riickwärtaschreitenden  Stoss: 

^e  =  äw  -  -I)  +  *(?.)  -  H»,)  +  2^  -  S^'l 

worin  jetzt  die  Indices  1,  2  sich  auf  die  Stelle  |  —  0  und 
1  +  0  beziehen. 

Indem  wir  uun  einen  einheitlich  fortwaudernden  Unstetig- 
keitsstoss  annehmen,  setzen  wir  in  der  ersten  dieser  Formeln 
für  vf,  vi  die  Werthe  aus  §-  175  (7)  und  erhalten  für  den  vor- 
wärtsschreitenden Stoss: 

(11)  ^0  ^- 

(g,  +  ea)[y(pi)  —  9(9dJ  ^  ^fo  ^  _  ^fo  1  ^  ^SRiI^'^S^) 

Es  genügt  hier,  die  Poisson'sche  Auiiahroe 

(12)  ,p(t.)  =  ö'pS  ^(p)^^^ 

zu  verfolgen,  aus  der  man  die  entsprechenden  Resultate  für  das 
Boyle'sche  Gesetz  durch  den  Grenzübergang  h  =^  l  erhalten 
kann.    Aus  (11)  ergiebt  sich  durch  Substitution  von  (12) 


t  -  1        ' 


und  wenn  wir  zi 

ir  VereinfachuDg 

(13) 

9.  =  » 

setzen : 

(14)      ^»=- 

■f'\(^-  +  W 

Sobon  wir 

F(l)  = 

(»-  +  1)0  -1' 
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Lassen  wir  l  von  0  bis  1  gehen,  so  bleibt  der  letztere  Aus- 
druck positiv;  es  wächst  also  X^F'{1)  mit  k  und  da  F' (1)  =  0 
ist,  so  bleibt  F'{k)  in  diesem  Intervall  negativ  und  F(l)  nimmt 
mit  wachsendem  l  ab.  Da  nun  F(l)  =  0  ist,  so  folgt,  dass 
F(K)  in  dem  Intervall  0  <  A  <;  1  positiv  bleibt. 

Daraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  z/®  positiv  ist,  wenn 
(15)  p,  <  Q, 

ist;  und  da  der  Ausdruck  (11)  für  ^&  sein  Zeichen  wechselt;  wenn  p, 
mit  ßa  vertauscht  wird,  so  wäre  ^&  negativ,  wenn  p^  ^  &i  wäre. 

Es  ist  also  in  dem  Falle  (9)  der  Verlust  an  Energie  nur 
dann  positiv,  wenn  pj  <z  Qi  ist,  d.  h.  bei  einem  Verdichtungs- 
stosse.  Ein  Verdünnungsstoss  würde  mit  Energiegewinn  ver- 
bunden sein,  der  nach  dem  Carnot'scben  Satze  hier  nicht  ein- 
treten kann.  Das  Gleiche  ergiebt  sich  für  den  Fall  (10),  d.  h.  für 
einen  rückwärtsschreitenden  Stoss. 

Damit  steht  im  besten  Einklang,  dass  wir  im  §.  177  alle 
Fälle  durch  die  Annahme  von  Verdichtungsatössen  erledigen 
konnten.  Verdünnungsstösse  können  zwar  den  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen genügen,  es  giebt  aber  für  diese  Fälle  noch 
eine  zweite  Lösung,  bei  der  keine  Unstetigkeit  vorkommt,  und 
die  mit  dem  Gesetze  der  Energie  nicht  im  Widerspruch  steht. 


§.  180. 
Das   Beispiel  von  Rayleigh. 

Lord  Rayleigh  ist  bei  seinem  Einwand  gegen  die  Rie- 
mann'scbe  Theorie  der  Verdichtungsstösse  von  einem  Beispiel 
ausgegangen,  bei  dem  der  Zustand  der  Gasmasse  stationär  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  bei  einer  festen  Ebene  x  =  i  in 
einer  unendlich  ausgedehnten  Gasmaas e  die  constanten  Werthe 
von  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit 

)ii,  4>i       für  X  <;  I, 
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zusammen  stossen,  so  sind  zunächst  die,  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §.  174  (4)  in  der  ganzen  Masse  befriedigt,  und  um 
auch  den  Riemann'schen  Bedingungen  für  die  Unatetigkeits- 
stelle  [§.  175  (8)]  zu  geniigen,  haben  wir 

(1)  .  '  ^  '^  g.-P.       ■ 

'   ~      r  Q2      9i  —  Pi 

zu  setzen,  und  hieraus  folgt  noch 

(2)  Q,u,  =  9a  Mo- 
Geben  wir  der  Quadratwurzel  das  positive  Zeichen,  so  fliesst 

das  Uas  in  der  Richtung  der  abnehmenden  x,  und  wir  haben  bei 
X  =^  ^  einen  zwar  absolut  ruhenden,  relativ  zur  Gasmasse  aber 
vorwärtsschreitenden  Stoss,  der  ein  Verdichtungsstoss  ist, 
wenn  q^  ;>■  pa  ist. 

Wir  wollen   nun  eine  Gassäule    t    vom  Querschnitt    m    be- 
trachten,  die  im   Augenblick  t  von  x^   nach  x^  reicht,  die  ein 
Stück  der  Un Stetigkeitsfläche  enthält.     Dann  ist 
3^1  <  l<  %. 

Aundern  sich  x,  und  x^  im  Zeitelement  d t  um  dx,,  d x^-, 
so  ist 

(3)  dXi  =  ti-i dt,        dx^  =^  u^dt 
und  wegen  (2)  ist 

(4)  —  caQjdXi  =  —  m  Q-i  d  x^  ^=  d  (t 

die  in  der  Zeit  dt  durch  jede  der  beiden  Endflächen 
von  t  und  folglich  auch  durch  die  Unstetigkeitsfläche 
hindurchgedrängte  Gasmasse. 

Für  diese  Gassäule  wollen  wir  nun  nach  §.  178  die  l'mergie 
berechnen.  Wir  zerlegen  z  zu  diesem  Zwecke  in  zwei  Theile 
Ti  und  Ts,  so  daas  ti  von  Xi  hie  1,  r^  von  |  bis  x^  reicht.  Da 
wir  von  äusseren  Kräften  absehen,  so  ist  V=  0  und  aus  §.  178 
(5),  (8),  (9)  folgt,  da  ü"„  bei  x  =  Xi  den  Werth  «,,  hei 
X  ^  X2  den  Werth  —  %  hat: 

(5)  X^lMfßid  — xO«  +  ^MipaC^a  —  D«. 

(6)  B  =  p,^(p,)(l  —  x^)a^  Q2^{Qi){x^  —  ^)o>, 

(7)  C=    ip((>i)u,a>  —  cp(Q,)ii^io. 
Hieraus  aber  erhält  man  nach  (3)  und  (4) 
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I'jS  ist  also  die  Differenz  d(ji  --f-  ii)  —  Oät  nicht  gleich 
Null,  wie  es  nach  §.  178  (10)  sein  miisste,  sondern  gleich 

ä,  [K»f  -«!)  +  ♦  M  -  *((..)  +  ^f-  £|f ']. 

und  dies  ist  nach  §.  179  (9)  gleich  —  i/^z/®,  Wir  haben  also 
an  Stelle  der  Formel  §.  178  (10) 

(8)  C  =  "(-*  +  ^)+^.«, 

d.  h.  durch  die  Arbeit  C  des  äusseren  Druckes  muss  nicht  nui 
die  Zunahme  der  Energie  A  -^  B,  sondern  auch  noch  der 
Energieverlust  an  der  Stossstelle  gedeckt  werden 

Wir  können  uns  den  Vorgang,  wie  wir  ihn  hier  voiaussetzen, 
auch  bei  einer  endlichen  Gasmasae  erhalten  denken,  wenn  wii 
die  Säule  t  in  eine  Röhre  eiiischliessen,  die  bei  Xi  und  i.^  durch 
zwei  Stempel  abgeschlossen  ist,  die  sich  mit  den  tieschwindig 
keiten  u^  u^  bewegen.  Hat  die  so  abgeschlossene  Gasmasse  m 
einem  Äugenblick  den  hier  angenommenen,  durch  die  constanten 
Werthe  Ul,  pi,  w^,  p»  charakterisirten  Bewegungszustand,  dann 
bleibt  dieser  Zustand  erhalten.  Der  Energie veilust  muss  durch 
die  Kräfte  wieder  ersetzt  werden,  durch  die  die  Bewegung  dei 
Stempel  erhalten  wird. 

Wollten  wir  aber  Verdunnnngsstösse  annehmen,  so  wurde 
eine  Maschine,  wie  die  hier  beschriebene,  im  btinde  sein,  Lneigie 
nach  aussen  abzugeben,  was  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  steht. 

Der  Be  weg  unga  vor  gang  unseres  Gases  ist  hier  nicht  um- 
kehrbar. Denken  wir  uns  in  einem  Augenblick  alle  Geschwindig- 
keiten in  die  entgegengesetzten  verwandelt,  so  wird  die  Bewegung 
nicht  in  derselben  Weise  zurückgehen,  wie  sie  vorwärts  gegangen 
ist,  sondern  die  Unstetigkeitsstelle  wird  sich  sofort  auflösen  und 
eine  Verdünnungswelle  ergeben,  wie  wir  in  §.  177  gesehen 
haben. 

Es  steht  hiernach  die  Riemann'sche  Theorie  der 
Verdichtungsstösse  im  vollkommenen  Einklang  mit  dem 
Gesetze  der  Energie. 
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§■  181- 

Zurückführung  partieller  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  auf  lineare  Gleichungen. 

Die  Integration  des  Problems  der  Lut'tschwingungen ,  die 
Riemann  gegeben  hat,  beruht  auf  der  Möglichkeit,  die  Diffe- 
rentialgleichungen §.  174  (4)  auf  lineare  Gleichungen  zurück- 
zuführen, und  es  zeigt  sich  also  auch  hier  wieder,  dass  alle 
unsere  Methoden  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
nur  bei  linearen  Gleichungen  Erfolg  haben. 

Wir  wollen  hier  die  Möglichkeit  dieser  Zurückführung  etwi« 
allgemeiner  erörtern,  wobei  sich  die  Ursache  ergeben  wird,  wes- 
halb eine  Verallgemeinerung  dieses  Verfahrens  bis  jetzt  nicht 
zum  Ziele  geführt  hat. 

Wir  nehmen  an,  es  seien  m,,  Mj  zwei  gesuchte  Functionen 
der  unabhängigen  Variablen  rc,,  x^,  und  zu  ihrer  Bestimmung 
seien  zwei  lineare  und  homogene  Gleichungen  zwischen  den  vier 
partiellen  Ableitungen  du/dx  gegeben 

8«^  8», 

■  dx,  ^     '  dx, 

OX-i  OX-i  OX.i  6  3\ 

Wir  können  diese  Differentialgleichungen  im  Jacobi'schen 
Sinne  linear  nennen  (Bd.  I,  §.  63),  wenn  die   U-i,  TJl,  ■  .  .  ge- 
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gebene  Functionen  der  vier  Variablen  Ui,  tf^,  a-i,  3.  '^md  Die 
Eigenschaft  linearer  Diffei'entialgleichnngen ,  die  tur  rlie  Integra- 
tion so  besonders  förderlich  ist,  dass  man  namhch  aus  paiticu- 
laren  Integralen  durch  Addition  allgemeinei  e  zusammensetzen 
kann,  haben  sie  aber  nur  dann,  wenn  die  Coefhcienten  (7,,  üu, ... 
nur  von  den  Variablen  x^,  %  abhängen,  und  wu  nennen 
sie  also  nur  dann  linear  im  engeren  Sinne,  m  dein  wir  dieses 
Wort  bisher  meist  gebraucht  haben. 

Nun  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  aber  auf  solche 
lineare  Gleichungen  im  engeren  Sinne  auch  dann  noch 
zurückführen,  wenn  die  Coefficieuten  D"i,  t/'i,  .  .  ,  nur 
von  den  Variablen  «i,  Mj,  nicht  von  den  x,,  x^  abhängen, 
und  in  diesem  Falle  befinden  sich  die  Difierentialgleichungen 
§.  174  (4).  Die  Zuriickführung  beruht  einfach  auf  der  Ver- 
tauschung der  abhängigen  und  unabhängigen  Variablen.  Es  ist 
nämlich 


0% 


dx,  +  ;-— i-da:,. 


rt  M.,  ^r=  - —  da;,  4-  ^^—^ax2, 

OXi  ox«_ 

und  durch   Auflösung   dieser    in   Bezug  auf   da.'i,    dx^  linearen 
Gleichungen  erhält  man,  wenn  man 


(2) 


z/  = 

8«,  8  a, 

8«,  8«, 

dx,  dXi 

du,   dJ-, 

Jdx^  = 

"S- 

^dx^^ 

-'^/- 

+  wk"' 

Daraus, 

ergiebt  sich 

ÖUj 

8Ma 
8l,  ' 

-n  = 

8», 
'  8j,  ' 

-'fe- 

(3) 


Substituirt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  der  Differential- 
quotienten du/dx  in  die  Differentialgleichungen  (1),  so  lässt  sich 
der  Factor  zJ  wegheben  und  man  erhält 
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(*) 


i-Ti  O^a  jT  P^a 


Hierin  sind  nun  die  Mj,  Mj  die  unabhängigen  Variablen  und 
«[,  aig  Functionen  von  ihnen.  Da  nach  der  Voraussetzung  auch 
die  Coefticienten  TJ,  U'  nur  von  m,,  Uj  abhängen,  so  sind  die 
Differentialgleichungen  linear  im  engeren  Sinne,  und  dies  ist  der 
Fall  der  von  Riemann  integrirten  Gleichungen. 

Man  sieht  aber  zugleich,  dass  dieser  Weg  nicht  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Anzahl  der  abhängigen  und  der  unabhängigen 
Variablen  grösser  als  2  ist,  weil  dann  auf  der  rechten  Seite  der 
Formeln,  die  den  Formeln  (2),  (3)  analog  sind,  nicht  mehr  ein- 
fach die  Ditferentialquotienten  du/dcc,  .  .  .,  sondern  gewisse  aus 
diesen  gebildete  Determinanten  auftreten. 

§-  182. 
Stetiger   Änfangszustand. 

Diese  allgemeinen  Principien  wenden  wir  nun  auf  den  be- 
sonderen Fall  der  Differentialgleichungen  der  Luftschwingungen 
an.  Die  Resultate,  die  sich  dann  ergeben,  sind  aber  nur  so 
lange  ausreichend,  als  der  Zustand  des  Gases  in  Bezug  auf  Ge- 
schwindigkeit und  Dichtigkeit  stetig  ist.  Es  ergeben  sich  zwar 
daiaus  Kennzeichen  für  das  Eintreten  von  Unatetigkeiten,  und 
von  da  nn  gelten  dann  die  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  der 
Unetetigkeiten ,  die  sich  in  der  Differentialgleichung  §.  175  (8) 
ausdiucken  Aber  selbst  die  Aufstellung  dieser  Differential- 
gleichung wurde  erst  dann  möglich  sein,  wenn  diese  Probleme 
in  allgemeinei  Form  gelöst  wären.  Diese  Ditferentialglcichung 
spielt  die  Rolle  einer  Grenzbedingung,  für  die  aber  der  Ort  der 
Gültigkeit  nicht  von  vornherein  gegeben  ist,  sondern  selbst  zu 
den  Unbekannten  des  Problems  gehört.  Hier  können  wir  nur 
in  ganz  speciellen  Fällen,  zu  denen  das  Beispiel  des  §.  177 
gehört  (vergL  auch  Bd.  I,  §.  190.  191),  die  Lösung  finden. 

Es  sei  also  jetzt,  wie  bisher,  _p  =  ^(e)  das  Gesetz  der  Ab- 
hängigkeit des  Druckes  von  der  Dichtigkeit  y,  und 


(1)  /((.)  =  jVy'Wdlogs,. 
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Dri 


andz- 


dgater  Ahs< 


(2) 


Wir  führen  mit  Riemann  die  beiden  neuen  Variablen  r,  s 
ein  durch  die  Gleichungen: 

/((.)  +  .  =  2f,        /((,)  =  >-  +  s 
/(S)-«  =  2S.  «  =  r_s. 

Der  in  §.  176  discutirte  besondere  Fall  tritt  ein,  wenn  in 
einem  Gebiete  der  Variablen  x,  t  eine  der  beiden  Functionen 
r,  s  constant  ist. 

Die  AnfangBwerthe  %,  p,,  nehmen  wir  als  gegebene  Func- 
tionen von  X  an.  Es  sind  daher  auch  die  Anfangswerthe  ro,  Sq 
gegebene  Functionen  von  x  und  wenn  wir  also  zur  Veranschau- 
lichung die  Werthe  von  r  und  s  als  rechtwinklige  Coordinaten  in 
einer  Hülfsebene  betrachten,  so  wird  der  Anfangszustand  durch  eine 
in  der  rs-Ebene  gelegene  gegebene  Ourve  C  dargestellt,  deren 
Coordinaten  als  Functionen  der  einen  Variablen  x  gegeben  sind. 
Aus  (2)  aind/(e)  und  w,  und,  weil  /(p)  eine  mit  p  wach- 
sende Function  ist,  auch  m  und  p  selbst  eindeutig  durch  r  und  s 
bestimmt.  Die  Curve  C.  die  den  Anfangszustand  repräsentirt, 
wird  also  nur  dann  zweimal  durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn 
M(,  und  00  beide  zugleich  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  x 
denselben  Werth  annehmen. 

Es  sind  nun  zunächst  aus  den  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §.  174  (4): 


(3) 


M+' 


dx 


-''^)^F' 


a  log  0  _ 


Differentialgleichungen  für  r  und 
aber  aus  (1)  und  (2) 


abzuleiten.    Es   ergiebt  sich 


-,-81og0_ 


(i) 


.-=v^,^ 


_du 
df 


und  wenn  man  die  zweite  Gleichung  (3)  mit  Vg>'(0)  multiplicirt 
und  zur  ersten  addirt  oder  von  ihr  subtrahirt,  so  folgt  nach  (4): 


(5) 


-(«-Vf'W) 
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Hieraus  ergiebt  sich 

<ir  =  °^[dx~(u  +V?fe))(ifJ, 

ds  =  |^[ii«-(«-V7"5))«]- 


Um  eine  klare  Äüschauuiig  zu  gewinnen,  denken  wir  uns 
für  den  Augenblick  r  und  s  als  Functionen  von  x  und  t  be- 
stimmt und  begrenzen  in  der  a;i-Ebene  auf  der  x-kxa  eine 
Strecke  aß,  in  der  die  Differentialquotienten  Sr^/ga:  und  dSaldx 
keinen  Zeichenwechsel  haben;  wir  wollen  beispielsweise  annehmen, 
das8  längs  aß 

sei,  also  dass  /■{,  von  w  nach  ß  wächst,  während  s,  abnimmt. 
Die  Gleichung 

r  =  const. 
stellt  uns  in   der  a;(- Ebene   eine   Curve   dar,   und   nach  (6)  ist 
längs  dieser  Curve 

(8)  ,u  =  (u  +  iV¥))'it.  dt  =  i~^iV{«)''t. 

und  ebenso  ist  für  eine  Curve  s  =  const. 

Beschränken  wir  unsere  Betrachtung  auf  ein  Flächenstück, 
in  dem  dr/dx  und  ds/dx  von  Null  verschieden  sind,  so  zeigt 
sich  aus  (7),  (8),  (9),  dass,  wenn  wir  dt  positiv  nehmen,  s  auf 
der  Curve  r  =  const.  und  r  auf  der  Curve  s  =  const.  abnehmen, 
und  zugleich  zeigen  die  Gleichungen  (8),  (9),  dass  das  Verhältniss 
dx/dt,  d.  h.  die  Cotangente  des  Neigungswinkels  der  Curven- 
richtung  gegen  die  x-Axe,  in  einem  Punkte  auf  der  Curve 
r  ^:  const.  grosser  ist,  als  auf  der  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Curve  s  ^=  const.  Es  kann  also  keine  Berührung  dieser  beiden 
Curven  stattfinden.  Ziehen  wir  also  die  Curven  r  ^=  const,  und 
s  ^=  const.  von  jedem  Punkte  der  Strecke  aß  aus,  so  erhalten 
wir  zwei  Curvenschaaren,  die  sich  in  der  Weise  durchschneiden, 
wie  es  die  Fig.  81  (a.  f.  S.)  zeigt,  und  die  zusammen  ein  Dreieck 
(xßi  erfüllen,  dessen  beide  in  «,  ß  endigenden  Seiten  die  Gleichungen 
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(10)  r  =  r',         s  =  s' 

haben  mögen,  worin  r'  der  Werth  ¥on  /^  i"  «^  s'  tler  Wertli  von 

So  in  ß  iat. 

Dieses  Di'eieck  können  wir  nun   durch   ein   anderes  Dreieck 
in  der  rs -Ebene  abbilden,  bei  dem   die  Linie  aß   einem   Stück 
p^     8^  der  Curve  G  entspricht,   und   in 

,  dem  die  Curven 

r  ;=  conat.,     s  =^  oonst. 

durch    gerade    Linien ,    parallel 

den  CoordinatenaxeiJ,  dargestellt 

werden,    wie    die    Fig.    82    zeigt. 

Der  Punkt  ^  hat  in  dieser  Figur 

die  Coordinaten  r',  s'.   Wenn  man 

in   der  Fig.  81   die    Strecke   aß 

"  ti  weiter   ausdehnt,  so  dass    z.   B. 

dsa/dx    sein    Zeichen    wechselt, 

dann  würde   die  Curve  C  zwischen  a  und  ß  ein  Maximum   oder 

Minimum    haben  {Fig.  83).     Dann   wird,   wie  wir  nachher  noch 

Fig.  82.  !''is.  83. 


M  ■         N^ 


sehen  werden,  im  AUgemüinen  die  Integrationsmethode,  die  wir 
anwenden  wollen,  versagen. 


Fjinführung  von  i 


§.  183. 
und  s  als  unabhängige  Variable. 


Die  Riemann'sche  Integrationsmethode  beruht  auf  der  Ein- 
führung von  r  und  s  als  unabhängige  Variable.  Um  dies  bei^uera 
auszuführen,  aetKen  wir  zunächst  die  Gleichungen  §.  182  (6)  in 
die  Form 
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(1) 


ds  =  |ii  <![!-(»- Vi"' W)l]  +  W(a-VV(9))|- 


Die  Functionen  u  -]-  '\/(p'{^),  u  —  i (p' (_q)  sintl  nun  nach  den 
Formeln  §.  182  (2): 

u^r  —  s,       JV<f,'(p)dlogp  =-r +  s 
als  Functionen  von  r  und  s  darstellbar,  und  es  ist 
^=1,     —  =  —1, 

e>    """     rfiogp      *^^'~^-'    er    ^     dio^Q     ' 

und  denselben  Werth  hat  8  y^'(ß)/5s. 
Hiernach  ist 

und  wenn  man  also  dies  in  (1)  substitnirt  und  dann  die  Coeffi- 
cienten  von  dr,  ds  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  setzt,  so 
ergehen  sich  die  folgenden  vier  Gleichungen: 


+'('^'?K'^  +  0 


-dx\  dr  '      V     (Jlog() 

_8s|B[»-(«-Vy(rt)i]        ,  (dlogjv'd)    ,.\\ 
^-di\  "ds  ~'\    'dlog^       +  Vf 

8[i-(«+V7'(7))i1  _        YiilogV^fg)  _     \ 
8s  ^  V     dlogp  / 


»-(»-Vy'fe))'!  „  ,  .("^logVVlel  _  , ^ 

dr  —  ^>V     dlogo  / 


Aus  (3)  folgt 

;io  T'  ;^*- 
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Diese  Gleichung  besagt,  dass 
[x-(u  +  V^Irt)  t]dr  -Ix-iu-  V^W)  i]  ds 
das  KoUatäiidige  Differential  einer  Function  von  r  und  s  ist,  und 
dass  wir  also,  wenn  wir  diese  Function  mit  j«  beKeicliiien,  setzen 
können : 

(4) 

=.-(»-V,7-(ij)l  =  -|f- 

Für  diese  Function  w,  die  nach  der  Definition  nur  bis  auf 
eine  additive  Constante  bestimmt  ist,  ergiebt  sich  nun  aus  einer 
der  Gleichungen  (3)  eine  lineare  Differentialgleichung, 
Es  ist  nämlich  nach  (4) 

(6) 

und  man  erhält  also  aus  jeder  der  Gleichungen  (3): 

drds        2V9'(p)\      dlogp    ■"  jKdr^ds)' 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 

(6)  ^A_.-('^'°|/S_A^,, 

setzt : 

Da  nun  m  eine  gegebene  Function  von  p,  also  auch 
von  r  -|-  s  ist,  so  haben  wir  hier  eine  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  für  die  unbekannte  Func- 
tion tv. 

Unter  Voraussetzung  des  Boy  le'schen  Gesetzes  (p(Q)  =  a^Q  ist 

(8)  m  =  -j^, 

also  constant. 

Für  das  Poisson'sche  Gesetz  q){Q)  =  a'^Q''  erhält  man 
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(9) 


-2(fc-l)(r  +  s) 


Durch  Einführung  der  Function  iv  mittelst  (i)  und  (5) 
nehmen  auch  die  heiden  Gleichungen  (2)  eine  einfächere  Ge- 
stalt an: 


(10) 


Srioni. _1__    /«ogtVW        \/8«,      8»\1 

dx\dr'       2V9>)V     «flog?      '^    J\dr^  ds)\' 
_8s)8%c  1        /dl«g]IVW)    ,   ,\('>>i>   ,   dw\\ 

B«|8»'       2V/(9)\     lilogS       ^    A8r^8s/I| 


p'(9)\ 

Diese  Gleichungen  zeigen,  daaa  dr/dx  und  8s/8iC  nicht  ver- 
8cliwinden,  wenn  die  Differentialquotienten  d^w/dr^,  S^wfds^  end- 
lich sind,  und  dasa  dr/dx  oder  ds/dx  unendlich  werden,  wenn  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 


g>'(e)  V      c^logp  J  Vor         Bs/ 


df^  ~  2V7(eJ  __ 

/dlogVy'(e) 


befriedigt  ist.     Diese  Gleichungen  geben   die  kritischen  Werthe 

von  r  und  s,  in   denen   die  Lösung  unstetig  zu  werden  anfängt. 

Für  den  Anfangszustand,  also  für  t  ^  0,  erhält  man  aus  (4) 


und  es  sind  also  an  der  Curve  C  die  beiden  Differential- 
quotienten von  w  als  Ortsfunctionen  gegeben. 

Ist  dann  lo  bestimmt,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  zwei 
lutegralgleichungen  zwischen  den  vier  Variablen  x,  t,  q,  u  oder 
Ä,  t,  r,  s  und  damit  sind  dann  auch  die  Curven  r  =  const., 
s  =  const.  (in  der  Figur  81)  beatinimt. 
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Integration  dt 


§-  1H4. 
■  Differentialgleichung 


Die  Differentialgleichung,  um  deren  Integration  es  sich  jetzt 
handelt,  ist 

^'  drds  Kdr^dsJ  ' 

mit  den  Nebenbedingungen,  dass  an  der  Curve   C 

,„.  div  dw 

gegebene  Functionen  der  Stelle  sind.  Es  ist  daher  auch  tv 
selbst  auf  der  Curve  C  bis  auf  eine  additive  Constante  gegeben. 

An  dieser  Differentialgleichung  hat  Riemann  zuerst  die 
Methode  der  Integration  entwickelt,  die  wir  schon  früher  kennen 
gelernt  und  im  §.  90  auf  die  Theorie  der  schwingenden  Saite 
und  im  §.  121  auf  die  elektromagnetischeti  Schwingungen  an- 
gewandt haben.  Die  im  §.  121  (2)  gegebene  Form  der  Telegraphen- 
gleichung geht  durch   die   Substitution 

i  =  «(s  -j-  f),         X  :=  c{s  —  r) 
geradezu  in  die  Gleichung  (1)  für  ein  constantes  m,  also  für  das 
Boyle'sche  Gesetz,  über. 

Wir  wenden  den  Gausa'schen  Integralsatz  in  der  Form  an: 

(''  \\{i7  +  1T)'"<"  =  \^'^'"-^"'-^' 

worin  [/,  V  irgend  welche  stetige  Functionen  sein  können,  und 
das  Doppelintegial  sich  auf  irgend  ein  Flächenstiick  der  rs-Ehene, 
das  Linienintegral  auf  der  rechten  Seite  auf  die  Begrenzung 
dieses  Flachenstuckes  bezieht 

Wir  bezeichnen  mit  v  eine  einstweilen  noch  unbestimmte 
Function  von  i  und  s  und  setzen 


(4) 


ü  - 


Dadurch  erhalten  wir 
80 
dr 

Brij«  +  17 


d_n         dV_    r  dht_  _      (dw        dwVI 
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g.  184,  Intesratloii  der  DiiferenUalgleicliung.  509 

und   wenn  wir   also    lür    v  jetzt   die   Differentialgleichung    fest- 
setzen : 

^■>  drds  ^    81-    ^    ÖS 

so  folgt  aus  (1)  und  (5); 

dr  ' 


ds 


^  0, 


Fi».  B4. 


und  die  Formel  (3)  ergiebt 


worin  dae  Integral  in  der  rs-Ebene  über 
die  Begrenzung  eines  Fläclienatücks  er- 
streckt werden  kann,  in  dessen  Inneren 
die  Functionen  U,   V  stetig  sind. 

Das  Integral  (6)  erstrecken  wir  jetzt 
über  das  Fläcbenstiick  w,  ß,  |  (Fig.  84) 
und  erhalten,  da  dr  auf  k|  und  ils 
auf  ^1  verschwindet: 


Nun  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration 

f      8  W   ,  ,        ,  ,        ,  (      d  V   , 

J.3j,i.  =  (.»),-(.»).-J..^ds. 
und  hierdurch  erhält  (7)  die  Form: 
(8)     (>.»)j  -  («(.).  =  [»  (II  +  »,)  ds  -^   1»  (I':  +  «..)  c 

+lKK-")--"(a:+»")-]' 
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und  wenn  wir  nun  der  Function  v  die  Grenzbedingungen  nuf- 
erlegen: 

an  a^,  d.  li.  tür  r  ~  r' : 

(9)  1^'  -1-  mv  =^  U, 
^  '  ÖS    ' 

an  /3|,  d.  h.  für  s  =  s': 

(10)  ||.  +  ».„-  =  0, 

im  Punkt  |,  d.  li.  für  r  zr=  r' .,  s  ^^  s' 

(11)  u  =  l, 
so  kommt: 

(12)  „,=(.„),+  j|.(|f-».»),(,  +  ,.(|-|  +  ™„)<i,]. 

Damit  ist  die  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  der  Function  ii 
zurückgetührt.  Denn  wenn  v  bestimmt  ist,  so  ist  w^  durch  die 
Formel  (12)  durch  die  Werthe  dargestellt,  die  lo  und  dwj'ds  an 
der  Curve  C  haben. 

Die  Function  v  ist  aber  durch  eine  ganz  ähnliche  Differential- 
gleichung, wie  w  selbst  [Gleichung  (5)],  bestimmt.  Die  Grenz- 
bedingungen für  V  [(9),  (10)  und  (ll)J  sind  aber  wesenthch  ein- 
facher, als  die  für  w,  da  sie  gar  nichts  mehr  enthalten,  was  sich 
auf  die  Curve  C  bezieht.  Es  ist  daher  die  Function  v  für  alle 
möglicheTi  Anfangs  zustände  dieselbe. 

§.  185. 
Bestimmung  der  Function  v. 

Es  bleibt  uns  also  noch  übrig,  die  Function  v  zu  bestimmen, 
die,  weEn  r  >  r',  s  >■  s'  ist,  der  Diöerentialgleichung 

d^        ijm        dmv 
'-''  drds^    8r    ^    8s 

genügt,  mit  den  Grenzbedingungen 

8l! 


-  mv  r^  0        für  r 


(2) 
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§,  186.  Bestimmung  der  Function  «. 

Wir  betrachten  die  beiden  specieUen  Fälle: 


(3) 


«)    "'^==-2^    (Boyle's 


7  (Poisson'aches  Gesetz), 
wenn  wir  zur  Abkürzung 

-  _     '^  —  3_  —  1  _     _1 
^  —  2(fc— 1)^  2        fc— 1' 

(4)  r  +  s  =  fl 

setzen,    Immer  ist  m  eine  Function  von  6  allein. 

Die  Function  m  hängt  allein  von  ß,  also  nach  §.  182  (2)  nur 
von  e  ab. 

Um   die   Bedingungen  für  die   Function   v   zu  vereinfachen, 
setzen  wir 
(ä)  ,  =  e'r. 

worin  v  eine  noch  naher  zu  bestimmende  Function  von  r  und  s 
ist,  Führen  wir  diese  Annahme  in  die  Grenzbedingungen  (2) 
ein,  so  erhalten  wir 


V  =  ^     m  (i  ff ,        !i  =  e    "'       l 
setzen,  so  werden  diese  beiden  Bedingungen  einfach 


und   zugleich   ist    y  =  1    für  6  =  ff',   wenn   wir   6'  t^  r'  -\-  i 
setzen. 

Die  Bedingungen  (2)  reduciren  sicli  also  nacli  (7)  darauf 
(7)  dass   V  constant  gleich  1  sein  soll  an   den   he: 

den  Seheukehi  d^-s  Winkels  a^ji. 
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Wir  haben  noch  sms  der  Differentialgleichung  (1)  durch  die 
Suhstitution  (6)  eine  Gleicliung  für  V  abzuleiten ,  und  die  ein- 
fache Rechnung  ergiebt: 

(8)  /!_>:+(i!S_,„Ar  =  o. 

^  '  dros     '    \d6  / 

Diese  Gleichung  soll  nun  für  das  Innere  des  Quadranten  ct^ß, 
d.  h.  für 

r  >  r\  s  >  s' 

so  integrirt  werden,  dass  sie  an  der  Grenze  dieses  Gebietes  den 
constanten  Werth  1  erhält. 

Wir  wollen  eine  neue  Variable  s  durch  die  Gleichung  ein- 
führen : 

(9)  ^  =  (.(s^-^s'J  ('■-'■'), 

worin  (t  eine  noch  zu  bestimmende  (.''unction  von  ß  ist.  Die 
Function  0  ist  für  r  =  r'  und  für  s  =^  s',  also  an  der  Grenze 
des  Gebietes  =  0,  und  hat  im  Inneren  des  Gebietes  das  Vor- 
zeichen von  (t.  Nach  (6)  und  (7)  ist  also  V  so  zu  be- 
stimmen, dasa  es  für  «  =  0  den  constanteu  Werth  1  erhält. 
Wir  machen  den  Versuch,  der  Differentialgleichung  (8)  durch 
eine  Function  V  von  z  allein  zu  genügen.  Wenn  wir  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Differentialquotienten  nach  r  und  s 
bilden,  so  ergiebt  sich: 


dV     _     d_V    /rflog^ 

,1^  ^«  "  i  ; 


"  dlog«  \    ds 

d-'V  _    #F    /dlogft 1_\  /(Hogfi        _i__\ 

drds^  d\o^z''\    dd     "^  r— rV  \    ds    "^  s  —  s") 


und  die  Gleichung  (8)  geht  also  in  folgende  über: 

J^J_  /^logfi.     I    _]^_\  /rflog^  J-__ \ 

dlog^A    ds     ^  r  —  r')\    Ü6      '^  s  —  s'J 

4-   -TT- — -   ■  ■,■       ■  4-    —, "1*  1 1  =  0, 

'     (ilogg      äQ'>-       '    \d6  )  ' 

oder,  indem  man   die   beiden  Klammern   im   ersten   Gliede   ; 
multiplicirt  und  sj^  für  (r  —  r'")  (s  —  s')  einführt: 
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Dies  geht  in  eine  lineare  DifferentialgleicliuDg  für  die  Func- 
tion V  über,  wenn  man  fi  so  bestimmen  kann,  dass  die  Verhält- 
nisse der  Coefficienten  der  drei  Glieder  nur  von  s,  nicbt  mehr 
von  ö  abhängig  sind.  Man  erhält  so,  wenn  c,  c,,  c^  Constanten 
sind,  die  drei  Bedingungen; 

d^logfi  /dm  A 

dö^  \d6  ) 

(")        (-iFy=-(^--)' 

wodurch  (lü)  in 

Übergeht. 

Im  Allgemeinen,  d.  h.  für  eine  beliebige  Function  jw,  lassen 
sich  die  drei  Gleichungen  (U)  nicht  zugleich  befriedigen,  wohl 
aber  unter  den  beiden  Annahmen  w),  /3J.  Nehmen  wir  zunächst 
nach  dem  Boyle'scben  Gesetz  m  constant  {== —  l/2a)  an,  so 
ist  nach  der  dritten  Gleichung  (11)  fi(ö  —  e')  eine  lineare  Func- 
tion von  ö,  und  da  nach  der  zweiten  Gleichung  (11)  auch  logfi 
nur  eine  lineare  Function  von  ff  sein  kann,  so  muss  ft  constant 
sein.  Diese  Constante  kann  willkürlich  genommen  werden,  und 
wenn  wir  sie  gleich  wi^  setzen,  so  ergiebt  sich 

c  =  0,        Ci  =  0,         Ca  =  —  1. 

Es  ergiebt  sich  also  für  Y  die  Differentialgleichung: 
1      o!a  F 

(13«)  -  :5T— i  -  r  =  0, 

_{f  —  r')  ("s  — s') 
^  -  4.ü^  ""    "    ■ 

Nehmen  wir  femer  nach  der  Poisson'schen  Annahme 
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dm  ,  1  +  i" 

und   die   zweite  Gleichung  (11)  zeigt,   dass  [i  mit  einer  Potenz 
von  6  proportional,  also,  wenn  h  vind  b  Constanten  sind, 

(l  :=r  iß''. 

Nach  dieser  Annahme  geben  die  Gleichungen  (H): 
h   =        c{X  -\-  AS), 
^2  =  —  e,  (X  -i-  ;iä), 
?.6''-^n^(ö  — ö')  +  ö]  =-^c,{X  +  Aä), 
aus  deren  letzten  man  schliesst,  daas  h  =  —  1  sein  muss.    Dann 
folgt,  wenn  man  noch  6  =  —  l/ö'  setzt,  was  frei  steht, 
1  =  — c  (A  +  X^), 
1  =  —  Ci  (A  +  A3), 
1  =       Ca  (Ä  -j-  Aa). 
Die   Gleichung    (12)    giebt    also    nach    Multiplication    mit 
A  -f  A^: 

'    I '         rf  log  s^  V«        y      (/  log  ^   '  ^    '     ' 

_  _  (r-r')(s-~s-) 
'-        (r  +  ,)(/  +  s')- 

Die   beiden    Differentialgleichungen    (13a)    und   (13^)  lassen 
sich  explicite  so  darstellen: 

(14,)  2(l-2)g  +  (l-2.)|^  +  l(l  +  J)F=0. 

Die    erste    dieser    Gleichungen    wird    auf    die    Differential- 
gleichung der  Bessel'schen  Function  J  [Ed.  1,  §.  69  (13)] 

dx^    '    X  dx    ' 
zurückgeführt  durch  die  Substitution  i  s  ^^^  —  x^.     Sie  hat   also 
nur  eine  Lösung,  die  für  s  ^  0  endlich  bleibt,  und  man   erhält 

(15,)        I'  =  i;  '■''~n!'I,n^J'^'  ['''*•  ^'  §■  •"*  ('» 
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Die  Gleichung  (li,^)  stimmt  mit  der  Differentialgleicliung  der 
hypergeometrischen  Reihe  [§.  5  (6)]: 

«(1-2)^+  [f  -  («  +  (i  +  1)  £j    "'  ~  «/jy  =  0 

überein,  wenn  man 

«  =  A-|-1,         /J  =  —  A,        y=l 
setzt.   Auch  diese  Gleichung  hat  nur  eine  Lösung,  die  bei  s  =  0 
endlich  bleibt  und  man  erhält 

(15,5)  7^f(a  +  1,    -A,    1,     _('-'^>-J(s'-g\ 

und  hiermit  ist  also  die  Integration  vollendet. 

§.  186. 
Das  allgemeinere  Riemann'sche  Beispiel. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  Geschwindigkeit  und 
Dichtigkeit  zu  Anfang  nur  in  einem  endlichen  Bereich  («,  ß) 
variabel  sind.  Ausserhalb  dieses  Bereiches  sollen  beide  Grössen 
constant  aber  zu  beiden  Seiten  verschieden  sein.  Es  sei  alsoi 
wenn  u,,  q^,  u^,  p^  Constanten  sind, 
.  M  =  Ml,        Q  —  Q^        für  a;  <  a, 

^  u  =  Ufi,        p  =  9s        für  a:  >•  (3. 

In  dem  Intervall  a  <C  x  <i  ß  sollen  m,  $_  zu  Anfang  variabel 
sein  und  sich  in  a  und  ß  stetig  an  die  constanten  Werthe  pi,  u^ 
und  p2!  **s  anschliessen.     Wir  setzen  wie  früher 

'•'  2s=/W-» 

und  nehmen,  wie  in  §,  182,  an,  dass  r  im  Intervalle  aß  wächst, 

während  s  abnimmt. 

Dann  muss  r^  <  fj,  Si  >•  Sj,  folglich  nach  (2) 

,„  /(90  +  «></C9,)  +  «„ 

''  /(?,)-«,>/(?>)-»„ 

also: 

«1  -M2</(e.)-/{0.)<«. -«1 

sein,  und  wenn  wir  noch  q,  >  p^,  also  /(pj)  —  /(pi)  negativ  an- 
nehmen, so   stimmt  diese  Bedingung  überein    mit  der,   die  wir 


y  Google 


für  den  Fall  II  im  §,  177  abgeleitet  haben,  wo  wir  angenommen 
haben,  dass  zwei  Gasmassen  im  Anfang  in   einer  ünstetigkeits- 
fläche  ZHsammenstosaen,  nämlich  mit  II : 
(4)  «,-»,</(?,)-/(?,)<  0. 

Wir  bestimmen  nun  die  Function  iv  und  damit  auch  *■  und 
s  als  Functionen  von  x  und  t  nach  der  Methode  der  beiden 
letzten  Paragraphen.  Dadurch  ist  das  Dreieck  et,  ß,  |  und  in 
ihm  die  Functionen  r,  s  bestimmt  (Fig.  81  auf  S.  504),  so  dass 
r  =  ri  an  (w  ^) 
s^s,  an  (,5|) 
ist.  Ausserhalb  dieses  Gebietes  nehmen  wir  r  oder  s  (oder  auch 
beide)  als  constant  an,  und  erhalten  dann  den  besonderen  Fall, 
dessen  Lösung  jwir  im  §.  176  dargestellt  haben,  bei  dem  sich 
ein  constantes  Werthsystem  u,  q  auf  einer  geraden  Linie  erhält, 
die  unter  dem  Winkel 

&  =:  arc  cotg  (m  +i'p'{Q)) 
gegen  die  x-Ase  geneigt  ist     Hierbei  gilt  das  obere  Zeichen  für 
s  =  const. ,    das   untere   für   r  =  const.     Wir   bestimmen   dann 
«',  q'  aus  den  Gleichungen  r'  =  ri,  s'  =  Sg  oder,  explicite; 

,..  fW  +  «'  =/(ei)  +  «.. 

und  diese  Gleichungen  stimmen  mit  §.  177  (8)  überein.  Wir 
construiren  nun  in  der  a;f-Ebene  vier  gerade  Linien  (w  1),  (|  2), 
(|3),  (^4)  unter  den  W'inkeln  ^i,  ö'a,  ■S'g,  ^^  gegen  die  positive 
a;-Axe,  indem  wir 

cotg&i  =  Ml  —  ^f^>'{Qy),     cotg^g  ^  w'  —  Vtp'(9'), 
cotg  *,  =  m'  +  i~^^),    cotg  #,  =  «,+  iVi^ 
setzen  (Fig.  85),  und  machen  über  die  Functionen  u,  q  folgende 
Annahme : 

in  ( — ■  00  al)  ist  ti  =  Mj,     p  ^  p^, 
in     (2  g  3)      ist  u  =  ti',    p  =  p', 
in  {i  ß -ir^)  ist  u^u„     p  =p,; 
ausserdem  setzen  wir  einWerthpaar  m,  p,  das  in  einem  Punkt  von 
{^ß),  etwa  in  ft,  stattfindet,  auf  einer  geraden  Linie  fifi'  unver- 
ändert fort,  die  unter  dem  Winkel  &  :^  arc  cotg  (w  -j^V  95'  (p))  geneigt 
ist;    und    ebenso    erhalten  wir   die  Werthe  m,  p,   die  in  einem 
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Punkt  V  von   k,  |  stattfinden,  constant    auf    einer   Geraden  w' 
unter  dem  Winkel  arc  cotg  (m  —  Vv'C?))- 

Dadurch   sind   die   Werthe  von   m,  p    so   weit  eindeutig   be- 
stimmt, als  nicht  verschiedene  dieser  geraden  Linien  fiji'   oder 

Fig.  85. 


V  v'  einander  schneiden,  so  lange  also  diese  Linien  keine  En- 
veloppe  haben.  Diese  Enveloppcn  geben  Anlass  zu  Verdichtungs- 
stössen,  die  sich  noch  der  Theorie  entziehen. 

Unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  aber  ist,  wie  wir 
schon  im  §.  177  11  gesehen  haben,  p'-<p2<Cpi  und  itj  ^M'-eCMg 
und  in  Folge  dessen 


1  >  -^s  >  -S 


>« 


und  die  Linien  («  1),  (|  2),  (|  3),  (|  4)  divergiren  also ,  und  wenn 
wir  noch  annehmen,  dass  w  —  ^tp'  (p)  von  «  bis  |  und  m  -[-  y  g)'  (p) 
von  I  bis  ß  stetig  wächst^),  so  werden  sich  die  Geraden  (ftft') 
{vv')  nirgends  schneiden  und  die  Wellen  werden  also  stetig  und 
der  Differentialgleichung  gemäss  verlaufen. 

Wir  erhalten  genau  den  Fall  §.  177 II,  wenn  wir  aß  un- 
endlich klein  werden  lassen,  und  wir  bekommen  daher  dasselbe, 
mögen  wir  eine  Unstetigkejtsebene  annehmen  oder  einen  allmäh- 
lichen llebergang  in  einem  schmalen  Gebiet. 

Die  anderen  möglichen  Annahmen,  die  man  an  Stelle  von 
(3)  setzen  kann,  führen   aber  zum  Theil  zu  Unstetigkeitsstössen 


')  Dies  ist,  wenigstens  fü: 
übrigen  Aiinalimeii,  uacli  denen 
wäcbfit.     DeuB  nach  dem  Boyli 


das  Boyle'eehe  Gesetz,  eine 
s  von  e.  bis  ^  abnimmt  und  r 
'sehen  Gesetze  ist  M  +  V^'Cp)  = 
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und   unsere   Formeln   sind  nur    ao    lange   anwendbar,    als   noch 
keine  golclie  StÖsse  eingetreten  sind'). 


§.  187. 

Anfängliche  Gleichgewichtsstörung  in  einem  endlichen 

Interyall. 

Da  hier  zu  beiden  Seiten  der  Strecke  aß  Geschwindigkeit 
und  Dichtigkeit  verschieden  sind,  so  wird  man  diesen  Fall  nicht 
eigentlich  ao  charakterisiren  dürfen,  wie  es  bei  Riemann  ge- 
schieht, dass  die  anl'ängliche  Gleichgewichtsstörung  auf  das  Inter- 
vall {oiß)  beschränkt  sei.  Die  Annahme,  die  diese  Bezeichnung 
verdient,  würde  darin  bestehen,  dass  für  x  <i  a  und  a;  >■  /3  der 
Anfangswerth  von  u  gleich  Null  und  der  von  p  gleich  der  nor- 
malen Dicbtigkeit  der  Luft,  p^,  die  man  etwa  gleich  1  setzen 
kann,  sei,  und  dass  nur  für  das  Intervall  aß  die  Anfangewerthe 
von  w  und  p  davon  verschieden  seien.  Hier  werden  aber,  wenn 
wir  die  Anfangswerthe  als  stetig  betrachten,  die  Dift'erential- 
quotienten  dn/dx  und  ds^/dx  irgendwo  in  dem  Intervall  (ccß) 
gleich  Null,  und  daher  reicht  die  Integrationsmethode  des  §.  184 
in  diesem  Falle  nicht  mehr  aus. 

Um  eine  ungefähre  Anscliauung  des  Sachverhaltes  zu  geben, 
wollen  wir  annehmen,  es  sei  zu  Anfang  die  Geschwindigkeit 
überall  gleich  Null,  und  in  dem  Intervall  (aß)  habe  p  einen  von 
po  verschiedenen  constanten  Werth  pi-  Es  ist  also  der  Anfangs- 
werth von  p  bei  a  und  ß  unstetig,  und  wenigstens  iür  einen 
gewissen  Zeitraum  lassen  sich  die  Bewegungen  nach  §.  177  be- 
stimmen. Sie  sind  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Strecke 
(«(3)  symmetrisch  und  der  Aufangazustand  genügt  den  Bedin- 
gungen §.  177  III  oder  IV.  Ist  pi  >>  Po,  herrscht  also  in  «/3 
eine  anfängliche  Verdichtung,  ao  laufen  von  den  Ünstetigkeits- 
stellen  w,  ß  je  ein  Verdichtungsstoss  nach  aussen  und  eine  Ver- 
dünnungswelle nach  innen  (in  Bezug  auf  aß).  Ist  p,  <;  Po) 
also  eine  anfängliche  Verdünnung  vorhanden,  so  laufen  die  Ver- 


')  Im  Artikel  4  det  Kiemann'scliea  Abhandlung  sind  die  Linien 
aS,  ßS  irrthumlicli  als  geij.äe  Linien  angenommen.  Hierauf  tat  Chri- 
Btoffel  m  dem  erwähnten  Beucht  m  den  „FortBchritten  der  Physik"  auf- 
meiksam  gemaclit 
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diimiungswellen  nach  aussen  und  die  VerdichtungsstÖsse  nach 
innen,  wie  es  die  Figuren  86  und  87,  die  in  der  3;i-Ehene  zu 
denken  sind,  veranschaulichen.  Die  Theorie  giebt  aber  die  Be- 
wegung des  Gases  nur  so  lange,  bis  die  nach  innen  laufenden 
Wellen  zusammenstossen.  Von  da  an  müsste  man  den  augen- 
blickliehen Zustand   als   einen  neuen  Anfangszustand  betrachten 


und  könnte,  wenigstens  im  zweiten  Falle,  wo  bei  y  eine  TJnstetig- 
keit  in  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  eingetreten  ist,  in  derselben 
Weise  noch  etwas  weiter  gehen. 

Es  laufen   dann   von  y,  d.  h.  von  a^  =  0   aus,  zwei  weitere 
VerdichtungsstÖsse  aus,   die  man  als   die  reflectirten   der  gegen 
Fig.  87. 


einander  laufenden  Stösse  betrachten  kann.  Von  nun  an  laufen 
also  nach  jeder  Seite  hin  eine  Verdünnungswclle  und  ein  Ver- 
dichtungsstoss,  und  dazwischen  tritt  Gleichgewicht  ein.  Der 
Verdichtungsstoss  kann  die  Verdünnungswelle  einholen,  und 
dann  treten  wieder  neue  Verhältnisse  ein,  die  wir  nicht  weiter 
verfolgen  können.  Weniger  einfach  Hegen  die  Verhältnisse  in 
dem  ersten  Falle,  wo  Pi  >>  po  ist. 
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Wenn  wir  die  Geschwindigkeit  w  und  die  Scliwankungen 
der  Dichtigkeit  q  um  einen  mittleren  Werth  p^  als  unendlich 
kleine  Grössen  betrachten,  so  werden  die  Cotangenten  in  (6)  §.  186 
alle  nur  unendlich  wenig  von  :k'^ <p' i&a)  abweichen,  und  es  ist 
also  c  =  y  q)'  (qu)  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Luft- 
welle  zu  betrachten.  Für  das  Boyle'sche  Gesetz  ergiebt  dies 
den  Werth  c  ^==  a,  während  man  für  das  Poisson'sche  Gesetz 

c  =  a  fiz  Qi^ 
erhält.     Um   a  zu    eliminiren,    wendet   man    das    Gasgesetz    an 
[§■  142  (8)]: 

versteht  man  unter  v  das  Volumen  der  Masseneinheit,  so  ist 
V  =  Q-^^,  p  =  «^pj,  also 

a^Ql-^  ^  BT 
und  folglich 
(1)  c  =  ihBT. 

Nach  Riemann's  Berechnung  (Gesammelte  Werke,  Seite  158) 
stimmt  dieser  Ausdruck  sehr  gut  mit  den  Beobachtungen  über 
die  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  überein. 

Nimmt  man 

h  =  1,4101 

und  für  atmosphärische  Luft  bei  Null  Grad  Celsius 

UT  =  783  750  000, 
so  erhält  man  aus  (1) 

c  ~  332  44, 
also  332,44  Meter  in  der  Secunde. 

Wir  Bchliessen  mit  der  historischen  Bemerkung,  dass  die  Zu- 
rückführung  der  Differentialgleichung  für  die  Lnftsehwingungen 
auf  eine  lineare  Gleichung  schon  Ampere  bekannt  gewesen  ist," 
Auf  Seite  177  der  zweiten  Abhandlung  über  partielle  Differential- 
gleichungen im  Journal  de  l'ecole  polytechnique  (Cahier  XVIII, 
t.  XI,  1820}  gieht  er  dazu  einen  Weg  an,  den  wir  im  An- 
schluss  an  die  von  Riemann  gebrauchte  Bezeichnung  kurz  so 
darstellen  können. 

Wenn  man  unter  Voraussetzung  des  Boyle'schen   Gesetzes 
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setzt,  so  rerluciren  sieh   die  beiden  ttleichmigen   ^.  174  (4)  auf 
die  eine 

¥on  der  Ampere  auagelit.     Er  setzt  dann 

und  nach  (2)  und  §.  182  (2)  stimmen  dann  «,  ß  mit  —  r,  —  s 
übe  rein. 

Es  wird  femer  eine  Function  t/  definirt  durch 

•i  =  9  -  (H  -  «)»  -  [»(C  +  «)  -  l(^  -  ")']', 
die  nach  §.  183  (4)  mit  Eiemann's  —  tv  übereinstimmt,  und  für 
die  sich  die  partielle  Differentialgleichung 

"9ae)3        OK        dß 
ergiebt,  in  genauer  Uehereinstimmung   mit  der  Gleichung  §,  184 
(1).     Die  Integration  dieser  Gleichung  aber,   und  besonders   die 
Untersuchung  der  Un Stetigkeiten,  ist  Riemann's  Verdienst, 
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